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Tentamen i kursen SF1673
Datum: 2019-01-14
Skrivtid: 8:00 — 13:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Betygsgrinserna &r

Betyg | A B C D E
Total poing | 28 25 22 19 16

For full podng pa en uppgift krdavs att I6sningen ar vil presenterad och litt att f6lja. Det in-
nebir speciellt att inférda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
i ord eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Bestdm volymen av den ellipsoid som bildas da

1‘2 y2
PeR

roterar kring x-axeln.

(medelpoing 2.7)

2. Lat o € [0,7/2). For vilket vérde pa vinkeln ov minimeras den firgade arean?

(medelpoidng 2.38)



3. Avgor om foljande integraler dr konvergenta eller divergenta

(a) _ _
T+ sz
—dx
1 2?2+ cosdx

/loo JTsin (%) d

(b)

(medelpoing 1.89)

4. Visa att for |z| < 1/2 sa giller att

IL’2

ln(l—l—x)—x%—;

8l|*

<
-3

(medelpoidng 1.7)

5. Bestam konstanterna a > 0 och b s3 att funktionen

a
arctan —  x <0,
x

f(@) =140 r =0,

-1 x>0

T

blir kontinuerlig.
(medelpoing 2.81)

6. Medelvirdessatsen for derivator séger att om f : [a,b] — R &r en deriverbar funktion pa
intervallet (a, b) som dr kontinuerlig i [a, b] sa existerar det en punkt o € (a, b) sadan att

1) = fla)

o) = H—

(a) Bevisa medelvirdessatsen for derivator (du far anta att Rolles sats dr kédnd).
(b) Visaattom f/(x) > 0 forallaxz € (a,b) sa dr f vixandei (a,b).
(c) Visaattom f dr vixande i (a,b) sa dr f'(x) > 0 for alla z € (a, b).

(medelpoing 1.33)

7. Beridkna integralen

5
/ In(z® — 37 + 2) dz.
4



(medelpoidng 1.93)

8. Lat f vara en deriverbar funktion som uppfyller att
1< [f(@)]+|f'(2)] <2
for varje = € [0, 1]. Visa att f har hogst ett nollstille i [0, 1].

(medelpoédng 0.81)

Téank igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gar. Lycka till!



Losningar till tentamen i kursen SF1673 - 2019-01-14

1. Volymen ges av

a 2
—on [ (1-Z) dz
0 a?

3 a
= 2nb? {x — 1’_}

3a? |,
4 2
= 21b? (a — E) = mab
3 3

Vi noterar att om a = b far vi kidnd formel f6r volymen av ett klot.

2. Ett uttryck for arean dr

T2 —« tana  «
Al) = =5 =+ ==~
T n tan «
=— -«
4 2

Vi har att A(0) = 7/4 och lim,_,/» A() = oo. Funktionen &r deriverbar for varje o €
(0,7/2). Lat oss soka efter stationdra punkter

B 1
- 2cos?a

Al(a) -1=0

ger att
1

E,

givet att a € (0, 7/2). Vi har ddrmed att A’(«) = 0 om och endast om o = 7/4.

Ccosa =

Det minsta virdet pa arean A blir dirmed det minsta virdet av A(0) och A(7/4). Vi har att

A /1) = w _ %

Eftersom A(7/4) = 1/2 dr mindre d4n A(0) = 7/4 sa giller att arean dr minimerad for
a=T7/4.

3. Avgor om foljande integraler dr konvergenta eller divergenta

(a) Vi konstaterar att
T +sinx

fw) =

22 4+ cosdx —



och jamfor med funktionen g(x) = 1/z. Vi far att

lim M = lim

Ly s

cos4x
22

=1

och eftersom [, g(x) dx ir divergent sd giller dven att [ f(z) dx dr divergent.

, 1 1 1
() -mro(s)

for stora z eller sma 1/2?. Eftersom

(b) Tylorutveckling ger att

ger att

. f@)
Jim 9(x) 1

Sé far vi att eftersom [ g(x) dz 4r konvergent s giller dven att [~ f(z)dx dr
konvergent.

4. Lat f(z) = In(1 + «). Vi har att

1 " -1 B 2

f'(x)

och didrmed en Taylors formel &r

x? a3
In(1 =r— —+—
n(l+z)==z 5 +3(1+a)3’
dér « dr mellan 0 och x.
Alltsa géller att
z? z3 3 8|x|?
1 1 - | = ==
nl+a) —wt 3 ‘3(1+a)3 —‘3(1—1/2)3 3
5. Vihar att
e — 1 e — 1
=a — a,
x ax



daz — 04.
Alltsa méaste a = b.

Vi har dven att a
arctan — — —,
22 2
eftersom a > 0. Vi har dirfor att a = b = 7/2.
. Se boken.

. Vi nyttjar partiell integration, polynomdivision och partialbraksuppdelning for att fa

5 5
2 _
/ln(x2—3x+2)dx:[mln(x2—3x+2)]i—/ 122 -3)
4

g T2 —=3x+2

5
3x —4
=5In12—-41n6 — 24 —— 1) d
" " /4 ( +x2—3x+2) *

5702 1
:6ln2+ln3—2—/ ( + )d;ﬂ
4 \x—2 z-1

=6In2+1n3 -2 —[2In(z — 2) +In(z — 1)];
=6n2+n3—-2—-2n3—-2n2+2n2+1In3
=6In2—-2

. Vi utfor ett motsigelsebevis. Antag att f har tva nollstdllen x; och x5. Vi kan anta att
0 <x; < x9 < 1ochatt f inte har nagot nollstidlle mellan x; och z5. Vi kan dven anta att

f(z) > 0 forallaz € (z1,x9), fallet f(z) < 0 &r analogt.

Enligt villkoret pa f sa dr f'(x;) > 1 och f'(z3) < —1. Enligt Rolles sats sa finns det ett
a € (zq,x9) sa att f’(a) = 0 och fran villkoret for uppgiften maste dérfor 8 := f(a) > 1.

Enligt medelvirdessatsen for derivator giller att det finns det punkter oy € (1, ) sé att

flea) = B/(a —x1) och oz € (o, z2) sdatt f'(a2) = —B/(22 — ).
Vi far att

1 1

a—2x Ty —

mac{| /()] |/ (02)]} =@max{ } > 92859

vilket motséger att | f'(x)| < 2 for alla z € [0, 1].



Statistik
podng | antal | procent
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