by

N ek
£KTH %

VETENSKAP
28 OCH KONST 2%

s

Tentamen i kursen SF1673
Datum: 2018-04-03
Skrivtid: 8:00 — 13:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Betygsgrinserna vid

tentamen kommer att ges av

Betyg | A B C D E
Total poing | 28 25 22 19 16

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och Iitt att folja. Det in-
nebér speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
1 ord eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Bestdm det storsta och minsta virdet av funktionen f(x) = 23 + 12|z| for z € [-3, 2].

2. Visa att

tan (3) + 2 T
arctan ( — —
2 r+2 2

for alla z > 0.

xT

3. Avgér om funktionen f(z) = €* — e — 2z — 23 /3 + z* har ett extremvirde i = 0.

4. Visa att

[ B e =2 (9v2) - o).

dar

g(a:):/ sint? dt.
0

5. Bestdm en partikulirldsning till y”(x) + 3y/(z) + y(z) = 2* — x + 30sin(2x).

*

(a) Definiera begreppet konvergent talfoljd.



(b) Visa med hjilp av definitionen i (a) att talf6ljden (a,, )22, som ges av

2n? +1
a, =
n -+ n?

konvergerar mot 2.

7. Bestam de a,b € R for vilka

oo x(b—a)
/ ‘ dx
1 xe
8. Lat f : [0, 1] — R vara kontinuerlig. Visa att

( /O () dx)2 < / e dr

En ledning &r att anvinda Riemann-summor och att anvinda olikheten

ar konvergent.

(a—b)* >0,

for alla a,b € R.

Téank igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gér. Lycka till!



Losningar till tentamen i kursen SF1673 - 2018-04-03

1. Vi borjar med att bestimma virdena for f i ej deriverbara punkter och dndpunkter. Vi har
att f(—3) =9, f(2) =32o0ch f(0) =0.

Om z < 0 giller att f'(z) = 3z? — 12. Alltsd &r f’(z) = 0 om och endast om z = —2. Vi
har f(—2) = 16.

Om z > 0 giller att f'(z) = 32% + 12 > 0.

Vi har att det storsta véirdet av f dr 32 och det minsta dr 0.

30 1
251
20 1
15 1

10 1

2. Bilda

2
f(z) = g — arctan (g) BT

Vi vill visa att f(z) > 0 for alla z > 0. Vi har att
1 2 202+ 22/2) — (2 + x)? P

T = o Gver ~ Gra 2R G Rt

Detta visar att f'(z) < 0 for varje = > 0 och tillsammans med

lim f(z) =0

T—00

ar det klart att f(z) > 0,da z > 0.

3. Viharatt f'(z) = e® + e % — 2 — 2 + 42° och ddrmed att f'(0) = 0, vilket ger att 0 4r en
stationér punkt. Eftersom f”(z) = e* — e™% — 2z + 1222 och f”(0) = 0 s vet vi inget om
huruvida f har ett extremvirde i 0.



Vi far nyttja Taylorutveckling. Vi har

flx)=14+z+2*/2+2°/64+2"/24+0(°) =1+ 2 —2%/2+2%/6 — 2* /24 — 20 — 2*/3 + o*
="+ 0(2") = 2*(1 + O(z))

och ddrmed att f har ett lokalt minimum i z = 0.

4. Vi utfor variabelbytet x = ¢? och fér

2 V2
/ Se dr = / 2sin t2 dt
L VT 1

V2 1
:2/ sintht—Q/ sint? dt
0 0

= g(V2) - g(1).

2

5. Vi borjar med att bestdm en partikulérldsning till y”(z) + 3y'(x) + y(xz) = 2° — x och

ddrefter till y”(x) 4+ 3y'(x) + y(x) = 30sin(2z).
Ansiitt y; (z) = az? + bz + c. Vi far efter insittning

2a + 3(2ax +b) + az® +br +c=2" -

vilket ger att a = 1, b = —7 och ¢ = 19 och y; (z) = x? — 7z + 19.
Ansitt yo(x) = d cos(2x) + esin(2z). Vi far efter insittning
Yo (x) + 3ys(z) + y2(z) = (—4d + 6e + d) cos(2x) + (—4e — 6d + e) sin(2x) = 2sin(2x)

Alltsa har vi att —3d + 6e = 0 och —3e — 6d = 30 vilket dr detsamma som d = —4 och
e = —2. Vifar yo(z) = —4 cos(2x) — 2sin(2z).

En partikuldrlosningen ér ddrmed y,(z) = 2* — Tz + 19 — 4 cos(2x) — 2sin(2x).

6. (a) Se boken.



(b) Tage > 0. Vi vill visa att det finns ett N sadant att

m?+1

-2
n + n?

<€

for varje n > N. Vi har {for stora n att

om?+1 ol _ % +1—2n—2n?
n + n? N n + n?
2n — 1 2n 2n 2
= < < —=—-<c¢
n+n?2 " n+n?2 " n?2 n
givet att n > 2/e. Vilj déarfor N = 2/e.
. Om a > b giller att
R _x(b—a) R z(b—a)1
/ ¢ dr < / (0= gy = {6 }
1 [Ea 1 b - CL 1
1 R(b—a) _ _b-a e’
= —
b—a (e € ) a—2>b’

da R — oo.

Om a = b giller att

ar konvergent om och endast om a > 1.

Om a < b giller att integranden vixer mot odndligheten

o
dd x — oo. Didrmed kan inte integralen vara konvergent.
. Vi anvinder oss av Riemannsummor. Lat
(0,1/n,2/n,... 1)

vara en uppdelning av [0, 1]. D& f och z + x? dr kontinuerliga foljer att

2

ti (S = ([ serae)

n .’I'I,2 1
i 3 FOE = [V rtapar

5

och



Olikheten foljer om vi lyckas visa att
(Z f/n )

Eftersom 2ab < a® + b?, for alla a, b € R har vi att

(Z Tl ”)> = LS s

i=1 j=1

- % (Z HODESSY 2f(i/n)f(j/n))

i=1 i=1 j=i+1

gni Zf i/n)? +ZZ +f]/n))>

Vi ar klara.

Beviset dr ldttare att folja om man har ett specialfall med sig i1 tankarna. Studera dérfor
fallet di n = 3 ochlat a; = f(1/3), a2 = f(2/3) och az = f(1). Vi vill visa att

(a1/3 + ay/3 +as/3)* < a?/3+a3/3 + a3/3.
Rékningarna &r enklare att folja och lyder

(CL1/3 + a2/3 + a3/3)2 (CLl + a2 + 663 + 2a1as + 2a1a3 + 2&2(13)

—_ O =

< —(a% +a§ —i—ag +2(a? —i—ag +a§))
=a?/3+a3/3 +a3/3

o ©



