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Tentamen i kursen SF1673
Datum: 2018-01-12
Skrivtid: 14:00 — 19:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Betygsgrinserna vid

tentamen kommer att ges av

Betyg | A B C D E
Total poing | 28 25 22 19 16

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och Iitt att folja. Det in-
nebér speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
1 ord eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Redogor for vilka av foljande serier/integraler som &r konvergenta

) 2 0  d
(a) Zj:l j‘fT’ (C) .[42 :Ehf:l?’

i oo j2arctan(j)+j
(b) fol sn;z dl’, (d) Zj:1 7 t (])+j.

32 +sin(j)

2. Lat f: (1,00) — R vara sadan att
1 1
Inz —— < f(z) <lnzx + —,
x x

for alla > 1. Bestdm grinsvirdet av f(2x) — f(x), dd z — oo.
3. Lat M = {(z,y) e R?: y = 22 — 2}.

(a) Skissa girna midngden M . Bestim de punkter i médngden M som ligger ndrmast origo.

(b) Visa att minsta avstandet fran M till origo &r /7 /2.



4. Lat o vara en kontinuerlig funktion, definierad for alla reella tal x. For varje heltal n > 0

definierar vi intervallet /,, = [—% L1, Vi léter ¢,, vara det storsta virdet funktionen ¢ har

‘n
pa intervallet [,,. Visa att

lim ¢,
n—oo

existerar, och bestam detta virdet.

5. (a) Ange definitionen av att en funktion f: [a, b] — R har en stationér punkti xy € (a,b).
(b) Visa att funktionen f(z) = e** — sin(2x) + cos(2x) har en stationdr punkt iz = 0.

(c) Redogor for huruvida f har ett lokalt extremvérde i = = 0.

6. (a) Ange definitionen for att en funktion f(z) — A, dd z — oc.

(b) Visa att om en funktion f : R — R dr deriverbar i en punkt @ sd dr den kontinuerlig i

a.
/Tr/2 dr
x/3 SINT

genom att utfora variabelbytet tan(z/2) = t.

7. Berikna integralen

8. Visa att

o= Y
JE&;J(Q) =2
‘]:

Tiank igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gar. Lycka till!



Losningar till tentamen i kursen SF1673 - 2018-01-12

1. (a) Konvergent genom jamforelse med serien

=1

ty serien dr positiv och
7/ +1)

iz b

da j — oo.
(b) Konvergent genom jamforelse med funktionen 1, eftersom

sin x

lim —2— =1,
z—0 ]

1
/ ldx
0
(c) Divergent, ty genom variabelbytet ¢ = In z har vi

/°° dz _/°° dt
42 rlnz In 42 t’

(d) Divergent, eftersom termerna i serien inte gar mot noll. Vi har

funktionen x — S1Z #r positiv och

T

ar konvergent.

som ir divergent.

j2 arctan(j)+j T 43

; j2+sin(j) 2°
J — 00.
2. Vihar att
1 1 1 1
f2z)— f(x) <In22+ — —lnz+—-=In24+ —+— = In2,
2z x 2 x
och att
1 1 1 1
2r) — >In2r— — —Inzr——-=mn2———-—-—=1n2
f@x) — f(x) > In2x 5, "Iz ——=In 5 " 3 n

Alltsa foljer att f(2x) — f(x) — In2,ddz — co.



3. (a) Avstandet mellan (z,y) och origo ges av d = y/x2 + y? som med relationen y =
x? — 2 kan skrivas som en envariabelfunktion

d(z) = /a2 + (22 — 2)2.

For att forenkla rikningar, s studerar vi minimum av funktionen D(x) = d(z)* =
o4 — 322 + 4. Vi far att D’(z) = 0 om och endast om 2 = 0 eller z = +v/3/v/2.

Vi far att D(0) = 4 och att D(++/3/+/2) = 7/4. Eftersom funktionen #r deriverbar
och D(x) — 0o, dd 2 — =00 sé har vi att (v/3/+/2, —1/2) ir de punkter i M/ som
ligger nirmast origo.

(b) Avstandet ir d(++v/3/v2) = VT7/2.

4. For varje n dr funktionen ¢ kontinuerlig pa intervallet /,,, och darfor finns det xz,, € I,
sadan att ¢(x,,) = p,, dr det storsta virdet pa [,,. Vi har att sekvensen (z,,) har gransvirdet
lim,,_, x, = 0. Vi soker griansen

lim ¢, = lim ¢(z,).

n—oo n—oo

Funktionen ¢ dr kontinuerlig, vilket betyder att

lim ¢(x,) = ¢(lim z,) = ¢(0).

n—oo n—oo
Detta betyder att grinsen existerar, och &r lika med ¢ (0).
5. (a) Se boken
(b) Vihar att f'(z) = 2¢** — 2cos(2z) — 2sin(2z). Nu har vi att f/(0) = 0.

(c) Genom att Taylorutveckla kring = = 0 sa far vi

f(x)_1+(237)+(2§)Q+(2;)3+O(x4)—2x+(22’>il):]’+1—@
:2+8?$3+O(334).

Alltsé saknas extremvirde.

6. (a) Se boken
(b) Se boken

7. Variabelbytet t = tan(x/2) ger att x = 2 arctant och

dx 2

dat 1+ 2

Genom relationerna fran triangeln



V142

t
z/2
1
far vi att sin(z/2) = L=, cos(z/2) = ﬁ och dérmed dr
i = 2sin(e/2) cos(s/2) = 1
sine = 2sin(x/2) cos(x/2) = -5

Alltsa foljer att

/”/2 dx /1 dt 11 ;
= — = —Ino.
x/3 SINT 1v3 t 2

. Lat 0 <z < 1. Vi utgar fran en geometrisk summa

1 — xn—&-l

l4o+22+23+.. . +2" =
1—=z

Derivation ger

1420 +322+42° +... +na™ ' =

—(n+1a2"(1—z)+1— 2"

(1—2)?
Lat oss multiplicera med = och direfter lata n — oco. Vi far

X

2 3 4 _

Latnux = 1/2, vi far da

iy (%) >



