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0 Satser fran envariabelanalys och linjar algebra

Héar foljer satser som vi kommer att nyttja i denna kurs. De beskrivs hér sa
att vi kan enkelt hénvisa till dem.

0.1 Funktioner

Definition 0.1. Lat X och Y vara méngder. En funktion f: X — Y ar ett
satt att till varje element x € X tilldela ett vilbestdmt element y € Y. Vi
skriver f(z) = y. Vi sdger att = avbildas pa y och att y dr bilden av z.
Elementet = kallas argument till f. Médngderna X och Y kallas definitions-
méngd respektive malméangd. For definitionsméngden fér f anvinds dven
beteckningen D;. Vardeméngden till en funktion f: X — Y definieras som

Vi={yeY :y= f(x) for nagot x € X}.

Definition 0.2. En funktion f: X — Y séges vara injektiv om det fér varje
x,y € X géller att om f(z) = f(y) sd ar x = y.

Definition 0.3. En funktion f: X — Y séges vara surjektiv om V; =Y.

Definition 0.4. En funktion f: X — Y som bade &r injektiv och surjektiv
sidges vara bijektiv, eller en bijektion.

0.2 Kontinuerliga funktioner

Sats 0.5 (Satsen om mellanliggande vérde). Ldat f vara kontinuerlig i [a,b).
Da antar f alla virden mellan f(a) och f(b).



1 Vektorer och mangder i R"”

1.1 Vektorer i R"

Vi borjar med att repetera delar som introducerats i kurser i Linjar algebra.
Att z € R" betyder att o = (21, 22,...,2y,), dir z; € R for varje 1 < j < n.

Vi definierar
e addition av z,y € R" enligt
r+y=(T1+y1,T2+Y2,-- -, Tn + Yn), (1.1)
o multiplikation med skalir s € R enligt
sz = (sx1, T2, ...,STy), (1.2)
o skalarprodukten enligt
Ty = (T1Y1,T2Y2, - - -, TnYn), (1.3)

e lidngden enligt

]x\:\/:r%+x%+...+:r%. (1.4)

Notera att |z]|?> = z - 2.

Exempel 1.1. Lat x = (1,4,—-3,0) och y = (—2,1,2,6).

Daérxz+y=(-1,5,-1,6), 3z = (3,12,-9,0), z -y = —2+4—-6+0 = —4
och [z =v/14+164+ 940 = v/26. A

Sats 1.2 (Cauchy-Schwarz olikhet). Ldat z,y € R™. Da gdller att
|z -yl < fafyl. (1.5)
Likhet gdller om och endast om x och y dar linjdrt beroende.

BEvIs: Om x = 0 &r satsen klar eftersom bade hoger- och vénsterled ar noll.

Antag att x # 0. For varje t € R giller att [tz + y|?> > 0. Alltsd har vi via
kvadratkomplettering

0< tz+y)* =tz +y) (tz+y) =z +2t(z - y) + [y
2 2
:(t|a:]+( )) _ @) e

] |2




Speciellt giller olikheten for ¢y = —(r; '|$2’) som gor att den forsta termen for-

svinner. Kvar har vi

(z-y)*
0< - ‘$|2 +|y|27

vilket omskrivet ar samma sak som
lz -yl < |z[|yl, (1.6)

vilket visar olikheten.

For att visa att likhet géller om och endast om z och y &r linjart beroende sa

later vi ug = tox + y och noterar att
1
0< fuof* = - (laPlyl® = @ 9)?).

Nu har vi att |z||y] = = - y om och endast om up = 0. Att ug = 0 &r detsam-
ma som tgx + y = 0 vilket enligt definitionen betyder att x och y &r linjart
beroende. |

Vinkeln mellan x,y € R" definieras som
6 = arccos ( Ty ) . (1.7)
=] - [yl
Notera att uttrycket ar véldefinierat fran sats[I.2] och att 0 < 6 < .

Sats 1.3 (Triangelolikheten). Lat x,y € R™. Da gdller att
2+ yl < [z] + |y (1.8)

Likhet gdller om och endast om x dr © samma riktning som y.

r+y

|y

BEvis: Med hjalp av Cauchy-Schwarz olikhet far vi

(z+y) (@+y) =z +2(x-y) + |y

vilket ar ekvivalent med

|z +y| < |z + |yl



Likhet géller om och endast om x - y = |z||y| vilket sker om och endast om z
och y har samma riktning, eftersom om = och y uppfyller x = —ky, dar k > 0
ochz,y#0sdirx-y=—k(y-y) = —kly|?> < 0 medan |z||y| = k|y|> > 0. A

Sats 1.4 (Omvénda triangelolikheten). Lat x,y € R™. Da galler att
||z = Jyl| <[z +yl. (1.9)
BEvis: Fran triangelolikheten far vi
[ =le+y—yl=lz+y+ (I <le+yl+]-yl=lr+yl+]yl
och av symmetriskél har vi d&ven
lyl = |z +y[ + [=]
Tillsammans blir det

{\w!—!y\<!w+y!
ly| — |z| < |z +y]

vilket ar detsamma som

] = |yl| < |z +yl.

Sats 1.5. Lat x € R™. Dd gdller att

n
2] <[] < |l (1.10)
=1

for varje 1 < j < n.

BEvis: Lat oss forst visa att |z;| < |z| och konstatera att det racker att visa
olikheten for j = 1. Vi far

leiP =2 <at+ a4 22 =z
vilket &r ekvivalent med |z1| < |z|.

For att visa
n

2] <3 Jo)

i=1
anvander vi standardbasen i R™ och skriver
r =x1€1 +x9€2 + ...+ TpENH.

Vi kan nu succesivt anvinda triangelolikheten

|z| = |T1e1 + x2e2 + w363 + ... + Tpey]
< Jai| + |xoee + w33+ ...+ Tpey]
<ai| + |xo| + |z3es + ...+ zpey|
<.
< xr| + |xo| + s + ...+ |z
vilket visar satsen. m



1.2 Mangder i R"

Lat Q C R™. Komplementet till Q betecknar vi med Q¢ = {z € R" : z € Q}.
Miéngden

By(a) :={x €eR": |z —a| <r} (1.11)

definierar ett oppet klot i R"™ med centrum i a € R™ och radie r > 0.

Definition 1.6. Lat () vara en méngd i R”. En punkt a € R" kallas en

a) inre punkt till Q om det finns ett 6ppet klot B,(a) sddant att B,(a) C
Q,

b) yttre punkt till 2 om det finns ett 6ppet klot B,.(a) sddant att B,.(a) C
Q°

¢) randpunkt till Q om det f6r varje 6ppet klot B, (a) finns punkter z € Q
och y € Q°.

Har ér a; en inre punkt, a, en randpunkt och a, en yttre punkt.

Méngden av alla randpunkter betecknas med 92 och kallas randen till €.

Definition 1.7. En méngd 2 C R" sédgs vara 6ppen om varje punkt i € ar
en inre punkt till 2. Méngden €2 ségs vara sluten om dess komplement ¢ &r

oppen.

Notera att tomma méangden () och hela R™ bade ér 6ppna och slutna.

Definition 1.8. En méngd 2 C R" sédgs vara begriansad om det existerar
ett klot B, sddant att 2 C B,, annars obegransad.
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Definition 1.9. En mingd 2 C R" siigs vara kompakt om den ar sluten och
begrénsad.

En omgivning M till en punkt ¢ € Q dr en mingd sddan att a ar en inre

punkt till M. En punkterad omgivningen P fis genom att utga fran en
omgivning M till en punkt a och dérefter exkludera a, d.v.s. P = M \ {a}.

1.3 Ovningar

Ovning 1.1. Rita méingden av alla (x,%) som uppfyller

M
[

O

b) 422 + 9y* = 36,

Ovning 1.2. Rita foljande ménger, samt bestdm randen, inre punkter och
avgoér om méangden ar 6ppen, sluten eller varken 6ppen eller sluten. Avgér om
den &r begriansad och kompakt.

z,y) € R?: 22 + 4% < 1},

z,y) € R?: |z| + |y| < 1},

€ R2: |z +y < 2},

) {(z,y)
) {(z,y)

c) {(z,y) € R*: max(|z],[y]) < 1},
) {(z,y)
) {(z,y) €eR?: 1< 2 +y? — 20+ 4y + 5 < 4},
) {(z.y)

z,y) € R?: |ay| < 1}
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2 Gransvarden och kontinuitet

2.1 Funktioner i R"”

Vi ska nu studera funktioner f fran R"™ till R?, d.v.s. funktioner vars defini-
tionsméngd ar en delméngd av R™ och antar virden i RP. Vi illustrerar med

en bild
R"™ f RP
er T oYy

Vi har att for varje x € Dy C R" finns ett unikt y € RP och vi anvander no-
tationen y = f(z). Vi kan direkt anvinda begreppet injektivitet, surjektivitet
och bijektivitet eftersom de var allmént definierade.

I fallet p = 1 kallas f reellvard och om p > 1 kallas f vektorvird. Om p > 1
kan vi beskriva

Ji(x) fi(z1, 22, ..., 20)

fQ(IL') f?(m17$27"'a$n)

y=f)=| . |= : :
Ip(2) oz, 22, .., xp)

dér funktionerna fi, fo,..., f, kallas komponentfunktionerna till f. En
funktion f: R — RP? kallas en kurva.

2.2 Lokala gransviarden

Definition 2.1. Lat f: D — RP, med D C R" och 1t a € D. Vi siger att f
konvergerar mot A € RP da z gar mot a om det for varje € > 0 finns ett §
sadant att |f(z) — A| < e for varje x € D som uppfyller att 0 < |z — a| < 6.

Vi skriver detta
lim f(z) = A.

Tr—a

eller f(z) — A, dd x — a.

Exempel 2.2. Lat oss visa att x| — 0, da z — 0, dar x € R™.

Tag € > 0. Vi vill finna ett ¢ sddant att |z| < e {6r varje = som uppfyller att
|z| < §. Viinser att § = € och vi dr klara. A

Sats 2.3. Lat f: Dy CR"™ = RP och g: Dy C R™ = Dy. Om g(x) — b, da
x —a och f(y) — A, diy — b sa gdller att f(g(z)) — A, di x — a.

12



BEvis: Lat € > 0. Vi vill finna ett § sddant att

[f(g(x)) — Al <e (2.1)

for varje x € Dy som uppfyller att 0 < |z — a| < 4.

Eftersom f(y) — A, da y — b sé finns det ett d; sadant att (2.1]) géller for
alla y = g(x) € Dy sadana att 0 < |y — b| < dy.

Men, eftersom g(x) — b, da  — a sa finns det ett § sadant att |y — b] < dy
géller for alla x € D, sadana att 0 < |z — a| < 0. Detta visar satsen. [ |

Sats 2.4. Lat f och g vara funktioner fran D C R™ till RP. Lat f(x) — A och
g(z) = B, da * — a. Da galler att

a) f(z)+g(z) > A+ B, di z — a,
b) f(z)-g(x) > A-B, dix — a,
¢) omp=1och B #0 sa foljer att f(z)/g(x) - A/B, di x — a,

d) omp=1 och f(x) < g(x) for varje x i en punkterad omgivning av a sd
foljer att A < B.

Beviset ar nastan identiskt med det for envariabelanalysen och ldmnas som en
ovning.

Sats 2.5 (Instdngningssatsen). Ldt f, g och h vara reellvirda funktioner de-
finierade i en punkterad omgivning D av a. Om f(x) < g(z) < h(x), for varje
x €D och

lim f(x) = lim h(z) = A (2.2)

r—a Tr—a

sa galler att g(x) — A, dd x — a.

BEvis: Lat € > 0. Vi vill visa att det finns ett § sadant att |g(z) — A| < e for
alla z € D som uppfyller att |z — a| < 9.

Vi noterar att det finns ett §;, sidant att

gx) <h(x) < A+e (2.3)
och ett §; sddant att

g(z) = f(x) > A —¢, (2.4)

for varje € D som uppfyller att 0 < |z — a| < 0 = min{dy,05}. Alltsa ar vi
klara.

13



Exempel 2.6. Lat oss exemplifiera sats [2.5] genom att visa att x; — 0, da
xr — 0, dar x € R™. Vi far
—|z] <z <z,

och eftersom |z| — 0 da x — 0 foljer vart resultat. A

Exempel 2.7. Avgor om gransvirdet

) sin |z |?

lim ———————
z—0 ]m‘ + x12223

existerar och berékna i sa fall dess viarde. Har ar x = (1, 2, z3).

LOSNING: Notera att

sin|z[?  sin|z|? 1
|22 + zrapzy 22 14 HEE
och fran sats har vi
T1T9L3 \x|3
BEER

da z — 0.
Vi kan nu nyttja sats @7 @ och [c)| for att faststélla att
sin|z*> | sin|z|? 1

lim — = - lim
eo0 22 + a1mams a0 (22 w0 1+ DT

1
1 +lim, o 1|x|22 3

Lat oss ga igenom ett viktigt exempel.
Exempel 2.8. Lat

r cos? 0 sin 0
r2 cost 0 + sin2 6’

g(r,9)
for > 0 och 6 € [0,27). Om siné = 0 sa foljer att g(r,0) = 0. Om sinf # 0
sa foljer att

0
0 _— =
900 = 5z = ©

da r — 0. Alltsé finns det endimensionella gransvirdet

lim g(r, 6) = 0.

14



Lat oss nu visa att )

_ vy
f($7y)_$4—|—y2

saknar gransvirde da (x,y) — 0. Detta inses genom att f(0,t) = 0 for alla

t # 0 medan
4
tth) = — =1/2
F2) = 5r =172
for alla ¢ # 0.

Notera nu att om (z,y) = (rcos@,rsin ) sa foljer att f(x,y) = g(r,0). Vi kan
med andra ord inte bestamma gransvairdet

lim x,
e sion Y
genom att berdkna
lim g(r, ).
r—0

Om
lim r,y) = A
(z,y)—(0,0) fe.y)
sa betyder det att for varje ¢ > 0 finns det ett § sadant att |f(z,y) — A| < € for
varje (z,y) som uppfyller 0 < |(z,y)—(0,0)| < 0, elleri (r, )-planet 0 < r < 6.
Lat oss illustrera detta med en bild

A+e
A
f
A—c¢
g
[4
27
) T

Vi maste alltsd garantera att alla punkter i B avbildas innanfor vart intervall
(A—¢e,A+e). A

Vi sammanstaller resultatet i en sats.

Sats 2.9. Lat QQ C R™ vara en omgivning kring origo, f :Q — R och lat

[f(z) — Al < M(|z]) =0, (2.5)
da |x| — 0. Da gdller att
lim f(z) = A.
z—0

15



BEvis: Tag ¢ > 0. Enligt definitionen vill vi finna ett § sadant att | f(z)—A| <
e for varje x som uppfyller att 0 < |z| < 4.

Enligt (2.5) kan vi for varje (och i synnerhet for vart givna) e > 0 finna
ett 0 sidant att det endimensionella gréansvirdet |M(r)| < e for varje r som
uppfyller att 0 < |r| < §. Detta § duger for oss, ty om 0 < |z| < § sa foljer att

|f(z) — Al < M(|2]) <e
och vi ar klara. [ ]
Exempel 2.10. Bestam gréansvardet

lim 22 + ) In(z? + 2).
(179)%(070)( y°) In(z” +y°)

LOSNING: L&t oss nyttja poldra koordinater. Notera att
(2% + y*) In(2? + ) = r*Inr?

och fran envariabelanalysen har vi att tlnt — 0, d& ¢t — 04. Vi kan nu
anvianda sats Eftersom

|(x2 + y2) ln(xz + y2) - 0| = \7“2 1n7“2\ — 0,
da r — 0 sa géller att

lim 22 + 2 In(z® + %) = 0.
(Ly)—>(070)( y°) In(z” +y°)

2.3 kontinuitet

Definition 2.11. Lat f: D — RP, med D C R™ och lat a € D. Vi sdger att
f ar kontinuerlig i a om

lim f(z) = f(a). (2.6)

r—a

Sats 2.12. Ldt f : Dy C R" — RP wara kontinuerlig i b, g : Dy C R™ — Dy
vara kontinuerlig i a och lat b = g(a). Dd dr sammansdttningen fog : Dy — RP
kontinuerlig i a.

Sats foljer direkt fran sats 2.3 och ldmnas som en 6vning for lisaren.

Sats 2.13. Lat f : D — RP, med D C R" och lat a € D. Da gdller att f dr
kontinuerlig i a € D om och endast om alla f; : D — R dr kontinuerliga i a,

dar f = (fi, fay---, fp)-
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BEevis: Lat oss forst visa att om f &r kontinuerlig i a sd ar f; ar kontinuerlig i
a. Vivill visa att det for varje e > 0 finns det ett 0 sadant att |f;(z)— f;j(a)| < e
for varje x € D som uppfyller |z — a| < 0. Tag darfor ett € > 0, vi far fran sats
att

[fi(x) = fila)l < |f(z) = f(a)]
och eftersom f ar kontinuerlig i a sa finns det ett ¢ sddant att |f(x) — f(a)| < &
for varje x € D som uppfyller |z — a| < 4.

Lat oss nu betrakta omvindningen. Anta nu att alla f; ar kontinuerliga i a. Vi
vill visa att da ar f kontinuerlig i a. Tag € > 0 och aterigen genom att nyttja
sats far vi att

p

(@) = f(@)| <D 1fi(@) = fi(a)l
j=1
och eftersom alla dessa f; dr kontinuerliga sa finns det ett § sadant att | f;(z)—
fi(a)| < e/p for varje x € D som uppfyller |x —a| < 6. For dessa x géller dven
att |f(xz) — f(a)| < € och vi &r klara. [ |

Sats 2.14. Lat f : D — R wara en kontinuerlig funktion och D C R™ wvara
kompakt. Da har f ett storsta och minsta virde pa D.

Definition 2.15. En mingd 2 C R™ sigs vara bagvis sammanhingande
om det for varje a,b € Q finns en kontinuerlig kurva 7 : [, 5] — €2 sadan att
v(a) = a, v(B) = b och y(t) € Q for varje t € [, B].

Sats 2.16 (Satsen om mellanliggande virde). Lat D C R™ wvara en bagvis
sammanhdngande mdngd och lat f : D — R. Om f antar tvd virden f(a) och
f(b) sd antar f alla virden mellan dessa.

BEvis: Lat a,b € D. Eftersom D &ar bagvis sammanhéngande sa finns det en
kontinuerlig kurva v : [a, ] — D sadan att y(a) = a och () = b. Bilda nu
g:[a, ] = R, som g(t) = f(y(t)). Eftersom sammansattning av kontinuerliga
funktioner ar kontinuerlig 4r g en kontinuerlig reellvird funktion av en variabel
som antar vardena f(a) = f(y(«)) och f(b) = f(v(B)). Satsen foljer nu fran
satsen om mellanliggande véirde inom envariabelanalysen, se Sats [0.5 |

2.4 Ovningar

Ovning 2.1. Lat f : R? — R, sidan att f(z) = z1xo. Visa med hjilp av
definitionen att f(z) — 0, da x — 0.

Ovning 2.2. [2022-06-08, uppgift 1, 59%] Berikna féljande gransvirden eller
forklara varfor de inte existerar

a)
In(1 + |z|?)
20 |z]2 + 2120703

dar x = (x1, 2, 3),
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(:c,y)1—>In(O,O) 2x4 + y4
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3 Partiella derivator, differentierbarhet och klassen

Ol
3.1 Partiella derivator

Definition 3.1. Lat f vara en reellvard funktion definierad pa D C R", a
vara en inre punkt i D och 1at {e;}7_; vara standardbasen i R™. Vi séiger att f
vara partiellt deriverbar med avseende pa x; i punkten a om gréansvérdet

£ ta) — tim L) T @)

h—0 h

(3.1)
existerar. Om f ar partiellt deriverbar med avseende pa alla sina variabler
séger vi att f ar partiellt deriverbar.

Exempel 3.2. Lat f(z,y) = 2%siny. D4 far vi att f.(z,y) = 2xsiny och
fi(x,y) = 2 cosy. A

Definition 3.3. Lat f vara en partiellt deriverbar funktion definierad pa en
oppen mangd D C R"™. Vi definierad gradienten av f som funktionen

(V@) = (filx), fa(x), ..., fu(@))- (3.2)

Exempel 3.4. Lit f: R? = R ges av f(z,y) = 22 + y> + 1. D& far vi
(VA (@,y) = (fol@,y), f(z,y) = 22, 2y) = 2(z,y). (3-3)
A

3.2 Differentierbarhet

Definition 3.5. Lat f vara en reellvird funktion definierad pa D C R", a
vara en inre punkt i D. Vi siger att f &r differentierbar i a om det finns

reella konstanter A1, As, ..., A, och en funktion p: R™ — R saddana att
fla+h) = f(a) = Athy + Asho + ... 4+ Ayhy + |h|p(h) (3.4)
och
}Lli% p(h) = 0. (3.5)

Om f &r differentierbar i varje punkt i D sidger vi att f ar differentierbar.

Exempel 3.6. Lat oss visa att f(z,y) = zy ar differentierbar. Tag en punkt
a € R". Vi far
fla+h) = f(a) = (a1 + h1)(az + hg) — araz
= a1hy + ashi + hihs
hihs
|h|

= a1h2 + Cbghl + |h|
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Vilket &r pa formen (3.4) med

o(h) = hf,ff. (3.6)

Det aterstar att visa att (3.5)) géller. Eftersom |hy| < |h| far vi

[hullha| _ [hllA]
lp(h)] = < = [h[ =0, (3.7)
I |l

da h — 0. A

I en variabel beskriver derivatan i en punkt riktningen pa den tangent som gar
genom punkten. Analogin i flera variabler dr differentierbarheten i punkten a,
dar

f(a + h) = f(a) + A1hy + Ash2 + ...+ A, kg,
beskriver tangentplanet i punkten a. Felet beskrivs av |h|p(h).

Sats 3.7. Om f: D — R, D C R" dr differentierbar i a sa dr f partiellt
deriverbar i a och Aj = f; (a) i (3.4).

BEvis: Eftersom f ar differentierbar s vet vi att det finns tal A1, Ao, ..., A,
och en funktion p sadana att

Fa+h) — f(a) = Avhy + Aghs + .+ Auhy + |Wlp(R),  (38)

dar p uppfyller (3.5]).
Det réicker att visa att f, (a) existerar. Eftersom denna likhet giller for alla
h s kan vi vilja h = (h1,0,...,0). Vi far da

fla+h) = f(a) = Athy + |ha|p(h). (3.9)

L&t oss studera den partiella derivatan med avseende pa x1,

h) — hilp(h
hl hl
da hy — 0, ty
hilp(h
LB oy o (3.11)
1
da h — 0 enligt (3.5). [ |
Satsen séger alltsa att om f &ar differentierbar sa géller att
fla+h)—f(a) = (Vf)(a)-h+][hlp(h), (3.12)

dér p(h) — 0, da h — 0.
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Exempel 3.8. Lat oss ge ett exempel dar funktionen ar partiellt deriverbar
men inte differentierbar i origo. Lat

FLy, (2,y) # (0,0)
= { =%+
f(z,y) {(L v (2.9) = (0.0). (3.13)
De partiella derivatorna blir
14(0,0) = lim ; ~0 (3.14)
och

Alltsa ar f partiellt deriverbar i origo.

Nu till differentierbarheten. Antag att f ar differentierbar. Enligt Sats [3.7
foljer da att A; = A2 =01 (3.4) och for h € R™ géller att

F0+1) = £(0) = 42 hipm)
g MV
med

h2hs

Vi infér polara koordinater hqy = r cosf och hy = rsinf och far

3 2 0 sin 6
p(h) = M = cos?fsinf A4 0,
r
da r — 0 oberoende av 6. Alltsa ar f inte differentierbar. A

Sats 3.9. Om f: D — R, D CR" dr differentierbar i a sa dr f kontinuerlig
ia.

BEvVis: Antag att f ar differentierbar i a. Vi vill visa att f &r kontinuerlig i a,
d.v.s. att

}lbi]_rr}%] fla+h)— f(a)=0. (3.16)

Fran differentierbarheten far vi

|f(a+h) — f(a)] = |A1h1 + Ashy + ... 4+ Ayhy + |h|p(R)|
<(A1+A2—|—...—|—An+p(h))|h|
< Clhl =0

da h — 0, for ndgon konstant C. |
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3.3 Klassen C*

Definition 3.10. Lat D C R™ vara en 6ppen méngd och k£ > 0 vara ett heltal.
Mingden C*(D) definieras som méngden av alla funktioner f : D — R sidana
att alla partiella derivator till och med ordning k existerar och ar kontinuerliga
iD.

Sats 3.11. Om f € CY(D) sd dr f differentierbar i D.

BEvis: For att inte drunkna i notation genomfér vi beviset i tva dimensioner.
Antag dérfor att D C R? och att f € C'(D), d.v.s. att de partiella derivatorna
fr och f, ar kontinuerliga funktioner.

Vi vill visa att f &r differentierbar i @ € D. Genom att tva ganger anvinda
medelvirdessatsen finns det tal 61,605 € [0, 1] sidana att

fla+h) — f(a) =f(a1 + h1,a2 + h2) — f(a1,a2)
=f(a1 + h1,a2 + he) — f(a1,a2 + h2)
+ flai,as + ha) — f(a1,a2)
=fr(a1 + 01hy, a + ho)hy + fy(a1, az + O2h9)ho
=fr(a)h1 + f,(a)hy
+ (fi(ay + 61h1, a2 + h2) — fi(a))hy
+ (fy (a1, a2 + O2h2) — f(a))ho
=fz(a)h1 + fy(a)ha + |h|p(h)

(falar 4+ 01h1, a2 + ha) — fr(a))ha + (fy(a1, a2 + O2h2) — fy(a))he

p(h) = 7]

Det aterstar att visa att p(h) — 0, da h — 0. Genom att nyttja triangelolik-
heten och kontinuiteten av de partiella derivatorna far vi

p(h)] < | fz(ar + 601h1, a2 + ha) — f;(a))\’hhl‘] + | ) (a1, a2 + O2hs) — £, (a)|hel
<|fz(ar +01h1, a2 + h) — fr(a))| + | fy (a1, as + O2h2) — f,(a)|
—|f(a) = f(a)| +[f(a) = fla)] =0,

da h — 0. [ ]

3.4 Ovningar

Ovning 3.1. [2022-03-18, uppgift 6b] Visa genom anvindning av definitionen
att f(x,y) = 22y ér differentierbar i punkten (1,1). Det ir alltsd inte mojligt
att argumentera att f ir av klass C! och dérmed differentierbar.

Ovning 3.2. [2024-06-04, uppgift 1, 41%] Bestim de tangentplan till ytan
xy + yz + xz = 1 som &r parallella med planet « + 2y + z = 3.
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4 Kedjeregeln och partiella differentialekvationer

4.1 Kedjeregeln

Vi ska nu generalisera kedjeregeln som i en variabel lyder

dx
givet att allt &r definierat.

Vi borjar med fallet da g : RP — R och f : R — R. Vi vill underscka de
partiella derivatorna av funktionen fog:RP — R.

RP g f
T P

Vi far direkt fran envariabelanalysen att

2 (Flo(a)) = F(g())gh, (x), (4.1)
J

for varje 1 < j < p.

Sats 4.1 (Kedjeregeln). Lat g : R = R", g(x) = (91(x), ..., gn(x)), ddr g; dar
deriverbara funktioner och lat f : R™ — R wvara en differentierbar funktion. Da
gdller att fog: R — R dr deriverbar och

%(f(g(x))) = fy (9(@)) g1 () + £, (9(x)ga(x) + ... + f,, (9(x))gn(z) (4.2)

dar y = g(x).

Vi illustrerar funktionerna g och f med en bild

g R™ f
T P

Notera att med hjilp av gradienten till f kan (4.2]) skrivas som

2 (o)) = (V) (o)) o' (@), (43)

BEvIs: For att inte drunkna i notation si visar vi satsen da n = 2.
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Eftersom f ér differentierbar giller for varje h € R? och y € R™ att

fly+n)—fy) = fy,Whi+ f,(Wha+ ...+ [y, (¥)hn + |k|p(R),  (4.4)

déar p(h) — 0, da h — 0.

Lat x € R vara sadan att y = g(x). Lat k # 0 vara ett reellt tal och vilj
h=g(x+k)—g(x).

Efter division med k far vi

x+k))— x "L (r+k)—gi(x h|p(h
flg(e + )li fg(x)) Zj;fyj(g(ﬁﬂ))(g]( + ; 9i(x) . | Iz( )

Da k — 0 far vi

L0 = 3 1 o) + iy M)

= k—0

Det aterstar att visa att

o [hlo(h)

k=0 k =0

Detta foljer av att

]h],lo;(h) _ g+ kk): - 9($)|p(h) — 1g'(z)| -0 =0,

dd £ — 0. Notera att eftersom elementen g; i g alla ar deriverbara sa ar de
kontinuerliga och didrmed géller att h = g(x + k) —g(x) - 0,dda &k —0. W

Foljdsats 4.2. Lat g : RP — R", g(z) = (91(x),...,gn(x)), ddr g; dr diffe-
rentierbara funktioner och lat f : R™ — R vara en differentierbar funktion. Da
gdller att f og: RP — R dr partiellt deriverbar och

aij(f(g(%))) = fin (9(@))(91); () + -+ £y, (9(2)) (gn)5; (), (4.5)

dir y = g(x). Vi kan med alternativ notation skriva

9 _of oY1 of Oyn
T%(f(g(m))) = 87%(9(95))873](95) +.o.ot Tyn(g(x))%@) (4.6)
Vi illustrerar med en bild
RP g R" f
T T
R
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Beviset foljer direkt fran att kombinera sats och (4.1)).

Sats 4.3. Ldt f € CY(D), dir D C R™ dr en dppen och bdguis sammanhdng-
ande mangd. Om (Vf)(x) = 0 for varje x € D sd galler att f ar konstant pd
D.

Bevis: Lat a,b € D vara godtyckliga punkter. Vi ar klara om vi lyckas visa
att f(a) = f(b), eftersom da har f alltid vérdet f(a) pa hela D.

Vi kan finna en deriverbar kurva v : [0,1] — D sddan att v(0) = a och
~v(1) = b. Med hjalp av kedjeregeln far vi
4
dt
eftersom Vf = 0. Men eftersom f o~ &r en envariabelfunktion vars derivata
alltid &r noll sa ar

(f(v(8) = (VA (v (1) - +'(t) =0, (4.7)

f((@) =C, (4.8)
for nadgon konstant C. Alltsa géller att f(a) = f(b) = C. [ |

Exempel 4.4. Lat f(z,y) = sin(z?y), dir x = st? och y = s? +t~!. Berikna
de partiella derivatorna % och ;.

LOSNING: Fran sats [4.2] far vi att
o7 _ofos  ofoy

ds Ox0s Oy 0s (4.9)

Har ar
of 2 2,2, 41 2,402 -1
e 2y cos(x7y) = 25t7(s* + 1) cos(st (s* + 1))
x
= (25t + 2st) cos(s*t? 4 s%t%))
0
a—f = z2 cos(x?y) = %t cos(st? + 5°t°)
Y
vilket ger
of 3,2 44 243\\42 | 244 444 2,3
s = (25°t° 4 2st) cos(s™t™ + s°t°))t* + s°t" cos(s™t" + s°t”)2s
s

= 2(25%t1 4 st3) cos(stt + s%t).

Pa liknande vis far vi
o5 _ofox ooy
ot Oz ot 0Oy dt
= (2532 4 2st) cos(s*t? + %t%))2st + s2t* cos(s*t + $23) (—t7?)
= (453 + 35%%) cos(s't? + s°t7)).
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Exempel 4.5. Lat f : R? — R. Ange uttrycket

fol@.y)® + f(z,y)?
i polara koordinater.
LOsNING: Lat g(r,0) = f(xz(r,0),y(r,0)), dar

T =rcosb
y=rsinf

Enligt kedjeregeln géller

) ) ) ) )
G200 = S (a(r,0).9(r0)) - S20) + 5 (0000),0:0)) - 5 (r,6)
) )
= cos6- 5L (a(r.0),(0,0)) + sin0- 5L (a(r,0).y(1,6))
och
550:0) = 5L (a(r,0).9(r.0)) - Z5(0) + 5 000,0),0:0)) - G (1,6)
) )
= —rsinf - a—i (x(r,0),y(r,0)) + rcosf - 85 (x(r,0),y(r,0)) .
Fran detta ekvationssytem kan vi 16sa ut
) ) ing 9
ai( (1.6).y(r,0)) = cos - 2 (r6) — —— - Z2(r.6)
of . @ . cosf Qdg
5 (@00).9()) = sine - S r.0) + 2 G 6)

vilket ger att

2 2
fi(z,y)? + folz, y)? = (cos fg. — r~'sin Hgé) + (Sin 0g.. +r~' cos Hgé)

1
= g;(?”, 0)2 + ﬁgé(ra 0)

4.2 Partiella differentialekvationer

Exempel 4.6. Bestdm genom variabelbytet

s =x% +y?
{ 9 9 (4.10)
t=x"—y

den 16sning till den partiella differentialekvationen

8f 8f

4.11
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i omradet {(x,y) € R?: 2 > 0,y > 0} som uppfyller att f(0,y) = e¥.
LOSNING: Vi borjar med att skriva om differentialekvationen uttrycket i s och
t. Lat g(s(x,y),t(z,y)) = f(x,y). Vi far fran kedjeregeln

0F 0905 g0t _ g, 0
PR N SR T S e T

och

of _9g9s 990t _dg, 9y,
dy  dsdy  otay as oY

Differential ekvationen blir darmed

or _ xg =4z 9 _ 0
Yor oy = "o T
vilket ar ekvivalent med
Jg
— =0.
ot

Det betyder att g(s,t) = p(s), dar ¢ ar en deriverbar funktion. Alltsa géller
att

fla,y) = o(@® + 7).
For att f ska uppfylla randvirdena sa far vi
F(0,9) = p(y?) = e = V¥,

vilket ger att o(s) = eV®.

Alltsé ges l6sningen av

f(z,y) = eV,
Exempel 4.7. Bestdm den 16sning f(z,y) till differentialekvationen

som uppfyller villkoret f(z,0) = sinx genom att vélja lampligt k i variabel-

bytet
u=u1x—ky
v=2z+ ky.
LOsNING: Lat g(u(x,y),v(z,y)) = f(x,y). Vi far
Of _0g0du  dgdv g 0Oy

or  Oudr  Ovdr Ou  Ov
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och
0F _ogou 090 _ oy 0
oy Oudy Ovdy  Ou o’

Differentialekvationen blir nu

0 0
2—+—:(2—k)a—z+(2+k)a—i:0.

och det vettigt att vilja k till —2 eller 2. Lat oss véilja k = 2, da géller att

dg

a0 Y

och dérmed &r g(u,v) = ¢(u), for nagon deriverbar funktion ¢. Uttryckt i
f(z,y) = p(z — 2y). Begynnelsevillkoret f(x,0) = ¢(z) = sinx, alltsa géller

att
f(z,y) =sin(z — 2y).

4.3 Hogre ordningens derivator

Lat f vara en partiellt deriverbar funktion i ett 6ppet omrade D C R™ och lat

dven f;. vara en partiellt deriverbar funktion. Vi infér notationen

o f 0 [of
dxj0x; (@)= dx; ((%i (x))

Pf 0 [0f
aix%(x) T Oy (3%‘ (x))

och

for att beskriva andraderivator. Alternativ notation ar
0% f

" —

och

1 82
L) = 2L (@)

i

Uttrycken kan pa samma vis generaliseras till hogre partiella derivator.

Exempel 4.8. Lit f(x,y) = x?siny, d& giller att

0% f 0 . .
@(x,y) =5 (2zsiny) = 2siny,
0% f 0 .

g0 (z,y) = ay (2zsiny) = 2z cosy.
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Definition 4.9. Lit D C R". Mingden C*(D) definieras som mingden av
alla funktioner f : D — R saddana att alla partiella derivator till och med
ordning k existerar och ar kontinuerliga i D.

Sats 4.10. Ldt f € C%(D), ddr D C R™. Dd gller att
o*f O*f
8951-6% N 8.%']8.%'2

(4.18)

BEvis: Vi kan anta att n = 2. Vi vill alltsa visa att f; (a,b) = f;.(a,b), for
en godtycklig punkt (a,b) € D.

Lat w(h,k) = f(a+h,b+ k) — f(a+h,b) — f(a,b+ k) + f(a,b) for (h,k)ien
liten omgivning av origo. Vi visar satsen genom att visa att

w(h, k)

i = f" (a,b 4.19
L Sy fry(a,b) (4.19)
och
. w(h7k) 1
1 —2 " = b). 4.20
e fyz(a;b) (4.20)

Lat oss forst visa att (4.19)) géiller. Lat u(h, k) = f(a+h,b+k)— f(a+h,b). Da
kan vi skriva w(h, k) = u(h, k) — u(0, k). Med hjélp av att upprepat anvinda
medelvardessatsen fran envariabelanalysen sa finns det 61,6, € (0,1) sadana
att
w(h, k) =u(h, k) —u(0, k)

= huj,(01h, k)

=h(fi(a+01h,b+k)— fr(a+601h,D))

= hkfy,(a+ 61h,b+ 62k).

Notera enligt kedjeregeln att
0
up(h, k) = 5= (fla+h,b+k) = fla+h,b))
h

_ gf(a—l—h b+l<:)——f(a+h )
h

~ fla+h, b+k)§(a+h)+f(a+h b+k)aa(b+k)
(

0
= fala+h.b)g-(a+h) = fylath,b)5-(b)
h
= fula+hb+ k:) — fula+ h,b).
Genom att dividera med hk, lata (h, k) — (0,0) och paminna oss om att fy,
ar kontinuerlig sa far vi (4.19)).

Likheten visas pa samma vis med u utbytt till funktionen v(h,k) =
fla+h,b+k)—f(a,b+k). Dablir w(h, k) = v(h, k)—v(h,0). Medelviardessatsen
kommer nu att forst tilldimpas pa det andra argumentet forst och dérefter det
forsta vilket ger onskat resultat. ]
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Exempel 4.11. Bestim alla 16sningar f € C?(R?) till vigekvationen

0% f 82f

-4 _ =0, 4.21
a2z~ ¢ 9z (4.21)
dér utbredningshastigheten ¢ > 0, genom att inféra de nya variablerna
u=2x+ct
v=2x — ct.

LOSNING: Vi far att
_ of au of ov
3:1:2 (au oxr | v 83:)
of 6f
Eﬁf Dz
af 3]0 82(; ; 6uaf ov) Ox
( ) (au " av>
+ 0? f 82 f  0*f
Oudv  Ovdu  Ov?
0% f 5 0%f  O*f

= ou? Oudv + ov?

%%gw%m%m%m

och
A

ou Ov

ot
4(%(%‘%) ot o (%‘%) 8t)
xRy

_ z<f *f O +82f>

ou? Oudv Ovdu  Ov?

82f 82f 82f
92 ouve Tz )

Alltsa far vi

Of  LOPf  , 0%f
0= =22 = guo0

vilket ar detsamma som



https://en.wikipedia.org/wiki/Wave_equation

Primitiv funktion med avseende pa wu blir

of

5, = 91 (v)

och

f=ga2(u) + g3(v

dér g; € C? med g4(v) = g1(v). I de ursprungliga variablerna far vi

),

flz,t) = ga(x + ct) + g3z — ct).

Nér tiden ¢ fordndras translateras 16sningen med utbredningshastigheten c. A

Exempel 4.12. Visa att Laplace operatorn

o*f  9*f

Af:=

i polara koordinater blir

922 T B2

of 1of 19
or2  ror r2002

LOSNING: Vi far

of _ofow  ofoy _
or  OxOr Oy or

och

or or
0 (0f af

or?

w:;(w>:8<c gf+sm9

0s2L

ox

)

2 2
= cosf <0f8x+ of 8y> +sin9<

Ox2 Or  Oydx Or
02 o2

= cos HW—FZSchosGam@y

Nu till vinkeln 6,

of _0fdxz  Ofdy
v + 5 =T

00  0x 00 Oy oo
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sin @

+ sin 60—

O*f Oz

dxdy or

2 p0F

of

ox

82

+ rcosf

of
oy

ay? or

of

Ay

)

(4.22)

(4.23)

(4.24)


https://https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_operator

och

82f =20 <8f) = g ( rsm@g —l—?“cos@af)

002 00 00 ox dy
_ of 90 0f of 990f
= TCOSQ@:U 7“51119(%?8 r81n98y+r0089896
- 8f ) o 2 f2
= —TCOSQ% —rsinf <—rsm982+rcos<98yax
2 2
—rsinﬁgz + rcosf <—rsinﬁai“gy —i—rcos@a‘;; )
- of . of
= —'rcos.ﬁaa7 —rsmﬁay
2 2 2
+ r?sin 9 f —i—r cos? =1 of — 272 sinf cosf of .
Oy? x0y
Tillsammans far vi
0*f 10f 1 0%f
oz rar T2 ae
2 2
= cos292m]20 —&—QSinGcosHaaxfy + sin Gajye
+ % (COSHgJ; —i—sineg‘;j)
1 of of
+r2( TCOSQ%—TSHﬂay
2 2 2
+r?sin Ggfz 00529?;2 — 272 sinﬁcos@i;éy)
82 2
_Pf
oxr? = 0y
och vi ar klara. A

4.4 Ovningar

Ovning 4.1. [2022-03-18, uppgift 3, 70%] Los den partiella differentialekva-
tionen

1 1
—g—fﬁ =1, x>0, y>0,

som uppfyller att f(u,u) = 2u?, genom att inféra de nya variablerna s =
22 4+ y? och t = 2% — 42

Ovning 4.2. [2022-06-08, uppgift 4, 45%] Los den partiella differentialekva-
tionen

o o
0x?  Oxdy oyz
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genom att inféra de nya variablerna v = x 4+ ay och v = x + fy. Ange svaret
i de ursprungliga variablerna x och y.

Ovning 4.3. [2022-03-18, uppgift 5, 85%)] Bestidm den 16sning till differenti-
alekvationen

(z +y) folz,y) + (z —y) f(z,y) = 0,
dar x > y, som uppfyller att f(x,0) = e, genom att nyttja variabelbytet
u=x?—y>— 2y
v=y
Ovning 4.4. [2023-06-07, uppgift 4, 54%] Givet en tvi ganger kontinuerligt
deriverbar funktion u = u(z,y). Transformera uttrycket
0%u 0%u 0%u
2 2
Z " _9 z
ol xy@xay +y Oy?

genom att inféra de nya variablerna

s=—lnzx+1Iny
t=Inz+Iny.

Ovning 4.5. [2024-03-14, uppgift 5, 71%]
a) Antag att u: Q — R dr av klass C?, dér
Q={(z,y) €ER*: 2 >y >0}

Lat oss inféra de nya variablerna

i
t=z—7.

Transformera uttrycket

o
Ox?
i de nya variablerna.
b) Uttryck differentialekvationen
u  0%u
—_— 4 —— = 1
0x2  0z0y

i de nya variablerna.

c) Bestdm alla 16sningar till differentialekvationen och uttryck svaret i de
ursprungliga variablerna x och y.

Ovning 4.6. [2024-06-04, uppgift 8, 18%)] Bestdm alla funktioner av formen
u(z,y) = f(y/z) som uppfyller

for x > 0.
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5 Riktningsderivata och Gradient

5.1 Riktningsderivata
Definition 5.1. Lat f : D — R, D C R", a vara en inre punkt i D och v € R"
vara en enhetsvektor. Om gransvardet

(e i L@~ (@)

h—0 h

existerar sa sigs f vara deriverbar med avseende pa riktningen v i punk-
tern a. Man siger dven att f har riktningsderivatan f](a) i punkten a i
riktningen v.

Exempel 5.2. Lat f(z,y) = x + €Y. Bestam med hjalp av definitionen rikt-
ningsderivatan av f i riktningen

Ny
=l

i punkten a = (1,0).

Vi far
fla+ m;l) — fla) _ % (F(L+hv3/2,h/2) - £(1,0))
:%(1+h\/§/2+6h/2_2)
\/g 6h/2—1
Y7,
2 h
V31 eh? — 1
2 Ty TR
H\/§+1
2 )
da h — 0. ‘

Det finns lyckligtvis ett enklare séitt att berdkna riktningsderivator.

Sats 5.3. Lat f : D — R, ddr D C R"™ dr en dppen mdngd. Om f dr diffe-
rentierbar sa gdaller att

fi(a) = (Vf)(a) - v. (5.1)

Bevis: Lat g(h) = a + hv, vi far

/ BT
f’v(a)_}lll_qlo h

— li
hlg(l) h
g

= (V£)(9(0)) - g'(0)
= (V)(a)-v
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eftersom ¢(0) = a och ¢'(0) = v. |

Sats 5.4. Lat f vara en differentierbar funktion definierad i en omgivning av
a € R™. Da gdller att gradienten (V f)(a) pekar i den riktning i vilken f vdzer
snabbast. Den mazimala tillvazten ges av |(V f)(a)].

Bevis: Enligt Cauchy-Schwarz olikhet har vi
fula) = (Vf)(a) v < [(VF)(@)] - [v] = [(V£)(a)], (5.2)

eftersom |v| = 1.

Likhet i Cauchy-Schwarz olikhet sker da och endast da (Vf)(a) och v &r
parallella. Likhet i (5.2]) sker emellertid endast da och endast da vektorerna

pekar i samma riktning. ]

Exempel 5.5. Temperaturen i en punkt (z,y) i ett omrade ges av T'(z,y) =
2y + xe~Y. I vilken riktning fran punkten (1,0) okar temperaturen mest. Hur
mycket okar den?

LOSNING: Lat oss bestamma VT,

(VT)($7 y) = (Talc(xv y)7 ng('xv y)) - (e_yv 2-— we_y)'
I punkten (1,0) far vi (VT)(1,0) = (1,1). Alltsa okar temperaturen mest i
punkten (1,0) i riktningen (1,1) och tillvixten &r |(1,1)] = V2. A

Exempel 5.6. Bestdm tangentplanet till ytan z = f(z,y) = xysinz i den
punkt dar x = 7/2 och y = 1. I vilken riktning véxer f snabbast i den givna
punkten? Ange dven tillvixten i den riktningen.

LOSNING:

Gradienten till f ges av
(V) (z,y) = (ysinz + zy cosz, xsinz).
Tangentplanet ges av
T(w/2+h,1+k)= f(r/2,1)+ (Vf)(x/2,1) - (h, k)
vilket for (x,y) = (/2 + h,1+ k) blir
T(x,y)=n/2+ (1,7/2)  (x —7/2,y — 1)

eller
2z =2T(z,y) = 2 + y — 7.

Funktionen f véxer snabbast i gradientens riktning, alltsd géller att f véxer
snabbast i riktningen (Vf)(7/2,1) = (1, 7/2). Tillvixten i den riktningen &r

(1, 7/2)] = /1 + 72/4.
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5.2 Nivaytor och nivikurvor
Lat f : D — R, ddr D C R™ och lat C' € R. Méangden
Mg ={zeD:f(z)=C}

sdgs vara en nivayta till f med avseende pa C'. I fallet da dimensionen n = 2
kallas Mg en nivakurva.

Exempel 5.7. Temperaturen i en punkt (z,y, z) i en kropp ges av
T(z,y,2) = 2> +y* + 22 + 22 — 2.

Beskriv nivaytan T'(z,y,z) = C, dar C > 0.

LOSNING: Notera forst att kvadratkomplettering ger
T(x,y,2) = (x+1)* + (y—1)2 + 22 - 2.
Nivaytan T'(z,y,z) = C blir alltsa
(z+1)2+(y—172+22=C+2

och beskriver en sfir med centrum i (—1,1,0) och med radie vC + 2. A

Gradienten for en nivakurva

L&t a € Mg och 14t 7 : (o, 3) — R? beskriva en parametrisering av méingden
Me¢ i en omgivning av a, med y(t9) = a, for nagot ty € («, ).

Y(to + h)

2(to+h) —v(to)
h

Alltsa ar f(y(¢)) = C, for varje t € («a, f) och ddrmed ger kedjeregeln att

%fﬁ(t)) = (VH)(v(t) -~ (t) = 0.

Eftersom ~/(a) pekar i riktningen av kurvan ar alltsa (Vf)(v(a)) ortogonal
mot kurvans riktning.
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Exempel 5.8. Lat oss studera ett trivialt exempel. Lat f(z,y) = y—2x—1 och
studera nivakurvan f(z,y) = 3. I detta fall blir nivikurvan en linje, ndmligen
y = 2x+4. Denna linje kan parametriseras genom att sitta z = t och y = 2¢t+4.
Gradienten av f ges av (Vf)(xz,y) = (—2,1). Vi ser att denna vektor ar
ortogonal mot linjens riktning. A

Exempel 5.9. Bestam tangentplanet i punkten (1, 1,5) till paraboloiden
z =12+ 4@/2.
LOSNING: Lat F(x,vy,2) = 2? + 4y*> — z och studera nivaytan F(z,vy,2) = 0.
Gradienten
(VF)(I‘, Y, Z) = (2:57 8y7 *1)

ar en normalvektor till nivaytan och n = (VF)(1,1,5) = (2,8,—1) &r en
normal till det s6kta tangentplanet. Alltsa ges tangentplanet av

n-(x—1ly—12z-05)

vilket blir
2¢ + 8y — z = 5.

5.3 Ovningar
Ovning 5.1. [2022-03-18, uppgift 1, 83%)| Lat f(x,y, z) = xy + e¥* + 2.

a) Bestédm derivatan av f i punkten (3, 1,0) langs enhetsvektorn v = (a, b, c).

b) Hur ska v viljas for att derivatan skall bli sa stor som méjligt?

Ovning 5.2. [2022-03-18, uppgift 8, 42%)| Bestdm det minsta avstandet fran
ellipsoiden 4z? + y? + 22 = 4 till planet = +y + z = 6.

Ovning 5.3. [2023-03-17, uppgift 1, 84%] Lat f(z,v, 2) = 2% + yz.
a) Bestdm riktningsderivatan till f i punkten (1,1,1) i riktningen mot
punkten (3,3,2).

b) I vilken riktning fran punkten (1,1,1) vixer f snabbast och hur stor &r
tillvixten i denna riktning?

Ovning 5.4. [2023-06-07, uppgift 2, 57%)] Skirningen mellan ellipsoiden
2% +y?+22=4

och planet
r—y+2z=2

ar en ellips i rummet. Bestdm en tangentvektor for denna ellips i punkten
(1,1,1).
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6 Taylors formel och lokala extrempunkter

6.1 Taylors formel

Sats 6.1 (Taylors formel av andra ordningen i tva variabler). Ldit f € C3(D),
D C R? och ldat a € D. Dd gdller att

0 0
fla+h)=fla)+ &fl(a)hl ; 89{2@)@
V(% 2f -,
+ 5 (8.&0% (a)h] + 20:E13:E2 (a)h1he + &T%(a)f@)
B[P,

ddr B dr en begrdnsad funktion i en omgivning av origo.
Bevis: Lat f € C3(D) och 1at a € D. For t € R, bilda g : R — R som

g(t) = f(a+th). (6.1)
Fran Taylors formel av en variabel far vi

g”(())t2 N g”/(et)tg
2! 3

g(t) = g(0) + 4'(0)t + (6.2)

for nagot 6 € [0, 1].

Lat oss 6verfora denna likhet till funktionen f. Vi har fran kedjeregeln att

gt = % (fla+th)) = gjl(a +th)hy + ({i’i(a +th)hs

och

vy (01 of
90 = 5 (S @+t + 5L o+ tnpns )

0*f 2 O f 0% f 9
— 871'%((1 + th)hl + 28$1a$2 (CL + th)hlhg —+ 875%(@ + th)hl

Alltsa blir (6.2]) for t =1,

fla+h) =f(a) + j(a)hl +o—(a)hy




Vi deriverar g ytterligare en gang

Jg"(t) = 537f(a +th)h? +3 or (a+th)h3h (6.3)
oz} L T 02201, 1 '
> f ,  O°f 3

Eftersom f € C3(D) sa ér alla derivatorna av ordning tre begrinsade i en
omgivning av a, dessutom géller att |h;| < |h|. Vi kan konstatera att for varje
omgivning € till origo sé finns en konstant C' sddan att

Vi ar klara. [ ]

6.2 Lokala extrempunkter

Definition 6.2. Lat f : D — R, D C R". Vi sédger att f har ett lokalt
maximum i a € D om det finns ett 6 > 0 sadant att f(x) < f(a) for varje
x € D som uppfyller |z — a| < 0. Vi kallar da a en lokal maxpunkt.

Analogt definierar vi begreppen lokalt minimum och lokal minpunkt. Lo-
kala max- och minpunkter kallas fér lokala extrempunkter.

Sats 6.3. Lat f : D — R, D C R™ ha ett lokalt extremvdrde i en inre punkt
a€ D. Om f dr partiellt deriverbar i a sa gdller att (Vf)(a) = 0.

BEvVIs: Lat oss visa att f](a) = 0. Resterande del foljer pa samma vis. Bilda
g(t) = f(a1 + t,ag,...,a,). Eftersom f(a) ar ett extremvirde sa har g ett
extremvérde for ¢ = 0. Fran envariabelanalysen har vi att ¢’(0) = 0. Notera
att ¢'(t) = fi(a1 + t,az,...,ay,) vilket ger att f](a) =0 och vi ar klara. W

Definition 6.4. Lat f : D — R, ddr D C R" vara en partiellt deriverbar
funktion. Vi séger att a € D &r en stationdr punkt om (Vf)(a) = 0.

Lat f € C3(D) och 1at a € D vara en stationir punkt. D& giller att
1
fla+h) = fla) +5Q(h) + B’ B(h),

déar B &r begriansad funktion i en omgivning till origo och ) &r den kvadratiska
formen

Q(h) = fi1(a)hi + 2f5(a)hihe + fiy(a)hs. (6.5)

For att avgora karaktéren av f vid den stationdra punkten a € D sa studerar
hur @ beter sig i en omgivning 2 av origo. Vi har fem fall
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a) Q ér positivt definit, d.v.s. Q(h) > 0, for varje h € 2\ {0}. I detta fall
ar f(a) ett lokalt minimum

b) Q &r negativt definit, d.v.s. Q(h) < 0, for varje h € Q\ {0}. I detta
fall ar f(a) ett lokalt maximum,

c) Q ér indefinit, d.v.s. det finns h,k € Q\ {0} sddana att Q(h) < 0 och
Q(k) > 0. I detta fall sigs a vara en sadelpunkt,

S
T
Y
1Yy
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d) Q ar positivt semidefinit, d.v.s. Q(h) > 0, for varje h € Q\ {0} och
det finns ett h € Q\ {0} sadant att f(h) = 0. I detta fall beh6évs mer
detaljerade studier av f,

e) Q ar negativt semidefinit, d.v.s. Q(h) < 0, for varje h € Q\ {0} och
det finns ett h € Q\ {0} sadant att f(h) = 0. I detta fall behévs mer
detaljerade studier av f.

Exempel 6.5. Funktionen f : R3 — R definieras genom
f(x,y,2) = (x + 2y + yz)e”.
Ange alla stationdra punkter till f. Har f ndgon lokal extrempunkt?

LOSNING: En punkt (z,y, z) ar stationir om

f;(xaywz) = (1+y+x+xy+yz)e$:0’
fo(@,y,2) = (x + 2)e” =0,
iz, y,z) = ye® =0,

vilket &r detsamma som (z,y, 2) = (—1,0,1). Vi har alltsa endast en stationar
punkt.
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Lat oss undersoka om (—1,0, 1) ar en extrempunkt till f. Vi berdknar f6ljande
partiella derivator

v (T, Y, 2) = (24 2y + 2 + 2y + yz)e”,
oy(T,y,2) =0,

Y (x,y,2) =0,

oy (@Y, 2) = (1 + 2+ 2)e,

v (T,y, 2) = ye®,

ve(x,y,2) = €”

och for den stationéra punkten (—1,0,1) far vi den kvadratiska formen
Q(hl, ho, h3) =e ! (h% + hiho + hghg) .

Notera att @ ar indefinit eftersom @Q(0,e,1) = 1 och Q(0, —e, 1) = —1. Alltsa
har f en sadelpunkt i (—1,0,1) och darmed saknar f extrempunkter. A

Exempel 6.6. Visa att om f € C3(D), D C R?, har en stationir punkt i
a € D och A= f (a), B= fy,(a) och C = f] (a) sa giller att om

a) AC — B? <0, 4r a en sadelpunkt,
b) AC — B2 >0 och A > 0, &r a en lokal minpunkt,

¢) AC — B? > 0och A <0, ér a en lokal maxpunkt.

LOSNING: Antag forst att A # 0. Da géller att den kvadratiska formen via
kvadratkomplettering uppfyller

Q(h, k) = Ah* + 2Bhk + Ck?

:A<h2+2Bhk> Ck?
A
Bk\? Bk\?
—A i R N i 2
<h+ A) (A) e

Bk\? B%\ ,
_A<h+A> +<C—A>k

Antag nu att A > 0. Da giller att den kvadratiska formen @ &r positivt
definit d4 AC — B? > 0 vilket ger ett lokalt minimum och indefinit i fallet d&
AC — B? < 0 vilket ger en sadelpunkt.

Nu till fallet A < 0. Notera att i detta fall &r C' — B2/A < 0 ekvivalent med
AC—B? > 0.0m AC—B? > 0 ir alltsd @ negativt definit och om AC—B? < 0
har @ en sadelpunkt. A
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6.3 Ovningar

Ovning 6.1. [2022-03-18, uppgift 2, 64%]

Finn alla lokala max- och minpunkter till funktionen
flz,y) =2" +y* = 3In(1 + ay),

da x > 0 och y > 0.
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7 Kurvor och ytor pa parameterform

7.1 Kurvor pa parameterform

Vi ska i detta kapitel studera vektorvirda funktioner = : [a,b] — R™ som
uppfyller att dess komponenter z; : [a,b] — R &r kontinuerligt deriverbara
och z/(t) # 0, for varje t € [a, b].

Méngden
vy=A{z(t) eR":a <t < b} (7.1)

kallas for en kurva, funktionen ¢ — z(t) for en parametrisering av kurvan
och t kallas for parameter. Observera att en parametrisering av v ar inte
unik. Man kan tdnka pa detta som en beskrivning av nagot som fardas genom
R™ som vid tiden ¢ € [a, b] befinner sig pa positionen z(t) € R™.

Lat ty € (a,b), eftersom z; ar deriverbara funktioner existerar gransvirdet

x(to +h) — x(to)
h

/ .

tg) =1 7.2
z'(to) = lim (7.2)
som kallas derivatan av x i punkten %.

x(to —+ h)

z(to+h)—z(to)
h

Notera att 2/(tp) dr parallell med kurvans tangent i ¢tyo. Tangentens ekvation i
to ges av

T = x(to) + ' (to)t. (7.3)

Vi séiger att kurvan ér orienterad i den riktning som ’/(¢) pekar. Givet att
x(t) beskriver positionen som en funktion av tiden sa beskriver 2’(t) hasighe-
ten, |2/(t)| farten och 2 (t) accelerationen vid tiden ¢.

Exempel 7.1. En partikel ror sig langs banan
x(t) = (cost,2sint,t), t>0.

Bestam partikelns hastighet, fart och acceleration i punkten (—1,0, ).

LOSNING: Hastigheten i punkten x(t) ges av

2'(t) = (—sint, 2 cost, 1)
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och speciellt i punkten (—1,0, ), vilket motsvarar ¢t = 7 ar hastigheten x(7) =
(0, —2,1). Farten &r |z(7)| = v/5. Accelerationen i punkten z(t) &r

fE”(t)
1,0,0

= (—cost,—2sint,0)
,0,0).

och darmed ar 2”(7) = (

7.2 Langd av kurvor

Lat « vara en kurva i R” med de tva parameterframstéllningarna z : [a, b] —
R™ och y : [a, ] — R™, dér x(a) = y(«) och x(b) = y(5). For varje t € [a, ]
finns det alltsé ett s € [a, (] sddan att x(t) = y(s). Lat oss kalla denna
avbildning ¢ : [a,b] — [, 5]. Vi har s = ¢(t), @ = p(a), B = ¢(b) och ¢ ar
stringt vixande. Lat oss dven anta att ¢ och ¢! &r deriverbara.

Eftersom x(t) = y(¢(t)) sa galler att

/ab|x’(t)|dt:/ab d

<o at = [ 1y o o] a
_ { s = (1) } g
ds = ¢/ (t) dt

di
/a Y/ (s)] ds.
L = / ") dt (7.4)

ar oberoende av vilken parametrisering vi anvinder av 7. I fallet att x(¢)
beskriver positionen vid tiden ¢ sa far vi L, genom att multiplicera farten
men tiden.

Detta visar att talet

Olika parameterframstallningar till kurvan -~ beskriver hur snabbt vi genom-
l6per grafen. Det finns en naturlig fart pa parametern som gor att farten alltid
ar 1. Lat oss visa detta.

Givet en parametrisering z : [a,b] — R™ lat

s=o(t)= [ Wl du, (7.5)

vara en ny parameter. Vi far att o = p(a) = 0, 8 = ¢(b) = L, och y(s) =
y(p(t)) = x(t). Fran analysens huvudsats far vi att ¢'(t) = |2/(t)| vilket via

2" ()] = [y ()¢’ (t)] = Iy (s)l|2"(t)]
ger att |y/(s)| = 1. I parametriseringen y blir L., synnerligen enkel
L'Y
L, = ds.
0

Vi definierar detta tal L, som langden av kurvan v och ds som kommer fran
den valda parametriseringen kallas for bagelementet. Vi anvinder notationen

L
/dS:/ ds = L.
¥ 0

45



7.3 Ytor pa parameterform

Lat  : D — R3, dir D C R?, d.v.s.
z(s,t) = (z1(s,t),xa(s,t), x3(s, 1)),
dér z; vara av klass C*(D) och
N(s,t) i= (&, x 2)(s,8) £,
for varje (s,t) € D. Méngden
Y = {z(s,t) € R3: (s,t) € D}

beskriver d& en yta i R3. Vektorn N(s,t) utgdr en normalvektor till ytans
tangentplan i punkten z(s,t). Vi siger da att N &r en normalvektor till ytan
Y.

Exempel 7.2. En parametrisering av enhetssfiren ar = : D — R3,
x(0,¢) = (cos¢sin @, sin ¢ sin 0, cos §),
dir D ={(0,¢): 0<0 <m,0< ¢ <27}

Har ar
Ox . .
%(9, ) = (cospcosb,sinpcosf, —sinb)
och
Ox . . .
%(9, ) = (—sin @sinf, cos psin 0, cos §),
vilket ger normalvektor
N0, p) = a—x(ﬁ, ©) X a—x(ﬂ, ©) = (cos psin? @, sin @ sin? 6, sin § cos 6)
00 Oy
=sinf - z(0, ).
Notera att N(6, ¢) ér riktad i samma riktning som x(6, ¢). A
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Exempel 7.3. Lat z = f(z,y) vara en funktionsgraf, dir f : D — R och
D C R?. Grafen

G ={(z,y,f(z,y)) e R : (z,y) € D},
ar en yta med D som parametermingd. Lat r(z,y) = (z,y, f(x,y)), da far vi

normalvektorn

N = G ) % G = (1,0, ~£) % (0,1, y(.0)
= (_f;:($a y)a _fg;(xa y)? 1)

Alltsa pekar normalvektorn i detta fall uppét. A
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8 Funktioner fran R" till RP

8.1 Funktionalmatris

Definition 8.1. Lat f: D — RP, dar D C R". Vi sdger att f &r differenti-
erbar om alla komponenterna f; : D — R ar differentierbara, for 1 < j <p.

Om f: D — RP diar D C R" ar differentierbar sa géller for a € D och h € R"
att

fla+h) = fla) = ;
fola+h) = fpla)
o B0 < B (w),, (A
_ C 1‘1: 8$2: ) an. '2 n ‘h‘ P2 . ’
L) Gr(a) o §2(a)) \Im pp(h)

dar p(h) = (p1(h), p2(h),...,pp(h)) — 0, da h — 0.

Matrisen med alla derivatorna kallas|/funktionalmatrisen for f och betecknas

oy O, 0, fy)
@ = 5@ ™ = ater, . wm) @
Om p =1 blir funktionalmatrisen for f gradienten for f.

For sma h kan vi med hjalp av funktionalmatrisen approximera virdet f(a+h)
med

Felet i approximationen ges av |h|p(h). Denna approximation kallas linjari-
seringen|av f i punkten a.

Exempel 8.2. Bestam funktionalmatrisen till ett polart koordinatbyte, d.v.s.
lat f(r,0) = (rcosf,rsinb).

LOSNING: Vi far

Ofi.f) (% 90\ (cosf® —rsing
a(r, 0) _<882 % ~ \sinf rcosf |-


https://sv.wikipedia.org/wiki/Jacobimatris
https://en.wikipedia.org/wiki/Linearization
https://en.wikipedia.org/wiki/Linearization

ar en funktionalmatris gg Z; Bestédm i s& fall f och g.

LOSNING: Vi soker alltsa f och g sadana att

of of 89(

_ _ _, 99 _
871‘(513,y)—$ Y, %($,y)— z, o :1:7y)_y7 8y(x’y)_y+x

Forsta likheten ger att f(x,y) = 22/2 — yz + ¢1(y) och andra likheten ger oss
f(z,y) = —xy + co(x). Alltsd méaste ¢ (y) = C1, ca2(z) = 22/2 + C; och
f(z,y) =2%/2 — zy + Cy.
Pa liknande vis far vi att
9(x,y) =y*/2 +ay + Co.

Déarmed ar matrisen en funktionalmatris. A

Definition 8.4. Lat f : D — RP dir D C R™. Vi séger att f ar av klass
C*(D) om alla komponenterna f; € C¥(D), fér varje 1 < j < p.
Sats 8.5. Ldt g : R? — R” och f : R" — RP vara av klass C*. Dd géller att

sammansdatiningen f o g uppfyller

fog) _Of) dg)

dar x = g(t).

Vi illustrerar med en bild

q

R g
z = g(t)
t

Satsen séger att linjariseringen av sammansattningen ar produkten av linjari-
seringarna.

RP
f(z)

BEvVIS: Lat oss studera det element i

(fog)
1
o) (8.1)
som finns pa rad i och kolonn j. Enligt kedjeregeln far vi for x = g(t),
O f; ofi , | Oxy of; Oxp
= — (¢ .. —(t
o, ) = gy g O F et gy @5 )
921 (1)
= (@ @) |
(1)
vilket ar rad i fran O(f)/0(x) multiplicerat med kolonn j fran d(g)/0(t). Alltsa
ar likheten visad. |
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8.2 Funktionaldeterminanter

Givet att f : R™ — R" sa blir funktionalmatrisen kvadratisk. I detta fall kan vi
bestdmma determinanten som kallas Funktionaldeterminanten| for f och
betecknas

dif) _ d(fi, f2,-- -5 fn)
d(z) d(zi,z2,...,1)

(8.2)

Funktionaldeterminanten ger ett virde pa den lokala mattférandringen som
sker vid avbildning med f.

Exempel 8.6. Bestdm funktionaldeterminanten av det poléra koordinatbytet
f(r,0) = (rcosf,rsind).

LOSNING: Vi far

d(f1, f2)

__|cos@ —rsinf
sin@ rcos6

d(r,0)

Lat oss passa pa att studera hur en rektangel med horn i (r,0) och (r+ h,, 0+
hg) avbildas av f och berikna den areaférandring som sker.

[ Y
0+ hg
21 0
As
9 |
9 _—— -
vl" r + R T r r+ hy r
Har ar Al = hrhg och
h.)2 — 7r2)h h2h
Az:(ﬁ(r+ r) i) ezrhrho—i-iT e
2T 2
Notera nu att
A h
lim 22 = lim (7" + T) =r
(hrshg)—(0,0) A1 (hr,hg)—(0,0) 2
vilket sammanfaller med funktionaldeterminanten. A

Sats 8.7. Ldt g : R® — R" och f : R® — R" vara av klass C*. Dd gdller att
sammansdtiningen f o g : R™ — R™ uppfyller

d(fog) _d(f) dlg)

ait)  d(z) d@)

dir x = g(t).

50


https://sv.wikipedia.org/wiki/Jacobimatris#Jacobideterminanten

BEvIs: Likheten foljer direkt fran sats[8.5]och att determinanten av en produkt
ar produkten av dess determinanter,

d(g(:)g) _det< (f(t)g)> _ (3(f) 3(9))

@
=t ()2 (50) = - 09

Satsen ger oss att linjariseringen av en sammanséttning f o g ar alltsa produk-
ten av linjariseringen av f och g.

Lat f : R® — R™ vara en bijektiv avbildning och 14t g = f~'. Lat y = f(x)
och ddrmed x = ¢g(y). Fran likheten y = f(g(y)) far vi

L= ) _ dlfle(y) _ df) dlg) _ dy) d(z)

dy)  dy)  d@) dly) d(z) d(y)
som ger formeln
dy) _ 1
d(z) %

Notera likheterna med inverterbara matriser A, dar likheten

1
det A

det (A*l) =
géller.

8.3 Inversa funktionssatsen

Exempel 8.8. Lat f(z) = sinx. For vilka = kan vi lokalt bestdimma en invers?
For zg € (—m/2,7/2) sa galler att f/'(zg) = coszg > 0 vilket ger att det finns
en liten omgivning Iy kring ¢ och en omgivning I; = f(Iy) kring f(z() sadan
att restriktionen f : Iy — I; &r inverterbar.

For x; = 7/2 géller att det inte finns en omgivning till x; dér f ar injektiv,
ty f(x1 —9) = f(z1 + ) for alla sma §. A

Inversa funktionssatsen ger endast ett tillrackligt villkor fér nér en funktion
ar lokalt inverterbar.

Sats 8.9 (Inversa funktionssatsen). Lat f : D — R™, dar D C R™ tillhor
klassen CY(D), a € D sddan att funktionaldeterminanten det (f'(a)) # 0. Dd
finns oppna omgivningar U kring a och V' kring f(a) sidana att avbildningen
f:U =V dr inverterbar och inversen f~1:V — U dr C*.
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9 Implicita funktionssatsen och optimering pa kom-
pakta mangder

9.1 Implicita funktionssatsen

Implicita funktioner definieras som l6sningar till ekvationer av typen
f(z1, 22, ...;x,) = 0. (9.1)
Ett exempel pa en sadan &r
fla,y) =a2*+y* —1=0,

som beskriver enhetscirkeln. Delar av kurvan kan beskrivas som en funktions-
graf av typen y = y(z). Exempelvis beskriver funktionen y = /1 — 22, da
—1 < x < 1, den 6vre halvan av enhetscirkeln.

Men lokalt kring punkten (1,0) har vi problem att beskriva y = y(z) som
funktion av z.

v
J x

For varje omgivning kring (1, 0) finns det punkter (z,y1) och (x, y2) sddana att
f(x,y1) = f(x,y2) = 0 och y; # y». Notera att i denna punkt ar f;(1,0) = 0.
Sats 9.1 (Implicita funktionssatsen). Lit F € CY(D), D C R®, a € D wvara
en punkt pa nivikurvan F(x,y,z) = 0. Om Fl(a) # 0 sd finns en dppen
omgivning U kring a sadan att restriktionen av nivakurvan F(x,y,z) = 0 till
U implicit definierar en C*-funktion z = f(x,y). Fér derivatorna av f gdiller

L R i)
1o ) = =Tty Fay)

-
N

(9.2)

och

Ey(z,y, f(z,y))
Fl(x,y, f(z,y))
BEevis: Lat oss bevisa att om existensen av z = f(z,y) ar klar sa géller formeln

(19.2). T detta fall har vi F(x,y, f(z,y)) = 0 och derivation med avseende pa x
ger enligt kedjeregeln

Py, f(2)) = Fia,y, f@) + Fla,y, £ ) Fole,y) = 0

som visar formeln. [ ]

fyla,y) = — (9:3)
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Exempel 9.2. Visa (med hjilp av implicita funktionssatsen) att villkoren
v =3y== y(0)=0
entydigt definierar y = y(z) néira origo och bestdm Taylorutvecklingen
y(z) = ap + arz + azz® + 23 B(x),

kring origo.

LOSNING: Bilda F(z,y) = y® — 3y — x. Vi kan 16sa ut y som funktion av
z i punkten (0,0) om F}(0,0) # 0. Vi har F)(z,y) = 3y*> — 3 och dirmed
F;(0,0) = =3 # 0. Lat y = y(=) i en omgivning kring (0,0). Vi har att

) = 9(0) + O+ L O | p(r),

dér B &r en begrinsad funktion i en omgivning av origo. Implicit derivering
ger

3y(x)?y' () — 3y (z) = 1
och dirmed ar y'(0) = —1/3. Upprepad implicit derivering ger

6y () (x)* + 3y(z)%y" (x) — 3y"(x) = 0

och att y”(0) = 0. Alltsa ar

y(a) = —3 +a°B(a),

dér B &r en begrinsad funktion i en omgivning av origo. A

Exempel 9.3. Kring vilka punkter (a, b, c) pa ytan
F(z,y,2) = o' + y* + 2 — dayz = 224 (9.4)

kan man 16sa ut z = f(z,y) sa att f far ett lokalt minimum i (a, b).

LOSNING: Fran Implicita funktionssatsen ar en sadan funktion f garante-
rad att finnas lokalt kring punkter pa nivaytan som uppfyller att

vilket #r detsamma som 23 # xy. Lisaren kan verifiera att i de punkter dar
Fl(z,y,2) = 0 giller att Fy(z,y,2) # 0 eller F/(x,y,2) # 0. Med andra
ord kan x eller y beskrivas som funktion av de 6vriga variablerna. Eftersom
nivaytans normalvektor i (z,y,z) ligger i zy-planet sa kan inte en funktion
z = f(z,y) finnas som har ett minvéarde i (x,y).

Lat darfor (z,y,z) vara en punkt pd nivaytan F(z,y,z) = 224 sadan att
23 = 27 och 1at f vara den funktion som uppfyller att z = f(x,%) lokalt kring
(x,y, 2).
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Vi undrar nu vilka kriterier pa (z,y) som ska gélla for att f ska ha en stationir
punkt i (z,y). Vi séker (z,y) sa att (Vf)(z,y) =0, vi far

— _Fé(x7y7f(x7y)) i _£U3— 4
{falﬁ (37, y) - gégx,y,%x,ygg - zz_gya (9 6)
x7y7 x?y —_ A .
F@y) = Py few) = Fwy

Vi har att (Vf)(x,y) = 0 om och endast om z =y = 0 eller z = 23 /y = y*/z.
Notera att relation mellan z = 23 /y = 3® /2 endast giller i stationiira punkter.

Ekvationen 2°/y = y3/z ir ekvivalent med (z — y)(x + y) = 0, vilket ger att
y = x eller y = —xz. Vi soker alltsd de punkter (x,y,z) som dr sidana att
y = £z och z = 23 /y som ligger pa niviytan F(x,y,z) = 224.

Antag forst att x = y =t och z = 23/y = t2. Vi har att
F(t,t, %) =t 42+ — at? = 224,

vilket har 16sningen ¢t = +2. Alltsa far vi de stationdra punkterna (2,2) och
(—2,-2).

Antag nu att © = —y =t och z = 23/y = —t2. Vi har att
F(t,—t,—t?) = t* + t* + 18 — at* = 224,

vilket &terigen har lésningen ¢ = £2. Alltsa far vi de stationédra punkterna
(—2,2) och (2,—-2).

Slutligen om = = y = 0 sa far vi z genom ekvationen F(0,0, z) = 224, vilket
ger z = 2241/4,

Vi har alltsa hittat de fem stationdra punkterna
{(_27 _2)7 (_2> 2)’ (27 2)7 (25 _2)7 (Oa O)}

For att avgora karaktdren pa dessa studerar vi de kvadratiska formerna i
Taylorutvecklingen kring punkterna. Lat forst (a,b) = (2,2), vi har da att
z = f(2,2) = 4. Den kvadratiska formen ges av

Q(Z,Q)(hv k) - f:f:,x(27 2)h2 + 2f9/c/y(27 2)h‘k + fg//,y(27 Q)kz

Vi kan bestdmma de okénda derivatorna genom implicit derivering av uttryc-
ket F'(z,y, f(z,y)) = 224. Vi far att

ety + fle,y)! —dayf(z,y) = 224, (9.7)
och med hjélp av derivation med avseende pa z och division med 4 far vi
2+ f(a,y) fole,y) — yf (@, y) — zyfo(e,y) =0, (9:8)

vilket &r ekvivalent med forsta likheten i . Om vi nu aterigen deriverar
med avseende pa x far vi

302+ 3f2(f)* + fP i —yfe —yfe —ayfr, =0. (9.9)
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Om vi nu utnyttjar att f(2,2) = f;(2,2) = 0 eftersom (2,2) ér en stationir
punkt till f s& far vi att

12+ 64f0.(2,2) —4fr.(2,2) =0 (9.10)
eller
1 1
zx(27 2) = _5‘ (9.11)
Av symmetriskal blir dven
1 1
T2 = —. (9.12)

Fér att bestdmma f;) (2,2) utgar vi fran och deriverar med avseende pa
Y,

2 pl pt 3 el !/ ! "
3f fyfz+f my_f_yfy_xfx_myfry_o'
Vi far
64f:£:/y(27 2) —4- 4f:i:,y(2a 2) =0,

vilket ger

1
r(2,2) = —.
fxy( ? ) 15

Vi kan nu beskriva Q3 9) explicit genom
1 2 1 1 8
hk) = —=h*4+ —hk — —k? = —= (h — k/3)* — —k2.
Eftersom @)(3 ) dr negativt definit sd har f ett lokalt maximum i punkten

(2,2).
Det visar sig med liknande utrdkningar att Qs _9) = Q(2,2) och att
1 2 1 1 8
h,k) = hok) = Zh*+ —hk+ 2k = 2 (h+k/3)* + —k?
Q2,—2)(h k) = Q(_22)(h, k) 5 +15 +5 5( +k/3) +45 )
vilket ger att f har en lokalt minimum i punkterna (2, —2) och (—2,2).
Lésaren kan sjalv verifiera att da (a,b) = (0,0) sa géller att f(0,0) =
!:v(ov 0) = ;{/Iy(ov 0) =0

och att
1 1
" (0,0) = = .
fal0:0)= 55,002 = Vami

Detta leder till en kvadratisk form som &r indefinit och f har alltsd en sadel-
punkt i (0,0). A
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9.2 Optimering av kontinuerliga funktioner pa kompakta mang-
der

Lat f vara en kontinuerlig reellvird funktion definierad pa en kompakt del-
méngd K av R”. Enligt sats [2.14] s& har f ett storsta och minsta virde. Lat
p € K vara en extrempunkt. Om p &r en inre punkt och f &ar partiellt deriver-
bar i p sa géller att (Vf)(p) =0, dvs p &r en stationdr punkt.

Sokandet efter max- och minpunkter fér f behéver darfér endast ske bland
féljande kandidater

a) stationdra punkter,
b) icke-deriverbara punkter,

c) randen.

Hér kan undersokning av randen leda till en iteration av forfarandet.
Exempel 9.4. Bestdm storsta och minsta viarde for

22+ 2y — 4
2y

flz,y) =
i det slutna, begransade omrade som begrinsas av kurvorna y = 22, y = 1 och
= 3.

LOSNING:

71 V3

X V2 X

Vi soker forst stationdra punkter,

3, (2 _
s vt

222y — (% +2y—4)22>
HEMESESSS . St

vilket ger
4—-2y=0
4—y—2%=0.

56



Hér dr y = 2 och x = £2, men bara punkten (2,2) ligger i omradet. Vi far
kandidaten f(2,2) =1/2.

Lat oss bestdimma vérdena i hérnen: f(1,1) = —1, f(3,1) =7/9 och f(3,9) =
25/81.

Det aterstar att bestdmma stationdra punkter pa randen. Vi borjar med

71 ={(tt}) eR?:1<t <3}

Lat )
or(1) = fl1,17) = 2
och 5 3942 2
A1) = 6t —4tt§3t —4) _ 2(8;5375 ) _0
om och endast om ¢t = /8/3, vilket ger
(3/3) = 1.
Nu till
o ={(t,1) e R*: 1<t <3}
Lat P )
SDQ(t):f(t’l):tT:l_ti?'

Eftersom 9 ar vixande saknas stationdra punkter. Sist studerar vi
v3=1{(3,t) cR*: 1<t <9}

Lt
542t 2 5

t)=f3,t) = —— =
som ar avtagande och saknar diarmed stationdra punkter.

Alltsa ar storsta vardet 7/9 och minsta viardet —1. A

9.3 Optimering av kontinuerliga funktioner pa icke-kompakta
mangder

Lat f vara en kontinuerlig reellvird funktion definierad pa en sluten obegrén-
sad méangd 2. Med hjalp av att begrinsa 2 till en kompakt méngd K sa kan vi
nyttja metodiken fran féregiaende kapitel. Dérefter behover f pa delen Q\ K
studeras. Ett exempel pa en sddan uppdelning ar att lata

K = QnN Bg,

vilket ar delen av Q innanfor en sluten boll med radien R.
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Exempel 9.5. Bestdm det storsta virdet av funktionen

fla,y) = (@ +y)e ™Y

i omradet Q = {(z,y) ER? : 2 >0,y > 0}.

LOSNING: Vi ser direkt att minsta virdet &r noll eftersom f(x,y) > 0 och
f(0,0) = 0.

Lat K = QN Bpg, for ndgot stort R.

Vi soker stationara punkter pa f pa K. Vi far

{fa/c(mvy) =2z —22—y)e ™ Y=0
f;(.%',y) = (1  — y)efwfy =0

vilket ger punkten (1/2,3/4). Har ar virdet f(1/2,3/4) = e=%/4.

Eftersom f saknar icke-deriverbara punkter sa behover vi understka randen
av K. Vi bérjar med 1 = {(,0) € R? : 0 < t < R} och definierar ¢; : 71 — R
genom

©1(t) = f(t,0) = t2e7".

Vi har att ¢1(0) = £(0,0) = 0 och att ¢1(R) = R?e~® — 0, dd R — co. Vi
sOker stationdra punkter for ¢,

o1(t) = (2t —tH)e ' =0,
vilket ger t = 2 som enda vérde i det inre av ;. Virdet dir dr q(2) = 4e2.
Nu till 72 = {(0,t) € R? : 0 < t < R} och definierar 5 : 75 — R genom
or(t) = F(0,1) =t

Vi har att ¢2(0) = £(0,0) redan &r behandlat och att po(R) = Re™® — 0, d&
R — o0. Vi soker stationdra punkter for g,
pa(t) = (L —t)e™" =0,
vilket ger t = 1 och ¢o(1) = e~L.
Lat nu (z,y) € 2\ K. Genom polart koordinatbyte = r cosf och y = rsin 6
med 7 > R och 6 € [0, 7/2] kan vi beskriva
0< f=(r’cos?f+rsin G)e_r(cosoﬂine) < r2eT/V2 0,

d& R — oo. Har har vi nyttjat att cos +sinf > 1/y/2 for 6 € [0,7/2].

Vi kan alltséd vélja R stort sa att f utanfér Br dr godtyckligt nédra noll. Detta
medfor att storsta virdet dr 4e~2 och minsta virdet &r 0. A
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9.4 Ovningar
Ovning 9.1. [2022-06-08, uppgift 2, 56%)] Visa att ekvationen
sin(zy) —In(x +y) =0

lokalt kring punkten (0, 1) definierar y som en kontinuerligt deriverbar funk-
tion av = och berdkna

dy
(0).

Ovning 9.2. [2023-03-17, uppgift 2, 83%]

Visa att funktionen
4y + 3

Tty

har ett storsta och minsta virde pa R? och bestdm dessa virden.

f(z,y)

Ovning 9.3. [2023-03-17, uppgift 3, 72%)] Visa att ekvationen 2%+y0+a2+y =
0 i en omgivning av (0,0) entydigt definierar en funktion y = f(x). Bestam
1”(0) och visa att z = 0 dr en lokal maxpunkt f6r f. Ni kan anta att f &r
oandligt deriverbar.

Ovning 9.4. [2023-04-14, uppgift 3, 76%)] Bestim det storsta och minsta
viardet av
fla,y) = 2% +y* —4ln(z +y),

diz>0,y>00chl<x+y <4
Ovning 9.5. [2023-04-14, uppgift 4, 61%]

Ytan Y ges av ekvationen Inz + = + 2 = xy + 2z.

a) Visa att det finns en funktion f sé att ytan kan beskrivas som z = f(z,y)
i en omgivning av punkten (0,0, 1).

b) Antag att f € C? och bestim Taylorutvecklingen av f av grad 2.
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10 Optimering med bivillkor

10.1 Inledande exempel i R?

Lat f : D — R vara av klass C! dar D C R2. Vi vill finna extrempunkter
till f under bivillkoret att (z,y) dven ska uppfylla ekvationen g(z,y) = 0, for
nigon reellviird funktion g € C1(D). Ett exempel pa ett siédant problem #r att
berikna avstandet till origo fran kurvan 1722+ 12xy+8y? = 100. Funktionen f
som ska optimeras dr avstandet till origo och bivillkoret kan beskrivas genom
funktionen g(z,y) = 1722 + 12zy + 8y? — 100 = 0.

For att 16sa ovanstaende problem ska vi goéra négra observationer. Lat forst
v = {(z,y) € D : g(x,y) = 0} och (a,b) € v vara en lokal extrempunkt for
f v — R. Givet att (Vg)(a,b) # 0 sa garanterar implicita funktionssatsen
att v kring (a,b) kan parametriseras med en deriverbar funktion ¢ = (t) dar
(to) = (a,b). Saledes far vi att envariabelfunktionen ¢ — f(¢(¢)) har en lokal
extrempunkt i tg och darmed ar (f o ¢)(t9) = 0.

(V) (®)

¢ (t) /
A A

J (@, )<
xw

(Vg)(to)
to)
! (to)

Kedjeregeln ger oss

(5009)) 1) = (VNMst0) - #'(t0) = 0.

och eftersom ¢'(tp) dr en tangentvektor till v i (a,b) sa géller att (Vf)(a,b) ar
ortogonal mot ~y. Eftersom ~ &r en nivakurva for funktionen g sa géller dven
att (Vg)(a,b) dr ortogonal mot . Alltsa géller att (V f)(a,b) och (Vg)(a,b)
ar parallella, d.v.s.

(Vf)(a,b) = A(Vg)(a,b), (10.1)
for nagot A € R.

Exempel 10.1. Berikna kortaste och langsta avstandet till origo fran kurvan
1722 + 12zy + 8y? = 100.

LOSNING: Lat oss vilja att minimera f(z,y) = 22 + y? under bivillkoret
g(z,y) = 1722 + 122y + 8y* — 100. Enligt (10.1) far vi att en extrempunkt
(x,y) maste uppfylla

2z = A(34x + 12y)
2y = A(12z + 16y)
1722 + 122y + 8y> — 100 = 0
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De tva forsta ekvationerna ger att 222 — 3zy — 2y? = 0. Tillsammans med den
tredje ekvationen far vi 2522 = 100, vilket ger x = +2. DAz =2 far viy = 1
eller y = —4 och dd x = —2 far vi y = —1 eller y = 4. Maximum och minimum
finns alltsa bland véirdena

f(2,1) = f(-2,-1) =5, f(2,-4) = f(—2,4) = 20.

Kortaste avstandet &r alltsa /5 och lingsta avstandet dr 1/20. A

10.2 Bivillkor i R?

Lat oss nu studera fallet med ett bivillkor i R3. Lat f: D — R, D C R3
och f € CY(D). Vi vill optimera f &ver alla punkter i D som uppfyller att
de finns pa nivdytan g(z) = 0, diir g: D — R3. Antag att restriktionen av
f till nivaytan g(x) = 0 har ett extremvirde i a € D. Lat t — () vara
en godtycklig kurva i nivaytan, d.v.s. g(¢(t)) = 0, med a = (). Eftersom
sammansattningen t — f(p(t)) har ett extremvérde for ¢ = to géller att

(50 09)) () = (VN(et0) - ¢'(t0) .

Alltsa ar (Vf)(a) ortogonal mot alla kurvors riktningsvektorer i nivaytan vid
punkten a. Ddrmed &r (V f)(a) och normalvektorn till nivaytan (Vg)(a) linjért
beroende.

Lat oss nu ha tva bivillkor ¢g;(z) = g2(z) = 0. Skérningen av dessa nivaytor
bildar en kurva som vi kan parametrisera med en funktion ¢ = ¢(t). Lat
a = ¢(tp). Samma utrdkning som ovan ger att (Vf)(a) ar ortogonal mot kur-
vans riktningsvektor ¢’ (tg). Eftersom kurvan ¢t — ¢(¢) ligger i bada nivaytorna
g1(x) = ga(z) = 0 sa &r normalvektorerna till dessa ocksé ortogonala mot kur-
van. De tre vektorerna (Vf)(a), (Vgi)(a) och (Vgz2)(a) ligger alltsa i samma
tva dimensionella plan och ar déarfor linjart beroende.

10.3 Allméanna fallet

Sats 10.2. Ldt f,qg1,...,9, € CY(D), dir D C R™ dr éppen och ldt f. vara
restriktionen av f till Q = Ny N ...NNp, dir N; = {z € D: g;(xz) = 0}. Lat
a € D vara en extrempunkt for f., da gdller att

(V)(a), (Var)(a), ..., (Vgp)(a) (10.2)

ar linjart beroende.

BEvIs: Vi borjar med fallet da p = n—1. Lat oss anvénda ett motségelsebevis.
Anta att vektorerna i (10.2)) ar linjart oberoende. Bilda funktionen F': D — R"
sddan att

Fz) = (f(2),01(2), .-, gna(2)) -
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Eftersom direkt leder till att funktionaldeterminanten det F’'(a) # 0
sd ger Inversa funktionssatsen (se att det finns 6ppna méngder U kring
a och V kring F(a) = (f(a),0,...,0) sadana att restriktionen F': U — V ar
inverterbar. Alltsa finns ett € > 0 sddant att linjestycket fran (f(a)—¢,0,...,0)
till (f(a)+¢€,0,...,0) &r en delméngd av V. Alla punkter € U som avbildas
pa detta linjestycke uppfyller alla bivillkor, d.v.s. att x € €. Detta motsager
att f(a) ar ett extremvérde.

Antag nu att p < n — 1. Antag aterigen att vektorerna i ar linjéart
oberoende. Vi kan da komplettera dessa med vektorerna vp41,...,v,—1 s att
de bildar en bas i R™. Sétt g;(x) = (x — a)v; for p+ 1 <i < n — 1. Observera
att gi(a) = 0 och (Vg;)(a) = v;. Vi kan nu anvénda den forsta delen av satsen
och fa en motsagelse. Vi ar klara. [ |

10.4 Ovningar
Ovning 10.1. [2022-06-08, uppgift 5, 51%] Bestim det minsta virdet av
r} + 23 + 23 + 23

da x1 —x9 + 223 — x4 = 1.

Ovning 10.2. [2023-06-07, uppgift 1, 74%) Berikna det stérsta virdet som
uttrycket zy./z kan anta da x, y och z ar positiva tal och x +y + 2z = 1.

Ovning 10.3. [2023-06-04, uppgift 4, 39%] Bestim det stérsta virdet av sin z-
siny - sin z d& x,y, z 4r vinklarna i en triangel.
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11 Integration over rektanglar

11.1 Dubbelintegraler av enkla funktioner

Definition 11.1. Lat ¥ : D — R, med D C R". Vi siger att ¥ ar en enkel
funktion om dess virdeméingd bestar av dndligt antal viarden.

Lat (zi)jg och (y;)7L, vara uppdelningar av intervallen [a, b) och [c,d), d.v.s.
vixande foljder av tal sddana att xg = a, x, = b, yo = ¢ och y,,, = d. Vi later

Ai,j = {(ﬂf y) eR*: Ti-1 ST < Tj, Yj—1 S Y < yj} (111)

och later u(A; ;) = (25 — xi—1)(yj — Yj—1)-

Lat W vara en enkel funktion pa rektangeln
A:{(x,y)GRQ:a<x<b,c§y<d} (11.2)
sadan att
n m
y) = ZZC ,]Xz,J z,y) (11.3)
i=1j=1
dér ¢; ; € R och

L, (z,y) €l

(11.4)
0, annars.

Xij (2, y) = {

Lat oss kalla en sadan funktion ¥ for en enkel rektangular funktion. Inte-
gralen for ¥ definieras som

// U(z,y)dedy = ZZCZ,J}L ij) (11.5)

i=1j=1

Notera att forfiningar av uppdelningen inte paverkar integralens vérde.

Foljande riakneregler ar enkla att verifiera pa forfiningar av uppdelningarna.

Sats 11.2. Lat ® och ¥V wvara enkla rektanguldra funktioner pa rektangeln

(11.2)). Da galler att

a) for varje a € R har vi

//A aV(z,y)drdy = a//A U(z,y) dzdy,

b) pa den gemensamma uppdelningen gdiller

//A (P(z,y) + V(x,y)) dedy = //A O(z,y) dedy + //A U(z,y) dzdy,
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c) om ® <V sq har vi

//A O(z,y) dxdy < //A U(z,y)dzdy.
’//A U(x,y) d:vdy’ < //A |V (x,y)| dzdy,

BEvis: Vi viljer att visa @
Vi har att —¥(z,y) < |¥(z,y)| och ¥(z,y) < |¥(z,y)|. Fran[c) har vi att

:l://A U(z,y)dedy < //A | U (x,y)| dedy, (11.6)

vilket ar detsamma som

//A U(z,y) dxdy’ < //A |V (z,y)| dedy.

Notera att vi for fixerat x kan integrera ¢(y) = ¥(z,y) med avseende pa y
och far

d)

Ly = /de(y) dy

som kan integreras med avseende pa x, vilket ger

//A\I/(:U,y)d:cdy—/abLm(:L‘)dm—/ab (/Cdf(x,y)dy> da.

11.2 Integration over rektanglar
Definition 11.3. Lat f: A — R, dér
A:{(x,y)€R2:a<x<b,c<y<d}. (11.7)
Bilda méngderna
L= {//A O(x,y)dedy : < f, D enkel rektangulér funktion}
och

U= {// V(z,y)drdy : U > f, U enkel rektangular funktion} )
A

Om sup L = inf U sa sédgs f vara Riemannintegrerbar pa A eller integrer-
bar pa A och

//A f(z,y) dxdy = sup L.
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Réknereglerna i sats[IT.2]kan nu utvidgas till Riemannintegrerbara funktioner.

Sats 11.4. Om f ar integrerbar dver rektangeln
Az{(m,y)ER2:a<x<b,c<y<d} (11.8)

sa gdller

//Af(a:,y)da:dy—/ab (/Cdf(x,y)dy> da?—/cd (/abf(x,y)dx> dy (11.9)

givet att hogerleden dr definierade.

BEvis: Lat ¥ vara en enkel rektanguldr funktion 6ver A som uppfyller att
f < W. Alltsa géller

d d
/c f(@,y) dy < / W(z, ) dy, (11.10)

for a <z < boch

/ab </Cd f(z,y) dy) dr < /ab (/Cd\p(x’y) dy) dx = //A U(z,y) dzdy.

Pa samma satt far vi att

/ ( [ 1w dy> o> [ @) deay,

dar @ ar en enkel rektangulér funktion éver A som uppfyller f > ®.

Detta medfor att

b d
supLg/ (/ f(x,y)dy) dr < inf U,

dér L och U ges av definition [11.3] Eftersom f &r integrerbar 6ver A sa foljer
(11.9). |

Exempel 11.5. Lat oss visa att vinsterledet i sats kan existera men att
sa inte géller for hogerledet. Lat

1, y=0,2e€Qn]0,1]

0, annars

fla,y) = {
och notera att fran envariabelanalysen vet vi att

/01 f(z,0)dx
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inte existerar. Men, ®(z,y) = 0 och

1, z€0,1,0<y<1/n

0, annars

U (z,y) = {

uppfyller att de ar enkla funktioner med egenskapen att ® < f < V,,, for alla
n € N. Vi far att

O://Aq)(:n,y)d:vdyg//Af(x,y)dxdyg//A\Pn(x,y)dxdyzl/néo,

da n — 0. Alltsa existerar vansterledet.

Definition 11.6. En funktion f: D — R, dar D C R™ ségs vara likformigt
kontinuerlig om det for varje € > 0 existerar ett § > 0 sidant att |f(x) —
f(y)| < e for varje z,y € D som uppfyller att |z — y| < 4.

Sats 11.7. Lat f : K — R, ddr K dr en kompakt delméingd av R™. Om f dr
kontinuerlig sa ar f likformigt kontinuerlig.

Sats 11.8. Om f dr en reellvird, kontinuerlig funktion pd en rektangel A sa
ar f integrerbar éver A.

BEvis: Eftersom f &r kontinuerlig och A ar kompakt sa géller att f &r likfor-
migt kontinuerlig Gver A.

Lat e > 0. Vi vill visa att det finns enkla rektanguldra funktioner ® och ¥
som uppfyller att ® < f < ¥ och

//A i, y) d"ff"dy—//A O(z,y) dedy <e. (11.11)

Var konstruktion dr enligt foljande. Eftersom f &r likformigt kontinuerlig sa
finns det ett § > 0 sadant att

9
n(A)

|f(z1, 1) = f(z2,52)] < (11.12)
givet att |(z1,y1) — (w2, y2)| < 0.
Dela in A i smé rektanglar A; sddana att diagonalen dr mindre &n § och 1at
M; = max x,
i = Joax fl@y)

m; = min T, ).
i @)

Alltsa ar

15
Mi —_my; < ——.
1(A)

66



Definiera ¥ (z,y) = M;, da (x,y) € A; och ®(z,y) =m;, da (x,y) € A;. Vidr
klara ty

//A U(z,y) dedy — //A O (z,y) dedy < Z(MZ —m)u(Dg) <e. (11.13)

[ |
Sats 11.9. Om f dr kontinuerlig éver
A:{(m,y)ERQ:agxéb,céyéd} (11.14)

sa galler att

//Af(x,y)dxdyzfab </Cdf(m,y)dy) dx:/cd (/abf(x,y)dx> dy.

Brvis: Enligt sats behéver vi endast visa att hogerleden existerar.

Fixera x € [a,b] och notera att y — f(z,y) ar en kontinuerlig funktion pa
intervallet [c, d]. Darfor existerar

Aw = [ 1wy

for x € [a, b].

Om vi kan visa att A ar en kontinuerlig funktion pa intervallet [a, b] s& existerar
b [ d
/ / f(z,y)dy | dz (11.15)
a c

Tag € > 0. Vi vill visa att det finns ett 0 > 0 sadant att |A(z1) — A(z2)| < &
da |x] — x| < 9.

och vi ar klara.

Eftersom f ar likformigt kontinuerlig sa finns det ett § > 0 sadant att

F1,y) = 2,y < =

for varje |(z1,y) — (x2,y)| = |z1 — z2| < d. Alltsa géller

d
’A@ﬂ—A@ﬂPZK:U@hw—f@%w)@

d
<1:uwhm—f@%wwm

d ¢
dy —
</Cd_cy 3

och vi ar klara. [ ]
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Exempel 11.10. Berédkna

// z? siny dzdy.
[0,2]x[0,1]

LOSNING: Enligt sats har vi

2 1
// 2% cos(zy) dedy = / x (/ x cos(zy) dy) dx
[0,2]x[0,1] 0 0

1

= /02 x [ sin(xy)] ) dz

2
:/ zsin x dx
0

=sin2 — 2cos 2.

Det sista foljer fran partiell integration.
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12 Integration over begransade mangder

Vi vill nu utvidga var definition av integrerbarhet till begrinsade funktioner
pa allminna begrinsade méngder.

Definition 12.1. Lit f : D — R vara en begrinsad funktion och D C R?

vara begrinsad. Lat

flxy) (z,y)eD
0 ,annars.

fo(z,y) = {

Vi séiger att funktionen f &r integrerbar pa D om Fp ér integrerbar pa nidgon
rektangel A sadan att D C A. Vi sétter

//D fx,y)dedy = //A fp(z,y) dxdy. (12.1)

Definition 12.2. En mingd Q € R? kallas en nollméingd om det for varje
€ > 0 finns rektanglar A; sddana att

QclJAi och Y u(A) <e,

dar p(A;) beskriver arean av rektangeln A;.

Exempel 12.3. Linjestycket L fran (1,0) till (2,0) ar en nollméngd, ty for
givet € > 0 finns rektangeln

Ar={(z,y) eR*:1—c <o <246yl <e/(4(1+20))}

som uppfyller att L C Ay och pu(Ay) =¢/2 <e. A

Lemma 12.4. Grafen till en kontinuerlig funktion f : [a,b] — R dr en noll-
mangd © planet.

BEevis: Eftersom f ar en kontinuerlig funktion pa ett kompakt intervall sa ar
f likformigt kontinuerlig pa intervallet. Alltsa géller att fér varje € > 0 finns

ett 6 > 0 sadant att -

2(b—a)

for varje x1,x9 € [a,b] som uppfyller |x; — xa| < 4.

|f(z1) = f(22)] <

Vilj 0 sddant att det finns ett heltal n med egenskapen att nd = 2(b — a),
vilket ger att vi kan dela in [a,b] i n stycken 0/2 langa intervall. Eftersom
funktionsviardena hogst skiljer sig med £/2(b — a) kan vi ticka grafen i varje
delintervall med en rektangel med héjden £/2(b — a) och bredden ¢/2. Alltsa
far vi att den sammanlagda arean ar

né € €

220b-a 2°°
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Definition 12.5. En mangd D kallas kvadrerbar om dess rand ar en noll-
méngd.

Lemma 12.6. Lat f : D — R vara en likformigt kontinuerlig funktion och lat
D wvara kvadrerbar. Da gdller att f dr integrerbar dver D.

Definition 12.7. Vi definierar arean av en kvadrerbar mingd D C R? som

w(D) = //Dldacdy.

Sats 12.8. Ldt « och B vara kontinuerliga funktioner pd |a,b],
D:{($,y)ER2:a<x<b, oz(x)gyéﬁ(a:)}.

och f vara kontinuerlig pa D. Dd gdller att f dr integrerbar pd D och

faydedy= [ ([ fw.y)dy) de.
/], [ (L

Sats 12.9 (Medelvardessatsen). Ldat f vara en kontinuerlig funktion pa ett
kompakt, kvadrerbart och bagvist sammanhdngande omrade D, da gdller att
det finns en punkt (a,b) € D sadan att

//D f(z,y) dzdy = f(a,b)u(D).

BEvis: Lat

m = min x, M = max f(x,y).
(xyy)EDf( 2 (x,y)eDf( v)

Alltsa har vi m < f(x,y) < M for alla (x,y) € D. Lat oss integrera 6ver D,
vilket ger

mu(D) < //D f(z,y) dedy < Mu(D)

eller .
mg—// flz,y)dedy < M.
u(D) JJp ()

Satsen om mellanliggande virde ger att det finns en punkt (a,b) € D som

uppfyller att .
flab) = s [ fGav)doay,

vilket visar satsen. [ |
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13 Riemannsummor och variabelbyten i integratler

13.1 Riemannsummor

Lat D C R™ vara en kompakt méngd, {D;} vara en disjunkt indelning av D,
d.v.s.

D =D,
J
och
D;ND; =10
dd i # j och 1&t D och Dj vara kvadrerbara. Lat f : D — R, vi siger att

> S (p)u(Dy). (13.1)
J

dér p; € D; ar en Riemannsumma for f éver omradet D.

For att uttrycka nésta sats infér vi diametern av en mingd som

diam (D) = sup |z —y|.
z,yeD

Niasta sats sdger att en Riemann summa &r en approximation av integralen
for f over D.

Sats 13.1. Om f dr kontinuerlig pd en kompakt mingd D C R? sd géller att
> fagbu(Dy) — [[ fa)de,
J

dd max; diam (Dj) — 0, ddr {D;} dr en disjunkt indelning av D och (aj,b;) €

D;.

BEvis: Tag varepsilon > 0. Vi vill finna en en indelning {D;} sadan att

< e.

Zf(aj,bj)M(Dj) - //D f(z,y) dzdy

Eftersom f ar kontinuerlig pa den kompakta méngden D &r f likformigt kon-
tinuerlig pa D. Detta ger att for talet e/p(D) finns det ett § sadant att

€
f(@i,u1) = f(z2,92)| < —+5
) = o) <
for varje (x1,y1) och (z2,y2) som uppfyller att

(@1, 1) — (w2, y2)] < 6.
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Lat {D;} vara en indelning av D sadan att avstandet mellan varje par av
punkter i D; &r mindre &n 6. Vi har nu att for (aj,b;) € D;

Z flaj, bj)u(Dj) — //D f(z,y) dzdy

_ Zf(aj,bj)//Dj dxdy—Z//Djf(x,y)dxdy

=3 [, e b~ ste.v)) dady

Nu nyttjar vi likformig kontinuitet och far

S J[,, test = 1o ety < 537 [ day =

13.2 Variabelbyten i integraler

Exempel 13.2. Lat oss studera variabelbyten i envariabelanalysen. Lat g :
[, B] — [a, b] vara monoton och surjektiv. Vi utfér variabelbytet x = g(t), da
géller att om ¢ ar vixande sa har vi

B B
[ s@yae= [ stoeng@ar= [ soonig ol a

«

och om g ar avtagande

«

[ rwas = [" g oa= [ saer-dwa= [ aeidola

eftersom —g'(t) = |¢'(t)|. Alltsa har vi oberoende av om ¢ ar vixande eller
avtagande att

B
o'

/abf(x) dx:/ Flg())lg' ()] dt.

I flervariabelanalysen sa ges faktorn |¢’(¢)| av funktionaldeterminanten.

Sats 13.3. Lit D och E vara delmdngder av R? och g : E — D vara bijektiv
sadan att funktionaldeterminanten

K9y £ 0, (13.2)



for varje t € E. Da gdller att om x = g(t)

//D f(z1,22) dordze = //E flg1(t1,t2), go(t1,t2)) ‘d(l‘la@‘)

dtydt
dlty, ta) | 7

givet att integralerna dr definierade.

13.3 Ovningar

Ovning 13.1. [2022-03-18, uppgift 4, 64%] Berikna
// zy dxdy
Q

Q={(@y) 2+ <1, 0<y-2<1, y>0}

dar

Ovning 13.2. [2022-06-08, uppgift 3, 64%] Berikna
// 22\/1 — 22 — y2 dady
D

D= {(x,y):x}O,y)O,xZ—i-yQ

dar

N

1}.
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14 Generaliserade integraler

14.1 Generaliserade integraler

Exempel 14.1. Lat f(x,y) = 2y(2 — 2y)e™™¥ och studera integralerna

/01 (/Ooof(a:,y)da:> dy och /Ooo </01f(a:,y)dy) da.

Vi far
1 0o 1 R
/ (/ f(z,y) dac> dy = / < lim / xy(2 — zy)e” ™ dw) dy
0 0 0 \EB—=oJo
1 R
_ : 2, —xy
[ o]
1
_ : 2, ,—Ry
= ], A (o) ay
1
:/ Ody=20
0
medan
R 1
/ (/ flx,y dy) dx = hm (/ zy(2 — xy)e ™ dy) dx
0 0
R 1
= lim [:Uy2e_xy} dz
R—o0 Jo 0
R
= lim ze dx
R—o0 Jo
= lim (—ReiR —e Ry 1) =1.
R—o0
Vi inser att vi behover en teori som haller. A

For fallet d& vi har obegrinsade funktioner och/eller 6ver obegrinsade mang-
der gor vi foljande definition.

Definition 14.2. Lat f: Q — R, diar Q C R?, vara en icke-negativ funktion.
Vi siger att

I=/ f(@,y) dedy
Q
ar konvergent om

= {/ f(z,y)dzdy : D C Q,D kompakt}
D

ar uppat begrdnsad, annars divergent. Om [ ar konvergent sa later vi [ =
sup M.

Sats 14.3. I R? gdiller féljande
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// dx
lz|>1 |2]®

ar konvergent om och endast om a > 2,

// dzx
o<lz|<1 |2|®

ar konvergent om och endast om a < 2.

b)

BEvIs: Vi anvinder polédra koordinater,

dx X rdr > dr
// = 271'/ = 27r/ T
z|>1 |z|* 1 1 reT

som ar konvergent om och endast om a —1 > 1, d.v.s. om a > 2.

Pa liknanade vis far vi att

dx L dr
ool
o<lz|<1 |Z]|® 0o e

ar konvergent om och endast om a < 2. |

Sats 14.4. Ldt f och g vara reellvirda funktioner pd en mdingd Q C R?. Antag
att 0 < f(x,y) < g(x,y), for varje (x,y) € Q och att

//Q 9(z,y) dxdy
J[ fGa.y)dody

Genom att anvinda kontraposition, d.v.s. att for utsagor P och @) galler att

ar konvergent. Da dr

konvergent.

P—Q << -Q—-P
far vi aven

Sats 14.5. Ldt f och g vara reellvirda funktioner pd en mdingd Q C R2. Antag
att 0 < f(z,y) < g(x,y), for varje (x,y) € Q och att

J[ £y dody
//Q 9(z,y) dzdy

ar divergent. Da dr

divergent.
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Lat f: Q — R, dir Q c R?. Vi infér notationen

f+(3:,y): {(J)”(x,y) ,f(x,y) =0 (14‘1)
,annars
och
—f(z,y) ,annars
Notera att bade f och f~ &r icke-negativa funktioner och
f(a:,y):f+(m,y)—f_(x,y) (143)
och
f(@,y)| = fH(z.y) + f(z,9). (14.4)

Definition 14.6. Lat f: Q — R, dir Q C R2. Vi séiger att integralen

J[ fGa.y)dody

ar konvergent om integralerna

//§2f+(3:,y)d3:dy och //Qf_(x,y)dxdy

ar konvergenta. Vi later da
J[ f@wydedy= [[ 1@y dedy— [[ 1@y dudy.

14.2 Ovningar

Ovning 14.1. [2022-06-08, uppgift 8, 20%] Undersék om den generaliserade

dubbelintegralen
2 + 92
dzd
// \/ (1—22—1y?) i

Q:{(:U,y)GRQ:x2+y2<1,x>O,y>0}.

ar konvergent, dér

Ovning 14.2. [2022-06-07, uppgift 5, 28%] Avgér om integralen

Ty
dd,
// x—i—y vy

diar D = {(z,y) € R? : x > 0,y > 0} ir konvergent.
Ovning 14.3. [2022-06-04, uppgift 5, 19%] Bestédm den generaliserade inte-

gralen
/ / d:ndy
(23y+1)2

dir Q = {(x,y) e R? : 2 > 1,2%y > 1}.
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15 Multipelintegraler och tillampningar

15.1 Multipleintegraler
Enkla funktioner pa ratblock

Lat a; < b; for ¢ = 1,2,...,n och definiera
A={(z1,22,...,2p) ER" 1 a; <x; <bj,i=1,2,...,n}.

Lat (:IJZ'J‘);L;O vara en uppdelning av intervallet [a;,b;] pa x;-axeln, d.v.s. en
vaxande foljd av tal sddana att x;9 = a; och x;,, = b;. Forsta indexet star
alltsa for vilken axel uppdelningen ar pa och det andra indexet berédttar vilket
delintervall vi har. Genom att vélja delintervall j; pa z;-axeln, for alla i =
1,2,...,n, sa far vi ett litet ratblock

Ay gorgn =1 €R™ 125,01 < 20 < @4, } (15.1)
som har mattet
n
1 (Do) = [ [ @i, — wi5,-1)- (15.2)
=1

Lat ¥ vara en enkel funktion pa ratblocket A sidan att
\I’(a?l, Ly ooy l‘n) == le,jQ,m,jn (153)
pa rétblocket Aj, :, ;. , dér konstanten cj, j,,. j, € R.

Lat oss kalla en sadan funktion W for en enkel rektangulédr funktion. Inte-
gralen for W definieras som

/ s /A ql(l’) dl’ld{lﬁg e d:L'n = Z le7j21---7jnIU/(Aj17j27~-7jn)7 (154)
J1,J25++50n

dér summan &r over alla index j;, som gar 6ver uppdelningen [a;,b;], dar
1=1,2,...,n.

Utvidgning till allmanna funktioner pa ratblock

Vi séger att en funktion f : A — R &r integrerbar éver A om sup L = inf U,
d

ar
L= {/ . / ®(x)dridxs ... dxy, : f > §, P enkel rektangulér funktion}
A

och
U= {/ .- / U(z)dzidzsy...dz, : f < VU,V enkel rektangular funktion} .
A
Om f &r integrerbar 6ver A sa definieras

// f(z)dx1dzs .. .dx, = sup L.
A
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Utvidgning till allmianna mangder

Lat f : D — R, ddar D C R"™ och definiera fp : A — R {ér nagot riatblock A
sadant att D C A,

fo(z) =

{f(:”) el (15.5)

0 ,x & D

Vi séger att f ar integrerbar pa D om fp ar integrerbar pa A och later

/.../Df(x)dggld;m,,,dxn:/---/Afp(:z:)dxld@...dxn.

15.2 Densitet

Lat D vara en kvadrerbar méngd i R™. Vi definierar volymen eller mattet
av D som

// dridxsy . . . dx,. (15.6)
D

Om p: D — R beskriver densiteten i (z,y,2) € D sa har D massan

///D p(x,y, z) dedydz. (15.7)

15.3 Area av ytor

LAt Y vara en yta i R® som kan parametriseras av r : D — Y, dir D C R2.
Vi antar som tidigare att

N(s,t) =7rL(s,t) x ri(s,t) #0

i varje punkt (s,t) € D. Tangentplanet i r(s,¢) spanns da upp av 7.(s,t) och
(s, t). Vektorn N(s,t) &r en normalvektor till tangentplanet i (s,t).

Vi kan approximera en liten del av ytan med en liten del av tangentplanet,
d.v.s. arean av ytan mellan punkterna r(s,t), r(s + Ag,t), r(s,t + A¢) och
r(s + As,t + A) appriximeras av

IN(s,8)] = | (5, DA) x (s, )A0)] = [h(s,) x 715, )] ApAv.

Vi definierar areaelementet pa Y som

dS = |ri(s,t) x ri(s, t)| dsdt.
Definitionen ovan ar endast meningsfull om féljande sats géller.
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Sats 15.1. Integralen

//YdS

ar oberoende av parameterframstdllning.

BEvIs: Antag att Y ges av r = r(s,t), dir (s,t) € D och av z = z(u,v),
dir (u,v) € E och att det finns en bijektion 7' : E — D. Alltsd har vi att
(s,t) = T'(u,v) = (Th(u,v), To(u,v)) och r(s,t) = r(T(u,v)) = z(u,v).

Enligt kedjeregeln far vi

0 0s ot
/ _ — / /
xu(“? U) - au (T(S’ t)) (Ts au + Tt 8'&)
och
,0s 0t

zh (u,v) = 88v (r(s,t)) = (rsav + rt(%) :

Vi har nu att

! xal = (r'as—l—r’at) X (r’as—l—r’at)

“ v U ou tou 5 Qv tov
LSOy OLDs
_8U8U(Tsx,rt)+8ua7j(,rtx,r8)

Lz aayo
 \OQudv  Oudv st

_ d(S,t) / /
- d(u, U) (Ts X rt)
vilket ger
d(s,t
sl = [

Alltsa géller att

// ]x'uxxududv://
E E

vilket skulle visas. [ |

d(s
d(u

t
’U)) ’ vl x ry|dudv = //D vl x 7| dsdt,

Exempel 15.2. Berikna arean av en sfir S3(R) C R? med radien R.

LOSNING: Ytan kan ges av
(6, p) = R(cos psin 6, sin ¢ sin 6, cos 0)

over parametermangden {(6,¢) : 0 <8 < 7,0 < ¢ < 27}.
Vi far
/

r9(0, ) = R(cos p cos b, sin pcosl, —sinb)
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och
7“:0(9, ) = R(—sin psiné, cos psin b, 0).
vilket ger normalvektorn
ro(0,0) X 1,(0,0) = R?(sin? 6 cos ¢, sin® fsin ¢, sin § + cos 6).
Areaelementet ges av
= |rp(0, ) x 11,(6, )| dedd = R?sin 6 dpds),

vilket ger att area ges av

T 27
/ / dS = R? / / sin 0 dpdf = 4R?r.
S3(R) 0 Jo

Exempel 15.3. Lat f: D — R, dir D C R?. Ange en formel for berikning
av arean av funktionsytan Y, som ges av z = f(x,y), dir (z,y) € D.

LOSNING: Vi ser att (z,y) kan anvindas som parametrar till
T(may) = ('Ia Y, f($a y))

Vi har att r;, = (1,0, f;), r, = (0,1, f,) och
T:IE X T::; = (_fa/m _fll/a 1)

Areaelementet blir

s = W + ()2 dady

Formeln blir alltsa

// ds = // I+ (P02 + ()2 dady.

15.4 Ovningar

Ovning 15.1. [2024-03-14, uppgift 2, 72%]

/// e Zd:z:dydz
Q

dir Q = {(z,y,2) € R3: 2 > 22 + 42}

Berékna integralen
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Ovning 15.2. [2023-03-17, uppgift 4, 67%)| Berdkna volymen av det omradet
Q={(z,9,2) eR?:y>0,220,z —y+2<1,2° +y < 1}.

Ovning 15.3. [2023-06-07, uppgift 6, 42%] Berikna volymen av det be-
grinsade omrade som bildas mellan paraboloiden z = 2z + 5y och konen
2% = 222 + 5y,

Ovning 15.4. [2024-03-14, uppgift 7, 25%] Lat a vara en positiv konstant.
Berédkna arean av randen till méngden

{(z,y,2) e R®: 22 + 1y + 2% < 3a®, 2? + y? < 2az}.

Ovning 15.5. [2024-06-04, uppgift 7, 20%)] Berikna volymen av det omrade
i R3 som definieras genom 22yz < 1,0<z<1,0<y<loch0<<2z<1.
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16 Kurvintegraler och Greens formel

16.1 Kurvintegraler

Lat F : D — R?, dir D C R?, vara en kontinuerlig funktion. Vi kallar en sadan
vektorvird funktion for ett vektorfilt. Lat v C D vara en orienterad C'-kurva
med de bijetiva parameterframstéllningarna r : [a, 8] — v och x : [a,b] — 7.
Lat oss visa foljande likhet

B b
/a F(r(t))-r'(t)dt :/a F(x(s)) - 2/(s) ds, (16.1)

vilket sdger att integralen i sjdlva verket beror av den orienterade kurvan
7. Notera hér att F(r(t)) och r/(t) &r vektorer och att integralen behandlar
skaldrprodukten av dessa.

Givet ett p € v sa finns ett unikt ¢ € [a, 5] och s € [a, b] sddana att p = r(t) =
x(s). Lat ¢ vara den funktion som avbildar s pa detta ¢, d.v.s. p(s) = t. Vi
har att r(t) = r(¢(s)) = z(s). Fran kedjeregeln far vi

och darmed ar

b
/a Fla(s)) - 2'(s) ds

[ Gl ol ) ds
{ t = p(s)

dt =
B8
| Fo

Eftersom (16.1]) géller sa kan vi introducera en parameteroberoende notation

¢ (s)ds }
t)) - r'(t) dt.

/ F-dr, (16.2)

dar dr = (dx,dy). Ofta anvinds beteckningen F' = (P, Q), dar da P och @ &r
reellvirda funktioner pa D. Notationen blir da

/WF dr = LP(m,y) dzx + Q(z,y) dy. (16.3)

Det ar endast den del av F' som &r i riktningen av v som paverkar integralens
viarde. Ett sitt att se detta ar att lata




vara enhetsvektorn i tangentens riktning och dérmed &r
B
/F dr—/ F(r(t)) - (1) dt = / (F(r(t)) - T()) | ()] dt
Z/(NWDT@M&

dér ds ar bagelementet.

Exempel 16.1. Om en partikel med massan m ror sig ldngs en kurva
y={rt) eR*:a <t <b}
i ett kraftfalt [’ géller Newtons andra lag

F(r(t)) = mr"(t).

Arbetet som utfors ges av
b
/F dr = / m (r"(t) - r'(t)) dt
.

= m [ GO0 + k) d

= m{r(z) + Té(;) ]

=ZW@@Z

_mlr'®)F  mlr'(a)?
a 2 2

vilket &r skillnaden i partikelns kinetiska energi. A

Exempel 16.2. Berdkna

2
/ylnx—ala;—z dy
v Y Y

dir v dr parabelbdgen y = x? fran punkten (1, 1) till (2,4).

LOSNING: Funktionen 7 : [1,2] — «, med 7(t) = (¢,t?) &r en parameter-
framstéllning till v. Vi far att »/(¢) = (1,2t) och ddrmed kan kurvintegralen
berdknas enligt

72 x
/yln—dxffdy:/(ﬁlnl —1/t)(1,2t)d 72/ dt =
¥ Y Y 1
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Exempel 16.3. Lat

-y
B(Q},y): (x2+y27x2+y2

xT

). (@) £ 0.0)

och Cg vara cirkeln kring origo med radie R orienterad moturs. Visa att
I= B(z,y) -dr =27
Cr
for varje R > 0.

LOSNING: Funktionen r : [0,27] — Cg, med r(t) = (Rcos6, Rsinf) &r en
parameterframstallning till Cr. Vi har att r/(¢t) = (—Rsin 6, Rcos ) och

2m (—sinf cos6
I: (= 1
/0 < 7 R > (—=Rsin6, Rcos®) d

2
_ / (sin® 0 + cos? 0) df = 2.
0

16.2 Greens formel

Vi séger att randen till en méngd ) dr positivt orienterad om (2 finns pa
vanster sida da randen genomlops.

Sats 16.4 (Greens formel). Ldt Q C R? vara kompakt dir randen OS) bestdr
av styckvis C*-kurvor som dr positivt orienterade och lit F = (P, Q) vara ett
CY(Q). Di giller att

/ Pdx+Qdy = // (8@ — 81;) dzdy. (16.4)

BEvIS: Vi bevisar satsen endast i fallet sa det finns funktioner ¢ och 1 sddana
att

0={(x.y) €R*: p(a) <y <w(e).a <z < b}

Vi har da att

-JLor xydzdy__/(

ws\
H
QQ
Q.
<

N——
S

- /ab P(x,9(z)) dz + /ab P(z,p(x)) dx

= | P(z,y)dx
o0
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och pa liknande vis far vi

J| Sy dndy =~ [ Qey)dy

som tillsammans visar satsen i detta specialfall. [ ]

Exempel 16.5. Lat

B = 0,0
@i = (mir i) @0 £0.0
Visa att
I= B(z,y)-dr=0
oD

for varje slutet omrade D som inte innehaller origo.

LOsNING: Lat B = (P, Q). I det inre av D géller att

0Q 0P 2P +yP -2 ' -yt 420

ox Oy (2+1y2)?2 (a2 +y?)?

Enligt Greens formel &r nu

I:/ B(x,y)-dr:// Odxdy = 0,
oD D

oberoende av orienteringen av randen. A

16.3 Area med Greens formel

Lat Q C R? vara en kompakt méingd. Enligt Greens formel fir vi

/{m—ydajz//Q dzxdy = u(Q)
/andy://Q dxdy = p(£2).

Vi kan kombinera ovanstiaende likheter till

1
,u(Q):f/ —ydx + x dy.
2 Joq

och

16.4 Flodesintegraler
Lat F : D — R?, diar D C R?, vara ett kontinuerlig vektorfilt. Lat v C D vara

en orienterad C'-kurva. D4 definieras flodesintegralen av u = (uj, ug) 6ver
¥ som

/ u- Nds, (16.5)
gl
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dér N ar enhetsnormalen till v i den riktning som uppfyller N = RT, dar T
ar enhetstangenten till v och
0 1
R- (_1 O) |

Notera att vi kan uttrycka en flodesintegral som en kurvintegral éver ett mo-
difierat vektorfilt enligt

/u~Nds:/U'RTdS:/Rtu-Tds:/—UQd:c+u1dy.
¥ ¥ v v

En direkt f6ljd av Greens formel dr Gauss sats.

Sats 16.6 (Gauss sats). Ldt ) vara en begrinsad mdngd i planet med C-rand
0Q. Om u:Q — R? dr C' sd gdller

/ u - Nds—// <8u1 8u2> dxdy
o2

16.5 Owvningar

Ovning 16.1. [2022-03-18, uppgift 5, 63%]

/u-dr,
.

dir u(z,y) = (—2y, 22 — 3?) och kurvan  #r den del av ellipsen z2 + 4y? = 4
som ligger i forsta kvadranten orienterat moturs.

Ovning 16.2. [2022-06-08, uppgift 8, 20%] Lat ~ vara en C''-kurva av andlig
lingd och F = (P, Q) vara ett C'-filt. Visa att

/P(rc,y) dx + Q(z,y) dy’ <ML,
v
dér L &ar langden av ~ och

M = max \/ny )2+ Q(z,y)2.
(z.y)ey

Ovning 16.3. [2023-06-07, uppgift 7, 26%] Lat F(z,y) = (22y + y°> + = —
12y,242 — y? — 23 — 62y?). Maximera kurvinteralen

/F-dr,
gl

over alla enkla, slutna, kontinuerligt deriverbar kurvor ~ som omsluter origo
och genoml6ps moturs. Bestdm kurvan ~ och kurvintegralens maximala vérde.

Ovning 16.4. [2024-06-04, uppgift 3, 62%] Berikna kurvintegralen

/(Qxy — 2% dx + (3z +y) dy,
gl

Bestam kurvintegralen

dér v ar den positivt orienterade randen till det begransade omrade i forsta
kvadranten som begrinsas av kurvorna y = x2 och z = 2.
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17 Potentialer

Definition 17.1. Lat F : D — R?, dir D &r en 6ppen delméngd av R%. En
funktion U : D — R kallas en potential till F' om

F=VU. (17.1)
Ett vektorfilt F' som har en potential kallas ett potentialfilt.

Potentialer till ett vektorféilt ar inte unikt bestdmda, men skiljer sig endast pa
en konstant. For att se detta lat Uy och Uy vara potentialer till F'. D& géller
att

F =VU; = VU,

vilket ger att
VU, —Us) = 0.

Enligt sats [4.3]sa géller att Uy = Uy + C, déar C € R.

Exempel 17.2. Visa att kraftfaltet

z2 — 92 2xy
(% +y2)?" (22 +9?)?

F(‘T’y) = <

ar konservativt i omradet (z,y) # (0,0). Bestdm ocksa en potentialfunktion

U.
LOSNING: Vi soker en funktion U som uppfyller att VU = F, vilket ger att

U _ a2
ox — (22+4y?)?

ou 2xy
oy

(CC2 +y2)2 .
Fran andra ekvationen far vi

Ulz,y) = + c(x),

T
z2 + y?
far ndgon funktion ¢ € C'. Lt oss nu derivera med avseende pé z, vilket ger

U 22 4 y? — 222
oxr (2 +y?)?

2,2
/ o r- =y /
+c(x) = [CESEE + d(x).

Alltsd méaste /() = 0 och ddrmed &r en potential given av

X

Uz,y) = T2 i
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Sats 17.3. Lit F : D — R?, dir D C R2, vara ett vektorfilt med potential
U:D — R. For varje kurva v C D sa gdller att

/ Fedr=U@) - Ula), (17.2)
)

ddr a och b dar start och slutpunkten for ~y. Speciellt dr fv F - dr oberoende av
vagen.

Bevis: Lat r = r(t) vara en parameterframstillning av v med r(a) = a och
r(B) = b, dir o < t < B. Fran kedjeregeln har vi att

%(U(T(t))) = (VU)(r(t)) - 7'(t) = F(r(t)) - 1’ (t),

vilket ger att

Il
=
|
—~
-
—
=
—~
~
N—
=
N—
S
~
Il
<
—~
S
N—
|
-~
—
2
N—

[yF-dr :/j F(r(t)) - r'(t) dt

Sats 17.4. Lat F vara ett kontinuerligt vektorfdlt pa en bagvis sammanhdng-
ande oppen mdangd Q2. Om
/F~ dr
v

ar oberoende av vdgen sd har F' en potential i €.

BEevis: Vi behéver finna ett U : Q — R sadant att VU = F. Lat F' = (P, Q)
och definiera

Ulz,y) = / P(s,t)ds+ Q(s,t)dt
v
dar v dr nagon kurva fran (a,b) till (x,y). Vi vill visa att U, = P och Ué =Q.

Eftersom kurvintegralen ar oberoende av vigen sa elimineras delen fran (a, b)
till (x,y) i uttrycket

%(U(w—i—h,y)—U( .Y)) h/Pw+sy)ds—>P(wy)

da h — 0 fran medelviardessatsen for integraler. Alltsa géller att U, = P. Pa
liknande vis far vi Uy, = @ och vi ar klara. [ |
Sats 17.5. Om vektorfiltet F = (P, Q) har en potentialfunktion U av klass
C? sd gdller att

0Q  oP

T (17.3)

Notera att satsens forutsdttningar ar uppfyllda sa géiller att

aDF dr—// <8Q—a§> dxdy = 0.
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Definition 17.6. En méingd Q &r enkelt sammanhingande om den &ar
bégvis sammanhédngande och varje sluten kurva i  avgréansar ett omrade som
ar helt inneslutet i €.

Sats 17.7. Om vektorfiltet F' = (P, Q) uppfyller
0Q 0P

dxr  dy
och om Q C R? Gr enkelt sammanhdingande sd har F en potential i €.

BEvis: Enligt sats[17.4] sa ricker det med att visa att integralen ar oberoende
av vigen. Antag att vi har tva kurvor v, och 7o fran en punkt p € € till en
punkt g € . Vi vill visa att

/ F-dr:/ F -dr.
T Y2

Kurvorna +; och 7 utgér randen till en méngd D och vi far med rétt orien-
tering enligt Greens formel

/ F-dr:// ((%Q—MD)d:ndy:O
Y12 p\dz Oy

och vi ar klara. [ ]

17.1 Ovningar
Ovning 17.1. [2024-03-14, uppgift 1, 84%]

a) Visa att féiltet F'(z,y) = (sinz + zcosz + ye¥, z(y + 1)e¥) &r ett poten-
tialfalt.

b) Berékna

/F-dr,
¥

dér v ar den réta linjen fran punkten (7/2,0) till punkten (7, 1).

Ovning 17.2. [2023-03-17, uppgift 6] Lat  vara den del av kurvan 2% 4y% = 1
som uppfyller att y > 0 och orienterad fran (1,0) till (—1,0). Bestdm véardet
av

/(:Uy +1In(z? + 1))dz + (42 + e¥" + 3arctan y)dy.
.
Ovning 17.3. [2023-06-07, uppgift 3, 35%] Berikna

X X
In(z + +)d+ dy,
L(n(m Y) oyl el

dir « &r den del av ellipsen 22 + 4y? = 4 som gar fran (0,1) till (2,0) i forsta
kvadranten.
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18 Flodesintegraler i R? och divergenssatsen

18.1 Flodesintegraler i R3

Lat r : D — R3, dir D C R?, vara en parameterframstéllning for en yta Y. Vi
kallar den sida dit normalvektor N = r{ x r pekar for den positiva sidan
avyY.

Exempel 18.1. En parameterframstéllning for sfaren med radie R &r (6, ¢) =
R(cos ¢ sin b, sin psinf, cosh), diar 0 < ¢ < 27 och 0 < 6 < 7. Den positiva
sidan blir da

o X T, = Rsin0r(6, p),

vilket &r normalen som pekar ut fran sfaren. A

Lat F : Q — R3, dar Q € R3 och 1&t Y C € vara en yta med parameter-
framstéallningen r = r(s,t) dar (s,t) € D. Vi definierar flddesintegralen av ett

vektorfalt I’ over Y som
/ / F.NdS,
Y

diar N &r den positiva enhetsnormalen och dS ar ytelementet. Genom att
anvinda parameterframstéllningen far vi att

//YF'NdS: //D F(r(s,t)) - (rg x ry) dsdt, (18.1)

eftersom dS = |}, x rj| dsdt och

X 7]
TN

Exempel 18.2. Berdkna flodet av vektorféltet
u=(z,y,z+1)

upp (positiv z-koordinat) genom ytan z = 1 — 2% — y2, 2 > 0.

Iz//u-NdS,
Y

dir Y = {(x,9,2) € R3: 2 =1 —22 —y% 2 > 0} och N &r den uppétriktade
normalen till Y. Eftersom Y #r en funktionsytan f(z,y) = 1 — 22 — y? 6ver
D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} s4 ges normalen

LOSNING: Vi vill berakna

N = (_fg/m_f;a 1) = (2%’,2@/, 1)
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Vi far att
I= //D U(.I,y, 1- $2 - y2) : (2(E,2y, 1) dl‘dy
= // (‘T’va —z? - y2) ’ (2$,2y, 1) dxdy
D

://D(2+3:2+y2)dxdy

2 1l
:/ / (2r 4+ 73) drdf
0 0
4+1
=27 |:7‘2 + T]
4 0

= 5m/2

18.2 Divergenssatsen

Definition 18.3. Lat u = (ug,uz,us) vara ett vektorfilt av klass C'. D&
definieras divergensen av u som funktionen

_ Ou , Ouz | Ouy
_81‘1 8:132 61133'

Sats 18.4 (Divergence satsen). Ldt u vara ett C'-filt definierat i en Gppen
méangd Q C R3. Om det kompakta omridet K C Q har en rand OK som bestdr
av en eller flera C'-ytor som dr orienterade med utdtriktad normal N sd gdller

att
//8K(u.N)dS:///Kdivudxldxgdxg. (18.3)

BEvIs: Vi visar endast satsen da vi har gjort restriktioner pa méngden K. Vi
antar att det finns funktioner ¢ och 1) och en mingd D C R? sidana att

K = {($1,l‘2,$3) € R?: (w1, 22) < w3 < Y(1,72), (v1,22) € D}

och visar att
8u3
// ((0,0,163)N)d5=/// 7d$1d.732d$3.
oK K Ox3

Om vi kan gora samma sak for de andra tva riktningarna sa foljer satsen.

Vi har att

P(z1,a2)
/// %dwz// / v 0us b diydi
K 0x3 D \Jo(z1,22) Ox3

= //D (us(x1, xe, (21, 22)) — us(x1, 22, V(21,22))) dridrs
:// (0,0, us) - N dS,
0K
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eftersom normalvektorn for en funktionsyta xs = ¥ (z1,x2) uppfyller

o oY >
NdS=|(—7——,—7—,1) dx1d
( 8$1 3 8332 ; 102
och att
//(o,o,ug) NdS =0
for de delar av K dér normalvektorn ar ortogonal mot (0,0, 1). ]

Exempel 18.5. Berikna, genom att tillampa Divergenssatsen, flodet av vek-
torfiltet

u=(x,y,2z+1)

upp (positiv z-koordinat) genom ytan z = 1 — 2% — y2, 2 > 0.

LOSNING: Vi ger nu en alternativ 16sning pa exempel Vi sluter till om-
radet genom att ligga till ytan Yo = (z,4,0) : 22 + y? < 1. Lat Q vara det
omrade som innesluts av Y7 = {(z,9,2) € R®: 2 =1—22 —y2 2z > 0} och Ya.

Divergensen av u &r
divu=1+1+1=3

och enligt Divergenssatsen sa har vi att

// u'NdS:/// 3dxdydz
or Q
1
= 3/ <// da:dy) dz
0 24+y2<l—=2

1
= 3/0 (1l —z2)dz
= 3m/2.

Vi behover dven berdkna hur mycket flédet dr ner genom Ys. Vi far

// u-NdS:// (z,y,1)-(0,0,—1)dxdy = —7
Ys z2+y2<1

vilket ger att flédet upp genom Y7 ar 37/2 + 7w = 57 /2. A
Definition 18.6. Ett vektorfilt u som uppfyller att divu = 0 kallas kallfritt.

18.3 Owvningar

Ovning 18.1. [2022-03-18, uppgift 7, 55%] Berikna flodet av vektorfiltet
u(z,y,z) = (x 4+ €e¥,1,2z + sinx) ut genom det begriansade omradet

K= {(w,y,z) e R3 : & T2V <2< e}.

92



Ovning 18.2. [2022-06-08, uppgift 7, 45%] Berikna flodet av vektorfiltet
u(z1, 79, 23) = (71, 79,27?) upp genom paraboloiden z3 = 1 — 2% — 23, dér
3 = 0.

Ovning 18.3. [2023-03-17, uppgift 7, 56%)] Berikna flodet av vektorfiltet
u(zw,y, z) = (¥, 22y — e*, 2% — 22) upp genom halvsfiren x2 +y? + 22 = 1, dér
z > 0.

Ovning 18.4. [2024-06-04, uppgift 6, 27%] Lat F(x,y, z) = (4o — 2> +1, 4y —
y3,4z — 23 — 32). Bestim den slutna och begrinsade yta som maximerar fl6-

desintegralen
/ / F-NdS.
Q

Bestam aven flodet.
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19 Stokes sats

Definition 19.1. Lat u = (u1,uz, u) vara ett C1-filt. Vi definierar rotatio-
nen av u som vektorféltet

811,3 811,2 8U1 aU3 aUQ 8U1

= (== == = _ ), 19.1
rotu <81‘2 8373’8.%’3 8x1’8x1 61’2) (9 )

Faltet u kallas virvelfritt om rotu = 0.

Vi kan symboliskt anvinda determinantregler enligt féljande

€1 €2 €3

_ _|l9o 9 9
rotu =V X u= Ya7  Ju3 913 |-

u U2 us

Sats 19.2 (Stokes sats). Ldt u = (uy,us,u3) vara ett C'-félt definierat i en
dppen mingd Q C R3. Om Y dr en orienterad yta med enhetsnormal N och
en orienterad rand 0Y med tangentvektor T sa gdaller att

/(Wu-dr://y(rotu)-NdS, (19.2)

dir N x T pekar in mot Y.

Notera att om Y &r en plan yta i zy-planet och u = (uy,u2,0) sa blir Stokes
sats precis Greens formel, ty

6UQ 6u1 6u2 6u1

L)

BEvis: Vikan bevisa satsen i fallet att ytan ges av en funktionsyta z = f(z,y),
med (z,y) € D och f € C2.

Lat r(t) = (z(t),y(t), f(z(t),y(t))) vara en parametrisering av randen 0Y for
a <t <G, da giller att

r'(t) = ('(t),y' (1), fo(2(), y(0)2'(t) + £ (x(8), y(£)y' (1))

och vi far

B
| wedr= [ (wna sy + us(Fw e’ + S )y de
Y

67

_ /j (Cur + s fo(w, y)a’ + (us + usfy(z,9))y')) dt

= (ul +uz fo(@,y),u2 + us fy(z, y)) - dr,
oD

eftersom ¢ +— (x(t),y(t)) &r en parametrisering av randen 9D.

94


https://en.wikipedia.org/wiki/Curl_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Curl_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Conservative_vector_field
https://en.wikipedia.org/wiki/Stokes%27_theorem

Forst noterar vi att uj(z,y,2) = uj(z,y, f(z,y)) sa att derivation av u; med
avseende pa x och y involverar kedjeregeln. Med det i atanke kan vi nu anvinda
Greens formel och far

_ [ (2 vz Ous Ous e
/ayu dr_//p(aa: + 0z Jat 8a:fy+ 0z f‘”fy+u3 yr
L0 Oury  Oug oy Ous >

dy 0z Ty oy Iz 0z Toly = ustys | dedy

8u3 8U2 8’LL1 8’&3 8U2 8U1

_ - ! 7o e o / L T7e i
_//D(fm<0y 8z> fy(@z 3$)+81‘ 8y>dxdy

= [[ (otw) - (~f1. =1}, 1) dudy

://Y(rotu)-NdS

Vi ar klara. [ |

19.1 Ovningar

Ovning 19.1. [2024-03-14, uppgift 6, 47%]

/F'dr,
¥

dar F(z,y, z) = (2%y, 23 /3, xy) och v &r skirningen mellan cylindern 22432 =
1 och ytan z = y? —x? orienterad moturs sedd ovanifran (frin hégre z-viirden).

Beriakna
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20

T1
T2
T3
T4

TS

T6
T7

T8

T9

T10

T11
T12

T13

T14

T15

T16
T17

T18

Teorifragor

Vad menas med att en méngd 2 C R™ &r 6ppen?

Vad menas med att en méngd 2 C R™ &r sluten?

Lat f: R™ — RP. Vad menas med att f(z) — A, da x — a?

Lat f: R™ — RP. Vad menas med att f adr kontinuerlig i punkten a?

Lat f : R®™ — R. Vad menas med att f = f(z1,22,...,2,) ar partiellt
deriverbar med avseende pa x;7

Lat f: R™ — R. Vad menas med att f &r differentierbar i punkten a?
Visa att om f &r differentierbar i a sa dr f kontinuerlig i a.

Visa att om f &ar partiellt deriverbar i a sa behéver f nodviandigtvis inte
vara kontinuerlig i a.

Lat f: D — RP dar D ar en 6ppen delméngd av R™. Vad menas med
att f € CJ(D)?

Lat f : R® — R och v € R” en enhetsvektor. Vad menas med att f ar
deriverbar med avseende péa riktningen v.

Lat f : R" — R och v € R" en enhetsvektor. Visa att f](a) = (Vf)(a)-v.
Visa att (Vf)(a) pekar i den riktning i vilken f vixer snabbast.

Lat f : R? — R och r = r(t) vara en parametrisering av en nivikurvan
v =A{(x,y) : f(z,y) = 0}. Visa att (Vf)(a,b) ar ortogonal mot r'(t), dar
r(t) = (a,b).

Lat f : R™ — R. Vad menas med att f har en lokal maxpunkt i a?

Lat f: R™ — R. Visa att om f har ett lokalt extremvérde i en punkt a
och f ar partiellt deriverbar i a sa géller att (V f)(a) = 0.

Lat f: R” — RP. Vad menas med funktionalmatrisen for f?
Lat f: R™ — R™. Vad menas med funktionaldeterminanten fér f?

Lat f: Q) — R vara en icke-negativ funktion och €2 en 6ppen delméngd
av R”. Vad menas med att integralen

/[ #a.) dady

ar konvergent.
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T19

T20

T21

T22

T23

Visa att integralen

// dri1dxs
e[>1  [z]?

dr konvergent om och endast om a > 2.

LAt Y vara en yta i R3. Visa att integralen

//YdS

ar oberoende av parameterframstéllning.

Lat I : R? — R2. Visa att kurvintegralen

/F-dr
v

dr oberoende av parameterframstallning.
Vad menas med att U ér en potential till vektorfiltet F : R? — R2?

Lat U vara en potential till vektorfiltet F : R? — R? och 14t v vara en
kurva i R2. Visa att

/F Cdr = U(b) — U(a),
;

déar a och b ar start- och slutpunkt for ~.
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21 Svar till 6vningar

Vektorer och méngder i R”

. [
_\\}/A N3
A

N, O

a) Mangden ar sluten, begrdnsad och kompakt.
Randen ér cirkeln {(z,y) € R?: 2% +¢? = 1}.
Inre punkterna dr {(z,y) € R?: 22 +y* < 1}.

AN
%

b) Méngden dr 6ppen och begriansad.
Randen ir {(z,y) € R?: |z| + |y| = 1}.
Inre punkterna ér {(z,y) € R?: |z| + |y| < 1}.
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H-

H=

¢) Méangden é&r sluten och begransad och ddrmed kompakt.
Randen ér {(z,y) € R?: max(|z], |y|) = 1}.
Inre punkterna ér {(z,y) € R?: max(|z], |y|) < 1}.

y=-—x—2

d) Méngden &r sluten och obegrénsad och ddrmed ej kompakt.
Randen bestar av linjerna {(z,y) € R*: y = —x + 2 eller y = —z — 2}.
Inre punkterna ér {(x,y) € R?: |z + y| < 2}.
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e) (Tips: Anvand kvadratkomplettering)
Maéngden ar varken 6ppen eller sluten, den &r begrdnsad och inte kom-
pakt.
Randen bestar av cirklarna (z—1)2+(y+2)? = 1 och (z—1)*+(y+2)? = 4
Inre punkter ar {(z,y) € R%: 1 < (z —1)% + (y + 2)% < 4}.

f) Méangden &r 6ppen, obegriansad och darmed ej kompakt.
Randen bestar av linjerna {(z,y) € R?: |zy| = 1}.
Inre punkterna ar méngden sjilv eftersom den ar 6ppen.
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73
Y2
|
PN
— —>
71
2l Gransvarden och kontinuitet
Losning;:
a) Fran standardgréansvirdet
In(1+¢
lim B30
t—0 t
far vi
In(1 2 In(1 2 1
n(tfe?) WOl .
z—0 |1‘|2 + T1T2x3 z—0 ’$|2 xz—0 1+ %
da x — 0, eftersom
3
0 < Tim | 712278 <y 120
a—0| |z|? a—0 |z|?
b) Lat x =y = t, da far vi att for ¢ # 0,
x2y2 tt 1 1

— = = _
2t + ¢yt 3t 3 3
dd t — 0. Men om x = s och y = 0, sa foljer att for s £ 0,
2,2
LY
——— =0—0,
22t +yt

da s — 0. Alltsa existerar inte grénsvérdet.

Partiella derivator, differentierbarhet och klassen C!

For att visa att f(z,y) = 2%y 4r differentierbar i punkten (1, 1) bildar vi

S(L4h1, 1+ hg) = f(1,1) = (14 h1)*(1+ h) — 1
= 2hy + hi + hg + 2h1hg + hihs
h% + 2h1hy + h%hg

= 2hy + ho + | A ]
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Alltsa ar

p(h)] =

‘ h3 + 2h1hy 4 h3hy
A

dar — 0.

Losning: Ytan ar en nivayta till funktionen F(z,y,2) = a2y + yz + a2
och dérmed ges en normalvektor av tangentplanet i (z,y,z) av N(x,y,2) =
(VF)(z,y,2) = (y+z,x+ z,x+y). Vifar att N(z,y,z) = k(1,2,1) for nagot
k. Vi far ekvationssystemet

y+z==%k
x+z=2k
r+y==k

zy+yz+az=1

Ekvation (2) - (1) ger att z —y = k som tillsammans med ekvation (3) ger
att * = k, y = 0 och z = k. Ekvation (4) ger nu att k? = 1 vilket leder till
punkterna +(1,0,1).

For (1,0, 1) far vi planet (1,2,1)-(z—1,y,2—1) = 0 vilket &r x—142y+2—1 =0
eller x +2y+2z—2=0.

For —(1,0,1) far vi planet —(1,2,1) - (z + 1,y,2 + 1) = 0 vilket &r —x — 1 —
20 —z—1=0ellerx+2y+2+2=0.

Kedjeregeln och partiella differentialekvationer

Losning;:
Enligt kedjeregeln far vi

of ofos ofor _ of . df
Gr " osor " otor Tas Ty

of _9fos  ofot _, of , df

dy  9sdy Ot dy Yas ~ “Yor
Alltsa ar
mf_laf_l( of af)_1< of _ 8f>_ of _
zor yoy «x 2xas+2x8t Y 2y85 2yat _4875_1‘
Vi far
of _ 1
ot 4
och ) )
t —
f=1+g(5)=x 4y +9(@® + ),
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for ndgon C!-funktion g. Randvillkoret f(u,u) = 2u? ger att g(s) = s och

2 2

y
floy) ==~ +a"+y"

Losning: Lat f(x,y) = g(u,v). Vi far att

of 8g@u+3gav_8g+8g
O Oudr  Ovdr Ou O

och

of 698u+8g(%_ 8g ﬁ—
dy  Oudy vy

Vi forsdtter for att fa uttrycken for andraderivatorna:

0% f [0 0 dg 0Og 0%g 0%g 0%g
R (aﬁa) (au av) o2 “auaﬁm
82f N 0 0 dg Jg 2a g 20 9
W‘(a%+5a)(au+ﬁa> T REL e
och

8%f (0 9\ [ dg g\ 0% 0%
axay—@*%)(aau*%)—aal@“ +8) 54 +58v2'

Tillsammans blir det

(1+a—6abg!, +(1+3-63%)g" +2(1+a+ B —6aB)gl, =1.

Ekvationen
l+a—6a’=0

har 16sningarna a; = 1/2 och ag = —1/3. Om vi later a« = 1/2 och = —1/3
s& far vi

g, = 6/25
Alltsa ar 6
uv
g(u,v) = o5 + C1(u) + Ca(v),

dar Cq,Cs € C?.
Uttryckt i « och y far vi

flay) = VI 4 00y yp2) 4 ot - ).

Losning: Lat g vara den funktion som uppfyller f(z,y) = g(u,v) =
g(u(z,y),v(x,y)). Enligt kedjeregeln

) 99 9 99 0 9

{ainr = Guos T ovos = 2 _y)afn

of g du + 9g dv _ _2(x+y) +

0y — Oudy ov Oy
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Alltsd har vi

@t DG+ =5 = 2o+ e - 05 2a - Dt DG+ )
_ g _

och ddrmed &r g(u,v) = h(u), for ndgon funktion h. Lat oss aterfora problemet
till ursprungsvariablerna

flz,y) = g(u,v) = h(u) = h(:z:2 . 2xy).

Begynnelsevillkoret ger att f(z,0) = h(22) = ¢*”. Alltsa ges l6sningen av
fla,y) =€ v 2,

Losning: Lat u(x,y) = f(T(x,y)), dar (s,t) = T(x,y) ar avbildningen
som beskrivs i uppgiften. Vi fa da

5“_3f35+6fat_1(_3f+3f>
Oxr Osdr Otodr = ’

och

s Ot 0s? 0s0t = Ot?’

v 0z2 oz

20u _ (LA P

X

Pa liknande vis far vi

0% of of &f _f 0°f
27:7777 Y J v J
Yo T s ot T os  lasor o2

och ) ) )
Pu 00

B :Uya:z:@y ~ 7082 ot?’
Alltsa far vi tillsammans

0%u 0%u 0%u af 0% f
2Y % 2Y = —_ _92J ~J
o T ey TV a2 T Yo e

Losning:

a) Lat f(s,t) = u(x,y), vi far

ou_ 0 050s ofor 1 of
or Oz’ 0s0xr Otdx 2z —y ot

Anvindning av produktregeln ger

82“_3(3“> _8(16]”) __;QJF;&
0x2  Ox \0z) Oz \2yx —y Ot 4(x —y)3/2 0t Az —vy) Ot?
o 1of 1 0%f

43 9t 42 92
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b) Lat oss dven transformera det andra uttrycket i ekvationen

Pu 0 (ou\ O ( 1 0f
52y = oy (52) = oy (wmat)

1 of 1 (82 as  0f ot
Tl —y ot 2oy <asatay 12 ay>

1 09f 1 (1 % f 1a2f>

430t 2t \250s0t 2t Of2
Ekvationen blir nu o
dsot Ast
c) Vi far
% =25t + g1(t),

dér g1 ar en godtycklig deriverbar funktion. Primitiv funktion i ¢ blir nu
f(5,) = s°t* + ga(t) + g3(s),
dér gs och gs ar deriverbara funktioner. Alltsa blir
u(@,y) =yl —y) + g2(Ve —y) + g3(Vy)-

Losning: Vi borjar med att berdkna u), = f/(y/w)(—y/a:2) och u; _
f(y/x)/x. Darmed ér

och

Alltsé géller att
0 = a?(ug, +uy,) = f(O)(L+ %) + f()2t,

dér t = y/x.
Nu kan vi utnyttja att f”(t)(1 + t2) + f'(t)2t = 0 ir detsamma som

d

o (Fma+)) =0

vilket ger att f/(t) = D/(1 + t?), fér nidgon konstant D och
f(t) = Darctant + E.

Alltsa &r u(x,y) = Darctan ¥ + E, dir D, E € R.
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Riktningsderivata och Gradient
Lo6sning;:
a) Gradienten ges av
(VH(z,y,2) = (y,x + ze¥*,ye?* + 1)

och speciellt

Derivatan i riktningen av v = (a,b,c) ar

f1(3,1,0) = (V£)(3,1,0) - (a,b,c) = (1,3,2) - (a,b,c) = a+ 3b+ 2c.

b) Riktningsderivatan dr maximerad i gradientens riktning, alltsa da

(1,3,2) (1,3,2)

v = = .
V1432422 V14

Losning: Bilda F(z,y, z) = 422 +y% + 22 — 4. Ellipsoiden &r d& niviytan
F(x,y,z) = 0. Gradienten VF pekar alltsa ortogonalt mot tangentplanet till
F i varje punkt (z,y,2) som uppfyller F(z,y,z) = 0. Speciellt giller att det
minsta avstandet fran ellipsoiden till planet maste ga i riktningen som &r
gradienten VF' och planets normal (1,1, 1). Alltsa géller att

VF = \1,1,1),
vilket &r detsamma som
8r=A\ 2y= X, 2z= A\
Alltsa ar 4x = y = z, som insatt i ellipsoiden blir
4x® + (42)* + (42)* =4

eller
922 = 1.

Alltsa ar (z,y,2) = £(1/3,4/3,4/3). Dessa punkter ar kandidater till att ha
minsta avstandet till det givna planet.

Vi borjar med (1/3,4/3,4/3). Genom att borja i denna punkt och lidgga till a
mycket av vektorn (1,1, 1) sa vill vi hamna i planet. Vi far

(1/3,4/3,4/3) + a(1,1,1) = (a+ 1/3,a + 4/3,a + 4/3)

som ligger i planet om
3a+ 3 =6,

d.v.s. om a = 1. Avstandet &r alltsd lingden av vektorn |(1,1,1)] = v/3.
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Nu till den andra punkten, —(1/3,4/3,4/3). Vi far
(—1/3,—4/3,—4/3) + a(1,1,1) = (a — 1/3,a — 4/3,a — 4/3)
som ligger i planet om
3a — 3 =6,
d.v.s. om a = 3. Avstandet &r alltsd lingden av vektorn |3(1,1,1)| = 3+/3.
Kortaste avstandet ar diarmed /3.

Losning;:

a) Vi far att
(V@ y,2) = (2, 2,9).
En enhetsvektor i fran (1,1,1) mot (3,3,2) gesav v =1/3-(2,2,1).
Alltsa ar

(L,1,1)=(VHM,1,1) - v=(2,1,1) - v =T7/3.

b) Funktionen f véxer snabbast i gradientens riktning. Alltsa i riktningen
(Vf)(1,1,1) = (2,1,1). Vi har att tillvixten i denna riktning &r

f;(lvlvl) = |(vf)(1a1a1)| = |(2’171)| = \/67

dir u=1/v6-(2,1,1).

Losning: En tangentvektor fér denna ellips maste vara ortogonal mot
bade planet och ellipsoiden. Planet har 6verallt normalvektorn ny = (1, —1,2)
och ellipsoiden har i den angivna punkten normalvektorn ny = (4,2,2). Tan-
gentvektorn for ellipsen i punkten (1,1,1) blir darfér ny x ny = (6,—6, —6).
Vi kan exempelvis svara med tangentvektorn (1,—1,—1).

[6]| Taylors formel och lokala extrempunkter

Losning:

Vi soker stationdra punkter:

3y _2x+2:1:2y—3y_0
1+zy 14+ zy B

fa,c(xay) =2z —

och
3r 2y+ 22y% — 3z

— = =0.
1+ zy 1+ zy

fo(z,y) =2y

Alltsa har vi 2 — y? = 0 eller # = y. Insatt i forsta ekvationen ger

21 +22° — 3z = x(222 — 1) =0
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vilket betyder (z,y) = (1/v/2,1/1/2) som enda stationira punkt. Fér att veta
om detta dr en extrempunkt sa bestdmmer vi den kvadratiska delen av Taylors
formel i den stationdra punkten.

p (244xy)(1+2y) — (22 + 222y — 3y)y _ 2+day + 222y? + 312

e (1+ay)? - (1+2y)?

s 2422)(1+zy) — 2y + 22y — 3z)z 2+ 4wy + 22%y? + 32?

W (1+zy)? N (1+ay)?
o= (222 — 3)(1 + zy) — (2x + 22%y — 3y)z _ 3

o (1+ zy)? (1+ zy)?

Ovanstaende resultat ar i linje med att f &r symmetrisk i  och y.

Den kvadratiska formen i (1/v/2,1/v/2) ges da av
Qh, k) = 5 (7 (VB VA2 + 272,01 /V3 1 /VDRE + f1,(1/V2,1/VD)K)

_ 1828 82)
—2<3h Shk+ gk

- %(h? — hk+ k%) = g ((h—k/2)? + 3K%/4) >0,

da (h,k) # (0,0). Eftersom kvadratiska formen dr positivt definit har f ett
lokalt minimum i (1/v/2,1/1/2), vilket é&r den enda lokala extrempunkten som
finns.

[9] Implicita funktionssatsen och optimering pa kompakta méng-
der

Losning: Bilda F(x,y) = sin(zy) — In(x 4 y).
Forst konstaterar vi att F'(0,1) = 0, vilket sdger att (0,1) ligger pa ytan.
Vi ser att

1
Fjasy) = weos(ay) -
och dédrmed att F,(0,1) = —1 # 0. Alltsa kan vi l6sa ut y = y(z) i en

omgivning till punkten (0, 1).
Eftersom F(z,y(x)) = 0 sa géller att

d

o (F@.y(2)) = Fi(z,y(2)) + Fy(z,y(2))y' (x) = 0

och diarmed
_ Fi(z,y(2))
Fy(z,y(z))

Vi har att F}(z,y) = ycos(zy) — ﬁ och Fy(z,y) = z cos(zy) —
Alltsa

y'(z) =

_1
Tty '’

iy (@+y)ycos(zy) — 1
yiw) = (x +y)zcos(zy) — 1’
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och darmed
y'(0) = 0.

Losning: Forst kan vi konstatera att

4rsinf + 3
1+r2

dr +3
1+r2

— 0,

‘ 4y + 3
1422 +y2

‘ X

da (z,y) — oo. Alltsa kan vi fo6r varje e > 0 finna ett R sadant att |f(z,y) —
0| < e for att (z,y) som uppfyller att =2 + y% > R.

Vi ser att f &r deriverbar Overallt och kan dérfor endast anta storsta och
minsta virde i en inre punkt om punkten &r en stationdr punkt. Vi scker
dessa:

2x(4y+3
falz,y) = —% =0
fy,y) = )RS

vilket ar detsamma som

z(dy+3)=0
24222 —2y> -3y =0

Forsta ekvationen ger tva fall, antingen ar x = 0 eller y = —3/4.

Fallet d& = = 0. Andra ekvationen ger att 2 — 2y? — 3y = 0, vilket har 16s-
ningarna y = 1/2 och y = —2. Vi far punkterna (0,1/2) och (0, —2) som ger
kandidaterna f(0,1/2) =4 och f(0,—-2) = —1.

Fallet di y = —3/4. Andra ekvationen blir di #2+25/16 = 0 vilket &r orimligt.
Alltsé &r 4 och —1 det storsta respektive minsta vérdet for f.

Losning: Bilda funktionen F(z,y) = 2°+y%+2?+y. Eftersom F} (z,y) =
6y° + 1 och F(0,0) = 1 # 0 sa finns det en unik funktion y = f(z) sadan att
F(z, f(x)) =0 i en omgivning av (0,0). Via implicit derivering av

0=F(z, f(x)) = 2° + f(2)° + 2° + f(2)

far vi
62° + 6f(x)°f'(x) + 22 + f'(x) = 0

och eftersom f(0) = 0 sa blir f/(0) = 0. Ytterligare implicit derivering ger
302" 4 30f(2)" f/(x) + 6f ()" " (x) + 2+ f"(x) = 0

och f”(0) = —2. Detta visar att 2 = 0 dr en stationdr punkt och en lokal
maxpunkt till f.

Losning: En skiss pad omradet dr foljande, dir de orange punkterna
kommer fran senare utrdkningar:
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y:lJ,»J; Yy=x

Q2
Q1 2y =1

Vi boérjar med att studera stationdra punkter i vart omrade. Vi far

{m,y):zx—gy:o

Y

vilket visar att x = y och att 2x — 2/x = 0. Detta ger oss x = y = 1 eftersom
x = —1 &r utanfor vart omrade. En kandidat &r alltsa f(1,1) =2 —41n 2.

Lat oss kolla hornen. Vi far kandidaterna f(1,0) = f(0,1) = 1 och f(0,4) =
f(4,0) =16 —4Iln4 =16 —8In 2.
Det aterstar att kolla funktionens varde pa randen.

Vi bérjar med v, dér en parametrisering ges av (z(t),y(t)) = (¢,0), dir 1 <
t < 4. Lat p1(t) = f(t,0) = > — 4Int. Vi far ¢} (t) = 2t — 4/t = 0 om och
endast om ¢ = v/2. Vi far kandidaten f(1/2,0) =2 —4Iny/2 =2 —2In2.

Vi inser att symmetri ger att analysen over 73 ar analog med 7; och vi far
f(0,4/2) =2 — 2In 2 som kandidat.

Studera nu 7,. En parametrisering ges av (z(t),y(t)) = (¢,4 —t), dar 0 <
t < 4. Definiera ¢o(t) = f(t,4 —t) = t2 + (4 — t)? — 41In4d. Vi far @h(t) =
2t —2(4 —t) = 4t — 8 = 0 om och endast om ¢ = 2. Vi har fatt kandidaten
f(2,2) =22 422 —4ln4 =8 —8In2.

Slutligen foljer analysen ldngs ~4. En parametrisering ges av (z(t),y(t)) =
(t,1 —t), dir 0 < t < 1. Definiera @4(t) = f(t,1 —t) = t> + (1 — t). Vi far
oy(t) =2t —2(1 —t) = 4t — 2 = 0 om och endast om ¢ = 1/2. Vi har fatt
kandidaten f(1/2,1/2) =1/2.

Av kandidaterna ar det storsta virdet 16 — 81In2 och det minsta &r 2 —41n 2.

Losning:

a) Bilda F(z,y,z) = lnz+ 2+ 2 — zy — 2z. Ytan Y ges da av niviy-
tan F(x,y,z) = 0. Enligt Implicita funktionssatsen finns detta f da
F!(0,0,1) # 0. Vi har att

, 1
Fz(aj7y>z) =—-—2
z
och diarmed ar F7(0,0,1) = —1 # 0. Vi har visat existensen av f.
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b) Vi borjar med att notera att f(0,0) = 1.
Genom att nyttja implicit derivation av uttrycket
In f(z,y) + & +2—xy —2f(2,y) =0
med avseende pa x far vi

fé(xvy) Y, _

och
f:(0,0) = 1.

Lat oss nu bestdmma f;(0,0). Vi har

fo(@,y)

Flay) " HE0 =0

vilket ger
f;(O, 0) =0.

Vi bestammer nu f (0,0). Vi far

:;/x(x7y)f(x7 y) — fa/:(xv y)2
fz,y)?

och med f(0,0) =1, f2(0,0) =1 far vi f7.(0,0) = —1.

- 2fc/t/:c($7y) =0

Pa liknande vis far vi

é/y('rvy)f(xay) - fa/:(xay)fg//(xa y)
f(z,y)?

—-1- Qf;/y(may) =0

och
f;'y(O, 0)—1-— 2f;'y(0, 0)=0
vilket ger f7' (0,0) = —1.
Slutligen
fl@,y)?

vilket blir
l’/’y(O, 0) =0.

Daéarmed blir Taylorpolynomet av grad 2
pe(z,y) =14z + 1 (—xQ - 2:cy>
) 2 *
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Optimering med bivillkor

Losning: Bilda f(z) = 27 + 2% + 2% + 2% och G(z) = x1 — 29 + 223 — 74.
Vi soker alltsd minsta virdet av f under bivillkoret G(z) = 1.

Vi kan omformulera problemet till att soka efter = sddana att

(V)(2) = MVG)(),

for nagot A. Detta leder till ekvationssystemet

2r1 = A

209 = —\

2.733:2)\

204 = —
r1—To+2x3—14 =1

Alltsd ar x9 = —x1, x3 = 221 och x4 = —x1 och
T1—To+2x3 —x4 =21+ 21 +421 +21 = T21 = 1.

Alltsa géller att

x1 =1/7
x9 = —1/7
x3=2/7
x4 =—1)7

och dirmed #r en kandidat f(1/7,-1/7,2/7,—1/7) =7/7* = 1/7.

Eftersom f kan anta godtyckligt stora vérden, exempelvis ldngs linjen x =
(1 +1,¢0,0), dd t — oo och ar icke-negativ, sa ar var kandidat ett minsta
varde.

Losning: Lat oss anvinda oss av Lagranges multiplikatormetod. Lat
f(z,y,2) = xy\/z och g(z,y,z) = v+ y + z. Vi soker losningar till

{(Vf)(:c,y,z) = )‘(v.g)(xvyaz)
g(w,y,2) =1

vilket dr detsamma som
yVz=A
Tz = A
xy/2y/z =\
r+y+z=1.

Vi ser fran de tva oversta ekvationerna att
r=y=\z
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och insatt i 6vriga ekvationer far vi

A =223/
z=1-2\/xz.
Vi har att
z=1-4z
och ddrmed ér z =1/5och x =y = (1 — 2)/2 = 2/5.

Dérmed ér det storsta virdet f(2/5,2/5,1/5) = 4v/5/125. Att detta virde &r
ett maximum foljer av att f(x,y,z) = 0 pa randen.

Losning: Vi vill optimera f(z,y, z) = sinx-siny-sin z under bivillkoret
g(x,y,z) = x +y+ 2z = m, dir z,y, z alla &r icke-negativa. Observera att
f(z,y,z) = 0 pa randen av bivillkorsytan.

Lat oss nu understka inre punkter. En extrempunkt maste nu uppfylla

(VI)(2,y,2) = MV9)(2,y, 2)

tillsammans med att g(z,y, z) = w. Detta ger att

cosrsinysinz = A
sinz cosysinz = A
sinxsinycosz = A
rT+y+z=m

som leder till att
COST  COSy  COSz

sinz  siny sinz’
Notera att h(x) := cosz/sinx uppfyller att f'(x) = —1/sin?2 < 0 och ér
dérmed injektiv. Alltsd méste v = y = z = w/3. Darmed ér f(7/3,7/3,7/3) =
33/2/8 ett globalt maxvérde.

Riemannsummor och variabelbyten i integratler

Losning: Omradet kan delas upp i tva delar Q1 och Qs,
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Integralen Gver Q1 ges av

0 I+ 0 2(1+z)? 1[22 223 247" 1
dy)de = [ BL T g ST 2 T 2
Jor(f vae= [ 25555+ 5+ ) -

och 6ver Q2 genom polért koordinatbyte

7/2 rl /2 s 2 m/2
/ r3sin 0 cos O drdf = 1/ sin @ cos 0 df = 1{3111 9} = i
w/4 JO 4 /4 4 2

Alltsa ar

1 1 3-2 1
dzdy = dzd dody = —— + — =22 =
//Qxy v //ley v y+//¢22xy Y B T AT T

Losning: Vi nyttjar polara koordinater och far

w/2 rl
2/ 2 2
x4/1 — 22 — y? dxd :/ / < cos” 0v'1 — r2rdrdf
//D Y Y 0 0
w/2 1
:/ 00829d0-/ 31— r2dr
0 0

Den forsta integralen 16ses exempelvis med hjilp av cos 20 = 2 cos? 6 — 1, vilket

ger
w/2 /2 1 9
/ 00829d9:/ Md&zz.
0 0 2 4

Den andra integralen 16ses genom variabelbytet r = sin ¢,

1 /2
Vi ar = [ sin pcos® o
0 0

/2
= /0 (1 — cos? @) cos? @sin @ dp
2
cos® ¢ B cos® ¢ m/
3 5)

=1/3-1/5=2/15.

0

Tillsammans blir det
// 22\/1 — 22 — y2 dady = 7/30.
D

Generaliserade integraler

Losning: Vi konstaterar att integralen ar generaliserad vid hela sin
rand. Lat oss bilda

Q. = {(rcos@,rsinﬁ) eER?:e<r<l—ee<Hb <7T/2—5}.
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D4 géller att f definierad som

2 + 2
f(.%',y) = \/[By(lx— xgy_ yg)

ar kontinuerlig och positiv pa 2. och €. ar kompakt sidan att for varje kom-
pakt delméngd K C  giller att det existerar ¢ sadant att K C Q..

Lat K vara en kompakt delméngd av ) och lat € vara sadant att K C .. Da
géller att

x? + y? z? + y?
<
//\/ 2 2)dxdy\//5\/xy(l—xQ—yQ)dxdy
w/2—e rl—e 1 9
- /5 /5 cosfsinf(1 — TQ)Tde

rdr

T/2—¢e
_/a \/COSQSing‘/s V1—r2

Av symmetriskal ar

w/2—e do 5 w/4 dé
c \/COSHSmH_ € Vcosfsin’

och denna integral dr konvergent eftersom den kan jamforas med

w/4 do
e VO
ty
1
VecosfOsinf 0 1
1 - .
WG \/ cosfsin @
da 6 — 0.

Den andra integralen kan berdknas enligt féljande

= prdr 1—¢
—_— = |— — 2 — _ 2
. A [ V1 TL Ve —e)+V1—¢e2 =1,
da e — 0.

Alltsa ar integralen konvergent.

Losning: Eftersom funktionen som integreras véaxlar tecken sa maste vi
studera positiva och negativa delen var for sig.

Den positiva delen ges av omradet Dy = {(z,y) : >y > 0}. Vi far
_ w/4 foo _q
// LY e dy = / / cosO—sinb 4
p, (x+1y)3 r(cos 6 + sin 6)3
/4 _
_/ dr / cosf —sin 6 20
(cos @ + sin )3

115




Den forsta integralen hir ar divergent och den andra integralen dr &ndlig
eftersom funktionen &ar kontinuerlig och intervallet ar kompakt.

Alltsé &r integralen divergent.

?7?7. Losning: Notera att integranden ar positiv. Vi kan ddrmed nyttja itererad
integration

Vi utfor partialbraksuppdelning

1 —A+BS+CSQ+ D
s3(1+s) s3 1+s

vilket ger att A=C =1 och B= D = —1. Darmed &r

00 1 0 (1 _ 2
/ g / st L) g
1 s3(1+45s) 1 53 l+s

1 1
= {—2(92+5+1n5—ln(1+s)]

—In2-1/2.

o0

1

Multipleintegraler och tillampningar

Losning: Eftersom integranden ar positiv kan vi nyttja itererad integ-
ration. Vi kan for givet 0 < z integrera cirkelskivan 22 4+ y? < z. Med andra
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ord

/// P dxdydz = / e ? (// e > dz
Q 0 z24y2<z
00 2 r/z 5
:/ e ? / / e " rdrdf | dz
0 o Jo
_27V?

R—o00

—2z R
=7 lim [e_z + & ]
=7(1-1/2)=x/2.

Losning: Viseratt 0 < 2<1—2+y, 0<y<1l—-2?0och -1<2<1
vilket ger att

1 1—x2 l—z+y 1 1—a2
V:/// dxdydz:/ / / dzdydx:/ / (1—2x+y)dydx
0 -1Jo

_/ {1—xy+y2} Idm:/_11<(1—m)(1—x2)+(1_;2)2>dx

1
:/ 3/2—x—2x2+x3+x4/2)dm:/ (3 —42? + 2" dx
—1 0
1
= {3x—4x3/3+x5/5] =3—-4/3+1/5=28/15.
0

Losning: Skdrningen mellan ytorna ges av z(z — 1) = 0. Alltsd ges
volymen V av

2x2+5y
V= // / dz | dxdy
222+4+5y2<1 2x2+45y2
= // <\/2x2 + 5y2 — (22% + 5y2)> dxdy
2224+5y2<1

Lat oss utfora variabelbytet

som ger att



Vi far

V= /%/ —dda—Q—7T ()

V0|3~ 4], 610

15.3. Losning: Skirningen mellan ytorna sker d& 22 +2az —3a? = 0 vilket ger

att z = a. Totala ytans area bestar nu av tva delar som bada &r funktionsytor

pa samma parametermingd D = {(z,y) € R?: 22 + y?> < 2a?}. De ges av

z=+/3a® — 22 —y? och 2z = ﬁ(ﬁ +9?).

L&t oss borja med den dvre ytan z = y/3a? — 22 — y2. En parametrisering av

ytan ges av r(z,y) = (2,9, /3a? — 22 — y?) 6ver D. Arean ges av

A:/ rox rl | dedy = x , Y ,1
1 | Y] Y V32 — 22 — 2 \/3aZ — 22 — 2

27 V2a rdr
/D V 302 — 22 — 2 dmdy \fa/ V3a2 — 12 r2

—2\[7ra[ \/3a2—r}0 = 271a*(3 —V3).

dxdy

Lat oss nu studera arean av den undre ytan som ges av funktionen z = 2i(x2 +
y?) for (z,y) € D. En parametrisering hiir ges av r(z,y) = (v, y, 1/2a(2? + y?))
over D. Arean blir

Ay :// \r; Xr;|dxdy:// ‘(—x,—yﬂ)’ dxdy
D D a  a
1 2 \/§a
= f// \/:c2+y2+a2dxdy:\fla/ Va2 +r2rdrdf
a D 0 0

= 2Vra [~v3aT =) = 2T [(a2 4 r2y2)

3a 0
_ 2ma*(3v3 1)
B 3

Sammanlagt far vi den totala arean

A+ Ay = 167’(’&2/3.

Losning: Volymen V' ges av 1 — u(92), dir
Q={(z,y,2):22yz>21:0<2x<1,0<y<1,0< 2 <1}
och p(€2) beskriver volymen av Q. Vi far

1 1 1
:/ / / dxdydz
1/2 J1/22 J1/2yz
i (=)
1/2z 2yz



med hjélp av variabelbytet ¢t = 1/2z far vi vardet
1 In2 (In2)?

2 2 4

Kurvintegraler och Greens formel

Losning (Alt 1): Lat r(0) = (2cos6,sinf), dir 0 < # < 7/2 vara en
parametrisering av . Vi har da att »/(0) = (—2sin#6, cos ) och

w/2
/u- dr = / (—2cos@sin b, 4 cos? § — sin® ) - (—2sin b, cos §) df
¥ 0

/2

= / (4 cosBsin? @ + 4 cos® § — cos O sin?0) do
0
w/2

= / cosB(3sin? 0 + 4(1 — sin? 9)) db
0

w/2
= / cos (4 — sin? 6) d6.
0
Hér kan vi anvinda variabelbytet ¢ = sin § och far

/2 1

/ c089(4—sin29)d0:/ (4—t*)dt=4—-1/3=11/3.

0 0

Losning (Alt 2): Lat oss sluta till kurvan ldngs med axlarna. Lat
D=(z,y):z>0, y>0, 22 +49° < 4

Enligt Greens formel far vi

1 pm/2
/ u-dr:// Sxd:zdy:?)/ / 2r cos 02r dfdr = 4.
oD D 0 Jo

Vi maste kompensera med kurvintegralerna lings axlarna. Vi bérjar med den
langs x-axeln

2
.5 (do.dy) =0,
0
eftersom dy = 0. Nu till den ldngs y-axeln
1 1
/ (0, ~y%) - (dz, dy) = _/ y*dy =1/3.
0 0

Kurvintegralen blir ddrmed 4 —1/3 = 11/3.

?7?. Losning: Lat » = r(t), med a < t < b, vara en parametrisering av . Vi
far

[ (Pl @

AP(x, y) dz + Q(z,y) dy‘ =

< [Pz, Q) 0 at.
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Cauchy-Schwarz olikhet ger oss

b b
[ 1P, Q) @) de < [ 1Py Qe (0] di

b
gM/ |7 (¢)| dt = ML

eftersom

16.3| Losning: Lat oss anvinda anvinda Greens formel. Vi har att

/F dr—// (aFQ—aFl> / (36 — 42? — 9y?) da: dy,

dar € dr den méngd som inneluts av . Denna dubbelintegral maximeras om vi
integrerar 6ver det omrade dir 36—4x2—9y? > 0. Ekvationen 36—422—9y% = 0
ar detsamma som

22 2

4=

9 4

och beskriver en ellips. Vi far darmed att v ges av
{x = 3cosf

y =2sin6

dar 0 < 6 < 27.

For att berdkna integralen genomfor vi variabelbytet z = 3rcosf och y =
2rsin § och anvénder att

Darmed ar

2 1
// (36 — 42% — 9y?) dx dy = 36/ / (1 —r?)6r drdf
Q o Jo

1 r r !
- 4327r/ r—r¥ydr=432n |- — T | =108m.
0

Losning: Via Greens formel far vi
Iz/(2xy—x2)d$+(3x+y)dy: // (3 — 2z) dzdy,
0 D
dir D = {(z,y) : 22 <y < Vo : 0 < 2 < 1}. Alltsi giller att

7
= 39 -
// z) dydr = 75
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Potentialer
Losning:
a) Visoker U : R? — R sidan att

{gg(a:,y) =sinx + xcosx + ye¥
L (w,y) = x(y + 1)

Fran andra ekvationen far vi
Uz,y) = wye? + g(z),

dér g ar en godtycklig deriverbar funktion. Derivation med avseende pa
X ger 0ss

ou

— =ye¥ +¢'(x).

5 = Ve’ T9(@)

Detta ger att g(x) = zsinz. Alltsa ges potentialen av
U(x,y) = zye? + xsinx

vilket visar att F' ar ett potentialfalt.

b) Eftersom F &r ett potentialfilt ges kurvintegralen av
/F-drzU(Tr,l)U(W,O) -
~ 2 2

Losning: Lat Q = {(z,y) : 2 + y? = 1,y > 0}. Randen till Q bestar av
v och 9 = {(¢,0) : =1 < ¢ < t}. Med hjalp av Greens formel har vi att

/(:Uy +In(2® + 1))dz + (4o + e’" + 3arctan y)dy
.

://9(4—33) dedy — [ Wn(1+ %) de + (14 4z) dy
Yo
:// 4dxdy—/1 (In(1 4 #%),1 +4t) - (1,0) dt
Q -1

1 1 1 2.[;2
:27r—2/ ln(l+t2)dt:27r—2{tln(1+t2)] +2
0

0 o 1+1¢2
1 1
=21 —2In2+14 1—— ) dt
Toemet /0< 1+t2>

1

= 27r—21n2+4—4[arctant] =7—2In2+4.
0

dt

Losning: Filtet ar konservativt i forsta kvadranten ty
0oQ orP Y 1 T

ox ay_(x+y)2_x+y+(az+y)2_
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Lat oss finna en potential U som uppfyller VU = (P, Q),

v _
oy z+vy

betyder att U(z,y) = zln(z + y) + ¢(x), for nagon funktion c. Vi far att
c(x) = 0 eftersom

ou x o
%—IH(JU‘HJ)‘Fm‘FC(l’)—P(%Z/)

Alltsa ar

T xT
1 + +)d + ——dy=U(2,0)-U(0,1) =2In2.
[ (et + =) dot Sy =U@2.0) - U0.1) =20

Flodesintegraler i R? och divergenssatsen

Losning: Vi anviander divergenssatsen och noterar att
divu = 3.

Lat N vara den utatriktade normalen till K, da galler att

J| uenas=[[[ sdrdya:

Lét oss inféra de nya variablerna u = x, v = v/2y och w = z. D4 giller

d(z,y, 2)

1
dudvdw = — dudvdw
d(u,v,w)

V2

/// dudvdw
u2+v2<Inw<1
\/> / (//u2+v2<lnw dUdU> dw

= — 7 Inw dw
il

377[ ]
= wlnw —w

dxdydz =

och

// 3dxdydz =

%\

[

S

1
3T

>

Losning: Lat Y vara funktionsytan x3 = f(x1,x2), dar

flx1,29) =1— a:% — x%

med
Dy = {(21,72) : 2% + 23 < 1}.
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Flodet ges av

@:// - NdS,
Y

ddr N ar den uppatriktade normalen och dS ar ytelementet.

Eftersom Y ar en funktionsyta sa géller att (z1,z2) kan anvindas som para-
metrar och

_ fél(xl’xQ) X fég(xlaxQ)
N, 22) = |fo, (1, 22) % fi (x1,22)]

vilket ger

NdS = f;l (.CCl, xz) X fglc2 (.CCl, xz) dridzy = (2371, 2:1:2, 1) dxyidxs.
Alltsé blir

d = // (331,932,2:5%) (221,29, 1) dr1dxy
a:%—&-x%gl
= 2// 23:% + CL’% dxidxo
x%Jra:%gl
2T 1
= 2/ (1 + cos? G)dG/ 3 dr
0 0

2 q 20 1
-9 (277 +/ +C0S’()d9> -
0 2 4

Losning: Lat Q = {(z,y,2) : 22 +y* + 22 < 1,2 2 0}, Y = {(z,y,2) :
22 +12+22=1,22 0} och Y; = {(z,9,2) : 2% + 3> < 1}

Divergensen av u ges av

divu =04+ 2x — 2z = 2z — 2z.
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Enligt divergenssatsen ges det sokta flodet av

//Y(u-N)dS:///Qdivudxdydz—//Yb(u.(0’07_1))(15
:2///Q(£E—Z)difdyder//waQ@de:ndy

V1-z2—y?
=—-2 / / zdzdx dy
z24+y2<1 J0

1
+f// (2% + y?) dx dy
2 r24+y2<1
:—// 1—22—y?dady
z2442<1
1
_|_,// (2® + %) dx dy
2 z24+y2<1

_3 2,2
2//362+y2<1(x +y°)dedy — 7

Losning: Enligt divergenssatsen ar

//QF-NdS:///Kdidexdydz
_ ///K (12 - 3(a® + 4? + 2%)) dadyds,

dér K har randen 2. Vi ser att virdet av denna integral maximeras da
K ={(z,y,2) e R3: 2% + 4> + 22 < 4}

eftersom integranden &r icke-negativ precis pa denna méangd.

Via poldra koordinater far vi virdet pa integralen till

2567

5

Stokes sats

Losning: Lat oss anvinda Stokes sats. Vi kan parametrisera ytan Y
innanfor cylindern mha

r(z,y) = (z,y,y° — 2?)
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pd méngden D = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}. Vi far nu

/F-dr:// rotF-NdS:// rot F - (1}, x ) dzdy
vy Y D

= /[ @0 e —2p 0 dvdy =2 [[ @y dudy
D $2+y2<1

27 1
:2/ / r3drdd = 7
o Jo
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