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Tentamen i kursen SF1674
Datum: 2024-06-04
Skrivtid: 08:00 — 13:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper, passare och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra poing. Betygsgrinserna &r

Betyg | A B C D E
Total poing | 27 24 21 18 14

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &dr vil presenterad och litt att folja. Det in-
nebér speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
1 ord eller symboler och att resonemangen ir vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Bestdm de tangentplan till ytan 2y +yz 422 = 1 som &r parallella med planet z + 2y + 2 =
3.

Losning: Ytan dr en nivayta till funktionen F'(z,y,2) = zy + yz + xz och didrmed ges
en normalvektor av tangentplanet i (z,vy, 2) av N(z,y,2) = (VF)(z,y,2) = (y + 2,z +
z,x +y). Vifaratt N(x,y, z) = k(1,2, 1) for ndgot k. Vi far ekvationssystemet

y+z=k
x4z =2k
r+y==kt

zy+yz+axz=1
Ekvation (2) - (1) ger att x — y = k som tillsammans med ekvation (3) gerattx = k,y = 0
och z = k. Ekvation (4) ger nu att k& = 1 vilket leder till punkterna +(1,0,1).
For (1,0, 1) far vi planet (1,2,1) - (z — 1,y,z — 1) =0 vilketdrz — 1 +2y+2—-1=0
ellerx + 2y + 2z — 2 = 0.

For —(1,0, 1) far vi planet —(1,2,1)-(z+1,y,2+1) = Ovilketdr -z —1—-2y—2—1=0
ellerz +2y+2+2=0.



2. Visa att integralen

// deleL'g
lz|<1 |‘T|a

ar konvergent om och endast om a < 2.

Losning: Integralen &r generaliserad vid origo. Médngderna
Be = {(21,20) e R®: e < 2| < 1}
for 0 < e < 1 dr alla kompakta och beskriver en uttommande svit av
{(a:l,arg) e R%: |z| < 1}

och integranden &r positiv och begrinsad pa varje B..

Vi nyttjar poldra koordinater och far

// dx1dxs / / drd@ /1 dr
e<|z|<1 ‘x|a € ret’

Integralen i hogerledet dr konvergent om och endast om @ — 1 < 1 vilket dr detsamma som
a < 2.

3. Berikna kurvintegralen
oy —ado+ G+ y)ay,
.

dér v dr den positivt orienterade randen till det begriansade omrade i forsta kvadranten som
begriinsas av kurvorna y = x2 och z = 32

Losning: Via Greens formel far vi

I:L(2xy—x2)dx+(3:c+y)dy://D(3—2x)d:cdy,

dir D = {(z,y) : 2? <y < /x : 0 <z < 1}. Alltsa giller att

1 NG 7
I= 3 — 20) dyde = —
| [ =2 s = 5

4. Bestidm det storsta virdet av sinz - siny - sin 2z da x, y, z r vinklarna i en triangel.

Losning: Vi vill optimera f(x,y,2) = sinx - siny - sin z under bivillkoret g(x,y, z) =
x4y + z =m, dir z,y, z alla dr icke-negativa. Observera att f(z,y, z) = 0 pa randen av
bivillkorsytan.



Lat oss nu undersoka inre punkter. En extrempunkt maste nu uppfylla
(V)(2,y,2) = A(Vg)(2,y, 2)

tillsammans med att g(z, y, z) = 7. Detta ger att
cosxsinysinz = A
sinzcosysinz = A
sinxsinycosz = A
rT+yt+z=m

som leder till att
COST  COSY  COSZ

sinz  siny sinz’
Notera att h(z) := cosx/sinx uppfyller att f'(z) = —1/sin?z < 0 och #r dirmed
injektiv. Alltsd maste ¥ = y = z = /3. Dirmed &r f(7/3,7/3,7/3) = 332 /8 ett globalt
maxvirde.

. Bestidm den generaliserade integralen

/ / dxdy
(x3y +1

dir Q = {(z,y) e R? : 2z > 1,2%y > 1}.

Losning: Notera att integranden &r positiv. Vi kan ddrmed nyttja itererad integration

/ / oy = {(s,1) = (=, ny), dsdt = z*dzdy}

(x3y +1)2
/ / ———dsdt
1—|—st
ARk —s<1+st>L g

°° 1
- /1 s3(1 + s) ds
Vi utfor partialbraksuppdelning
1 A+ Bs+ Cs? D
SA+s) 53 1
vilket geratt A = C' = 1och B = D = —1. Darmed &r

o) 1 e’} _ 2
/ —ds:/ l—s+s 1 s
1 31+ s) 1 53 1+s
1 1 <
= {———{— +Ins—In(1l+ )}

2
2s 1

=In2—1/2.




6. Lat F(z,y,2) = (4o — 23 + 1,4y — y3,42 — 23 — 3x). Bestdm den slutna och begrinsade
yta som maximerar flodesintegralen

//QF~NdS.

Betim dven flodet.

Losning: Enligt divergenssatsen dr

//QF-NdS _ ///Kdidexdydz
_ ///K (12 — 3(22 + % + 2%)) dadydz,

dir K har randen €2. Vi ser att virdet av denna integral maximeras da
K ={(z,y,2) e R®: 2” +¢* + 2> < 4}
eftersom integranden &r icke-negativ precis pa denna méngd.

Via polara koordinater far vi virdet pa integralen till
256w

5

7. Beriikna volymen av det omrdde i R® som definieras genom 2zyz < 1,0 < x < 1,
0<y<loch0<Lz<1.
Losning: Volymen V' ges av 1 — u(£2), dédr
Q={(r,y,2)  20y2>1:0<2<1,0<y<1,0<2<1}

och £(€2) beskriver volymen av . Vi far

1 1 1
w(Q2) :/ / / dxdydz
172 J1/22 J1/2y2
1 1 1
S
1/2 J1/22 2yz
! 11 1
= 1——+ —In{— d
/1/2( 2z+22 n(Zz)) :

med hjilp av variabelbytet t = 1/22 far vi vérdet
1 In2 (In2)’

2 2 4



8. Bestim alla funktioner av formen u(x,y) = f(y/z) som uppfyller

for x > 0.

Fiisning: Vi borjar med att berikna u), = f'(y/x)(—y/x*) och u;, = f'(y/x)/x. Dirmed

ar )
wo_ gn y)y_ ,(g>2_y
U = f <$ x4+f x/ x3
och ]
"o el g -
tyy =1 (:c) 2
Alltsa giller att
0 = 2?(uy, +uy,) = f'(6)(1+ ) + f'(t)2,
dirt = y/x.

Nu kan vi utnyttja att f”(¢)(1 + ¢*) + f/(¢)2t = 0 dr detsamma som

d

$ (e ) =o

vilket ger att f'(t) = D/(1 + t?), for ndgon konstant D och
f(t) = Darctant + E.

Alltsa dr u(z,y) = Darctan  + E, dir D, E € R.



