by

N ek
£KTH %

VETENSKAP
28 OCH KONST 2%

s

Tentamen i kursen SF1674
Datum: 2023-06-07
Skrivtid: 08:00 — 13:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper, passare och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Betygsgrinserna &r

Betyg | A B C D E
Total poing | 28 25 22 19 16

For full podng pa en uppgift krdavs att I6sningen ar vil presenterad och litt att f6lja. Det in-
nebir speciellt att inférda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
i ord eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Beriikna det storsta virdet som uttrycket xy+/z kan anta da z, y och z ér positiva tal och
r+y—+z=1

Losning: Lat oss anvinda oss av Lagranges multiplikatormetod. Lét f(x,y, 2) = zy/z
och g(z,y,2) = x + y + z. Vi soker 16sningar till

{(Vf)(a:,y, 2) = (V) (., 2)
g(l‘7 y’ z) = 1
vilket ar detsamma som

yvz = A

Tz = A

xy/2vz = A

r+y+z=1

Vi ser fran de tva Oversta ekvationerna att

T=y=X\Vz



och insatt i 6vriga ekvationer far vi

A\ = 223/
z=1-2)\//z.
V1 har att
z=1—-4z
ochdidrmeddrz =1/50chz =y = (1 —2)/2 =2/5.

Dirmed ir det storsta virdet f(2/5,2/5,1/5) = 41/5/125. Att detta virde ir ett maximum
foljer av att f(x,y, z) = 0 pa randen.

. Skédrningen mellan ellipsoiden
207 +y° + 2% =4

och planet
T—y+2z=2

dr en ellips i rummet. Bestidm en tangentvektor for denna ellips i punkten (1,1, 1).

Losning: En tangentvektor for denna ellips maste vara ortogonal mot bade planet och ellip-
soiden. Planet har 6verallt normalvektorn n; = (1, —1,2) och ellipsoiden har i den angivna
punkten normalvektorn ny = (4,2, 2). Tangentvektorn for ellipsen i punkten (1,1, 1) blir
dirfor ny X ny = (6, —6, —6). Vi kan exempelvis svara med tangentvektorn (1, —1, —1).

. Berikna

T T
ln(:c+y)+—) dx + dy,
L( T —+y r+y

dér v dr den del av ellipsen 2% + 4y? = 4 som gar frén (0, 1) till (2,0) i forsta kvadranten.

Losning: Filtet dr konservativt i forsta kvadranten ty

oQ orP  y 1 x

ox 8y_(x+y)2_x+y+(x+y)2_

Lat oss finna en potential U som uppfyller VU = (P, Q),

(9_U_ x
oy x+y

betyder att U(z,y) = xIn(z +y) + c(z), for ndgon funktion c. Vi far att ¢(x) = 0 eftersom

ou

T
—1 —— 4+ (x) = P(z,y).
5y =Inle 1)+ =+ d(w) = Plr.y)
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Alltsa ar

[y (1n(x+y) + xL—Fy) d

Tty

$+Ldy:U(2,O)—

U(0,1) =2In2.

4. Givet en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion u = u(x, y). Transformera uttrycket

5, 0%u
x —_—

0x?

0*u N ,0*u
yaxay Y 0y?

genom att infora de nya variablerna

{sz

t=Inz+Iny.

—Inzx+1Iny

Losning: Lat u(z,y) = f(T(x,y)), dér (s,t) = T(x,y) dr

uppgiften. Vi fa da

avbildningen som beskrivs 1

ou 8f63 8f8t 8_f+8f
Or  Osdx  Otdr os Ot)’
och
AP _ a0 (1 (08 O1\Y_0F 01 04 0 P
or2 Ox Js Ot ds Ot 0s? 0sOt Ot
Pa liknande vis far vi
2 2 2 2
gt _Of _Of Pf 00
0y? 0s Ot 0s? 0sot — Ot?
och
0%u o*f o*f
—2xy — .
8m8y 0s? ot?
Alltsa far vi tillsammans
0%u 0%u 0?u of  0*f
z? — 2 2 = 20— 44—,
o2~ “ozay TV op o T os
5. Avgor om integralen
-y
d d
/ / @+yp Y

dir D = {(z,y) € R? : z > 0,y > 0} 4r konvergent.
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Losning: Vi kan studera integralen pa var sin sida av diagonalen y = x. Lat forst D; =
{(z,y) : x>y > 0}- Vi far

. /4 00 6 o 9
Ty cos sin
= dr df
//171 (x +y)? da:dy /0 /0 r(cosf + sin 0)3 "
/"O dr /“/4 cos@ —sin @
= — - do
o 1T Jo (cos@-+sing)3

Den forsta integralen hér dr divergent och den andra integralen &r dndlig eftersom funktio-
nen dr kontinuerlig och intervallet dr kompakt.

Alltsa dr integralen divergent.

. Beriikna volymen av det begriinsade omréde som bildas mellan paraboloiden z = 22+ 51>
och konen 22 = 222 + 512,

Losning: Skirningen mellan ytorna ges av z(z — 1) = 0. Alltsa ges volymen V" av

\/ 2x2+5y2
V= / / / dz | dxdy
222 4+5y2<1 2224512
— // <\/2x2 + 5y2 — (22% + 5y2)> dxdy
2x2+5y2<1

Lat oss utfora variabelbytet

som ger att

Vi far

/ / d 40— 27 {7"3 7“4} ! 7T
r—1?)——dr — === =
\/_ 3 4 0 6\/1_0
. Lat F(x,y) = (2%y + y® + 2 — 12y, 242 — y* — 2® — 6zy?). Maximera kurvinteralen

/F-dr,
N

over alla enkla, slutna, kontinuerligt deriverbar kurvor v som innehaller origo och ge-
nomlops moturs. Bestdm kurvan  och kurvintegralens maximala vérde.
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Losning: Lat oss anvinda anvinda Greens formel. Vi har att

oF, 0F;
F~dr://(———):// 36 — 42® — 9y?) dx dy,
A N\ oy Q( y°) dz dy

dér 2 dr den mingd som inneluts av . Denna dubbelintegral maximeras om vi integrerar
over det omréde dir 36 — 422 — 9y? > 0. Ekvationen 36 — 422 — 9y? = 0 ir detsamma

SOm 9 9
T Y
I A
9 "1

och beskriver en ellips. Vi far ddrmed att  ges av

z = 3cosb
y = 2sinf
diar 0 < 6 < 27.

For att berdkna integralen genomfor vi variabelbytet z = 3rcosf och y = 2rsinf och
anvinder att

Dirmed ar

2 1
//(36—4x2—9y2)d1:dy:36/ / (1 — r)6r dr d
Q 0 0

1
= 43277/ (r —r®)dr = 4327 {
0

N

r
2

. L4t Y vara en kompakt yta i R? och 14t r: D — Y och z: E — Y vara tva bijektiva
parameterframstillningar av Y av klass C'!. Definiera vad som menas med arean av Y och
visa att definitionen dr oberoende av parameterframstéllning.

// [7(s,t) x ri(s,t)| dsdt.
D

Lat T : E — D vara den bijektiva avbildningen som &r sadan att (s,t) = T(u,v) =
(Ty(u,v), Ta(u,v)) och r(s,t) = r(T(u,v)) = z(u,v).

Enligt kedjeregeln far vi

Losning: Arean ges av

0 0s ot
’ . _ ! /
xu(uv U) - 8U (T(Sa t)) (Ts au + Tt au>



och

o0 (oot
o) = o 0s.0) = (M50 i3 ).

Vi har nu att

R T,@—I—T/ﬁ « T‘,%—}—T‘/ﬁ
v v\ Ufou tou 5 ov tou

_osot,, ., Otds,

- %%(rs X Tt) + au av (rt
Jdsot otos\,,
= (oo - ) 0xr)

X 1)

Judv Oudv) " °*
_ d<57 t) / ’
- d(u, U) (7’5 X Tt)
vilket ger
d(s,t
) = | .
Alltsa giller att

d(s,t
(5.1) 17l x 7| dudv = // |7l x r}| dsdt,
d(ua U) D

// |xLxx;|dudv://
E E

vilket skulle visas.

Ténk igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gar. Lycka till!



