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Tentamen i kursen SF1674
Datum: 2023-03-17
Skrivtid: 08:00 — 13:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper, passare och penna
Examinator: Tomas Ekholm, 0735587429

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Betygsgrinserna &r

Betyg | A B C D E
Total poing | 28 25 22 19 16

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &dr vil presenterad och Iétt att folja. Det in-
nebér speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
1 ord eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Lat f(x,y,2) = 22 + yz.

(a) Bestidm riktningsderivatan till f i punkten (1,1, 1) i riktningen mot punkten (3, 3, 2).

(b) T vilken riktning fran punkten (1, 1,1) véxer f snabbast och hur stor &r tillvixten i
denna riktning?

Losning:

(a) Vi far att
(VI)(w,y,2) = (27, 2,y).
En enhetsvektor i fran (1,1,1) mot (3,3,2) gesavv = 1/3-(2,2,1).
Alltsa dr
110 = (VAL 1L,1) - 0= (2,1,1) - v =7/3.

(b) Funktionen f vixer snabbast i gradientens riktning. Alltsé i riktningen (V f)(1,1,1) =
(2,1,1). Vi har att tillvixten i denna riktning &r

f’l,l,(17 L, 1) = |(Vf>(1, L, 1)' = |(27 L 1)| = \/67
diru =1/v6-(2,1,1).



2. Visa att funktionen
£ ) 4y + 3
T,Y) = ————
SN =R

har ett storsta och minsta virde pa R? och bestim dessa virden.

Losning: Forst kan vi konstatera att

4rsin@ + 3
1472

4r + 3
1472

— 0,

4y + 3
1+ 22+ 92

<

da (x,y) — oo. Alltsa kan vi for varje ¢ > 0 finna ett R sadant att | f(z,y) — 0| < ¢ for att
(x,) som uppfyller att z* + y? > R.

Vi ser att f dr deriverbar 6verallt och kan dirfor endast anta storsta och minsta virde i en
inre punkt om punkten &r en stationér punkt. Vi soker dessa:

222
fl//(l', y) = A (1:3;62)+;21/)(24y+3) =0

vilket dr detsamma som
r(4y+3)=0
24222 -2y -3y =10

Forsta ekvationen ger tva fall, antingen &r x = 0 eller y = —3/4.

Fallet di # = 0. Andra ekvationen ger att 2 — 2> — 3y = 0, vilket har 16sningarna y = 1/2
och y = —2. Vi fér punkterna (0, 1/2) och (0, —2) som ger kandidaterna f(0,1/2) = 4
och f(0,—-2) = —1.

Fallet dd y = —3/4. Andra ekvationen blir d& 2% + 25/16 = 0 vilket dr orimligt.

Alltsa dr 4 och —1 det storsta respektive minsta virdet for f.

3. Visa att ekvationen 2% + 3® + 2% + y = 0 i en omgivning av (0, 0) entydigt definierar en
funktion y = f(z). Bestdam f”(0) och visa att z = 0 dr en lokal maxpunkt for f. Ni kan
anta att f dr odndligt deriverbar.

Losning: Bilda funktionen F'(z,y) = 2° 4+ ® + 2* + y. Eftersom F} (x,y) = 6y° 4 1 och
F;(0,0) = 1 # 0 sé finns det en unik funktion y = f(z) sddan att F'(z, f(z)) = Oien
omgivning av (0, 0). Via implicit derivering av

0= F(z, f(x)) = 2° + f(2)° +2* + f(z)

far vi
62° + 6f(x)° f'(x) + 22 + f'(x) = 0



och eftersom f(0) = 0 sa blir f’(0) = 0. Ytterligare implicit derivering ger

302" + 30 (2)" f'(2)* + 6f(2)° f"(x) + 2+ f"(2) = 0

och f”(0) = —2. Detta visar att = = 0 4r en stationér punkt och en lokal maxpunkt till f.

. Berikna volymen av det omradet

Q={(2,9,2) €R*:y>0,2>0,0—y+2<1,22+y <1}

Losning: Viseratt0 < z <1 —x + v, 0<y<1—x2och—1<x<1Vilketgeratt

V= /// da:dydz-/_l/ /1 xﬂdzdyd:v—/_l/ (1—2z+y)dydx
:/ {l—xyjty;I md:r;—/l((l—x)(l—$)+¥>dx

1
/ (3/2—x—22+=x +x4/2)dw—/ (3 — 42? + 2%) dx
0

1
[Sx —42° /3 + x5/5} =3-4/3+1/5=28/15.
0

. Bestdm den 16sning till differentialekvationen
(z+y)fo(2,y) + (x —y) fy(z,y) =0,

dir = > y, som uppfyller att f(z,0) = e”’, genom att nyttja variabelbytet

u=a?—1y>— 2y
v=1y

Losning: Lat g vara den funktion som uppfyller f(z,y) = g(u,v) = g(u(z,y),v(z,y)).
Enligt kedjeregeln

9f __ 9g Ou dg Ov _ dg
{Bw 8u8x+8v8x _2($ y)8u7

of 99 9 99 0
9y — duoy Tovoy = Z(x—i—y) +_-

Alltsa har vi
of of g Jg . 0g
(x+y)%+(fli y)a—y—2(x+y)(w y)au 2(x y)(x+y)au+(w y)8U
_ 99 _
_<x_y)av_07



och dédrmed ér g(u,v) = h(u), for ndgon funktion h. Lét oss aterfora problemet till ur-
sprungsvariablerna

fz.y) = g(u,v) = h(u) = h(z* — y* — 2ay).

Begynnelsevillkoret ger att f(z,0) = h(z?) = ¢*". Alltsa ges 16sningen av

fla,y) =" v,

6. (a) Lat U vara en potential till vektorfiltet I : R? — R? och lat + vara en kurva i R2.
Visa att

/F Cdr = U(b) — Ula),

Y
dér a och b ar start- och slutpunkt for .

(b) L&t vy vara den del av kurvan 22 + y* = 1 som uppfyller att y > 0 och orienterad frin
(1,0) till (—1,0). Bestdm vérdet av

/(:cy +In(2® + 1))dz + (42 + ¢¥” + 3arctan y)dy.
ol

Losning:

(a) Se boken.

(b) Lat Q = {(z,y) : 2 + y* = 1,y > 0}. Randen till 2 bestér av v och v = {(¢,0) :
—1 <t < t}. Med hjilp av Greens formel har vi att

/(xy +1In(2? 4 1))dz + (42 + ¥ + 3arctan y)dy
o

://9(4—:;;) dxdy—/oln(1+x2)dx+(1+4x)dy
://Q4dxdy—/ll(ln(1+t2),1—|—4t)-(1,O)dt

1 1 1 2t2
:27T—2/ln(1+t2)dt:2ﬂ—2tln(1+t2) +2/ dt
0 0 o 1+t

! 1
:27T—21n2—|—4/ 1-— dt
0 1+¢2

1

:27T—21n2+4—4{arctant} =7—2In2+4.
0




7. Beriikna flodet av vektorfiltet u(z,y, z) = (¢¥%, 2xy — e*, 2% — 2?) upp genom halvsfiren
2?2 +y? 4+ 22 =1,ddr z > 0.

Losning: Lt Q = {(z,y,2) 1 2> + 1 + 22 < 1,2 > 0}, Y = {(z,y,2) : 2® + y* + 22 =

1,z>0}ochY, = {(z,y,2) : 2> + y* < 1}.

Divergensen av u ges av

divu=0+4+ 22 — 2z =22 — 22.

Enligt divergenssatsen ges det sokta flodet av

// (u-N)dS:/// divud:vdydz—// (u-(0,0,—1))dS
Y Q 1
—2///(x—z)dxdydz+// 2* dx dy
Q z2+92<1
/1756273/2
= — 2// / zdzdz dy
z24y2<1 J0
1
+—// (2% 4+ v?) dx dy
2 $2+y2§1
:—// 1—2? —y*dady
z249y2<1
1
+—// (2° 4+ y?) d dy
2 $2+y2<1
3
:—// (2 + oy} dody — 7
x2492<1

/ /rdrd@—ﬂ

Svar: —7 /4.

8. L&ty vara en C''-kurva av éndlig lingd och F' = (P, Q) vara ett C''-filt. Visa att

N

dir L dr langden av vy och

M = max /P(z,y)? + Q(z,y)>

(z,y)€y



Losning: Lat r = r(t), med a < t < b, vara en parametrisering av ~y. Vi far

/ (P(x,y), Q) - (1) dt

/P@wﬁm+Q@wM4=

~

< [ 1P Q) () de.

Cauchy-Schwarz olikhet ger oss
b b
| 1P Q) @) dt < [ 1P, Q)] (0 d
a a b
gM/WWﬁ:ML

eftersom

L— /ab|r’(t)] dt.

Ténk igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gar. Lycka till!



