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Tentamen i kursen SF1674
Datum: 2022-06-08
Skrivtid: 14:00 — 19:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper, passare och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Betygsgrinserna &r

Betyg | A B C D E
Total poing | 28 25 22 19 16

For full podng pa en uppgift krdavs att I6sningen ar vil presenterad och litt att f6lja. Det in-
nebir speciellt att inférda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
i ord eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Berdkna foljande grinsvérden eller forklara varfor de inte existerar
(a) | ,
1
g 1L [
20 |z|2 4+ 212273
dir z = (x1, 9, 23),
(b)
22y?
im —
()~ (0,0) 22 + y*

Losning:

(a) Fran standardgriansvérdet

In(1+¢
t—0 t
far vi | ) 1 2
1 1 1
T Gl i i T el L T —1,
z—0 |.CE|2 + T1T9T3 z—0 |l‘|2 z—0 1 + 12223

||



da z — 0, eftersom

T1T273

0 < lim

= limr ‘Cosgpsina,osin2 0 cos 9! <limr =0
z—0 r—0 r—0

[
(b) Latx =y = t, da far vi att for t # 0,
x2y? tt 1 1
_— = = - — -,
20+ 3t 3 3
ddt — 0. Men om x = s och y = 0, sa foljer att for s # 0,
w2yy?
——=0—0
24 +y4 )

da s — 0. Alltsd existerar inte griansvérdet.

2. Visa att ekvationen
sin(zxy) —In(x +y) =0

lokalt kring punkten (0, 1) definierar y som en kontinuerligt deriverbar funktion av x och
berikna

dy

Losning: Bilda F'(z,y) = sin(zy) — In(x + y).
Forst konstaterar vi att F'(0, 1) = 0, vilket sdger att (0, 1) ligger pa ytan.

Vi ser att .

r+y’
och didrmed att F;(0,1) = —1 # 0. Alltsd kan vi 16sa ut y = y(x) i en omgivning till
punkten (0, 1).

F;(a:, y) = xcos(zy) —

Eftersom F'(z,y(z)) = 0 sa giller att

d
- (Fla,y(2))) = Fi(z,y(x)) + Fy(z,y(2))y'(z) = 0
och didrmed (e, y(e)
/ 1 T, y\r
y'(z) = —
©) =B y@)
Vi har att F{ (2, y) = y cos(zy) — .5, och Fy(z,y) = 2 cos(vy) — o4
Alltsa ( ) oy) -1
T+ cos(xy) —
() = LTt wlycos(oy) =1
(x 4+ y)z cos(zy) — 1
och diarmed

y'(0) =0.



. Beridkna
// 221 — 22 — y2 dzdy
D

dir
D={(z,y):x>0,y>02"+y> <1}.

Loésning: Vi nyttjar polidra koordinater och far

w/2 pl
// 221 — 22 — y2 dady :/ / r? cos® Ov/'1 — r2r drdf
D 0 0
w/2 1
:/ cos20d0~/ V1 —r2dr
0

0

Den forsta integralen 16ses exempelvis med hjilp av cos 20 = 2 cos? 6 — 1, vilket ger

/2 w/2 1 20
/ COSQGdH:/ jLCid@zz.

Den andra integralen 16ses genom variabelbytet = sin (,

1 /2
/ V1 —r2dr = / sin® o cos? @ dyp
0 0

/2
= / (1 — cos® @) cos® psin @ dyp
0

_ {cos3 ©  cos’ go] /2

3 5
=1/3—1/5=2/15.

0

Tillsammans blir det

// v*\/1 — 22 — y2 dady = 7/30.
D

. Los den partiella differentialekvationen

Pf , PF O

- =1
0xr?  0x0dy oy?

Y

genom att infora de nya variablerna u = = + ay och v = x + [y. Ange svaret i de

ursprungliga variablerna x och y.



Losning: Lat f(x,y) = g(u,v). Vi far att
6f Gg ou 8g ov @ @
Or  Oudr  Ovdr Ou  Ov

och
0 f 89 ou 89 v . @ N @
dy  Oudy vy ou ov’

Vi forsitter for att fa uttrycken for andraderivatorna:

0? 0 0 0 0 0? 0? 0?
f< )(g+g) 9,599 09

922 \ouTa0)\ouTa0) T o2 “ouoe T a0

o2 f o a\/ g L% P2g 0%
I (02452 (oY 99 49
1 (O‘aqﬁﬁa)( oGy + 05, ) oz T2 500 TP G

och

82 f o 0 dg g 82g 8%
S (I Y (P L) NN
920y <8u+6’v) <&8u+68v> Gz T2+ P50, 8?}2
Tillsammans blir det
(1+a—06a%)g,, + (14 6—66%)g,, +2(1+a+ 5 —6af)g,, = 1.

Ekvationen
l+a—6a>=0

har I6sningarna oy = 1/2 och @y = —1/3. Om vi later « = 1/2 och § = —1/3 sé far vi

g, = 6/25.
Alltsa ar 6
uv
g(u,v) = o5 + Ci(u) + Ca(v),

dir 01, 02 S 02.
Uttryckt i z och y far vi

6(z +y/2)(z —y/3)
25

fx,y) = + Ci(x +y/2) + Co(x — y/3).

. Bestdm det minsta virdet av
i e

dﬁ$1—$2+21‘3—1’4:1.



Losning: Bilda f(r) = 2? + 22 + 22 + 22 och G(z) = z1 — x5 + 223 — x4. Vi soker alltsd
minsta virdet av f under bivillkoret G(z) = 1.

Vi kan omformulera problemet till att soka efter = sadana att
(V)(z) = AMVG)(x),

for nagot \. Detta leder till ekvationssystemet

(2:51 =

209 = —A

223 = 2\

2ry = —A
\xl—x2—|—2x3—x4:1

Alltsé ar Lo — —T1, T3 = 21’1 och Ty = —T1 och

ZEl—$2+2$3—I’4:(E1+ZE1+4ZE1+1’1:7ZL‘1:1.

Alltsa géller att
ry =1/7
Ty = —1/7
x3 =2/7
xy=—1/7

och ddrmed &r en kandidat f(1/7,—1/7,2/7,—1/7) = 7/7* = 1/7.

Eftersom f kan anta godtyckligt stora virden, exempelvis ldngs linjen z = (1 +¢,¢,0,0),
da t — oo och dr icke-negativ, sa dr var kandidat ett minsta vérde.

(a) Definiera vad som menas med riktningsderivata.

(b) Visa att gradienten av en funktion pekar i den riktning dir funktionen véxer snabbast.
Losning: Se boken.

. Beriikna flodet av vektorfiltet u(xy, o, 3) = (71, 22, 22%) upp genom paraboloiden x5 =
1 —a? — 22, dir z3 > 0.
Losning: Lat Y vara funktionsytan x5 = f (1, z2), ddr

flxy,z0) =1— 22 — a3

med
Dy = {(z1,72) : 27 + 23 < 1}.
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Flodet ges av

://u-NdS,
Y

dédr N &r den uppatriktade normalen och dS dr ytelementet.

Eftersom Y dr en funktionsyta sa giller att (x1, z2) kan anvéndas som parametrar och

N(fl,l’g) § (371,132> X ;22(%1,1’2)

(ml, Ta) X f;f;Q(ﬂUla To)|

vilket ger

NdS = ffi"l (.Tl, l’g) X ;2 (ZE17 Iz) dl’ldfﬁg = (21’1, 2.T2, ].) dl’ld.fz.
Alltsa blir

d = // (1, xo, 2:10%) (21, 229, 1) dz1day
z2+23<1

1 >
=2 // 222 + 2 do,dr,
x%+x§§1

2m 1
:2/ (1—|—c0829)d9/ r3dr
0 0
2T 1 4 cos(26)
aors [T ISR

. Undersok om den generaliserade dubbelintegralen
x? + y?
dxd
R

Q={(z,y) eR*: 2’ + ¢y’ <1,2> 0,y >0}.

ar konvergent, dar

Losning: Vi konstaterar att integralen ér generaliserad vid hela sin rand. Lat oss bilda
Q. = {(rcosf,rsinf) eR*:e <r<l-ee<l<m/2—¢}.

Da giller att f definierad som

2 + 2
flz,y) = \/xy(lx_ xzy_ y2)
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ar kontinuerlig och positiv pa §2. och 2. dr kompakt sadan att for varje kompakt delmzngd
K C Q) giller att det existerar € sddant att K C (..

Lat K vara en kompakt delméngd av (2 och lat € vara sddant att K C {2.. Da giller att

x? + 52 z? + 32
<
//K\/xy(l—x? dxdy < // \/xyl—:c2 >dxdy
w/2—€ -
- / / \/cos@sin@ 1— r2)7"d7"d9

rdr

w/2—¢
/ Vi cos@sm / 1— r2

Av symmetriskél &dr

w/2—€ 9 d@
7 _9 S —
/g v/ cosfsin 6 /g v/ cos @ sin 6

och denna integral dr konvergent eftersom den kan jamforas med

w/4 A6
VO
ty
1 7
\/cosfsme _ : 1
7 V cos 6 sin 6
dao — 0.

Den andra integralen kan beriknas enligt foljande

l—e

—:Ci—rrz: [—M]le:—\/e(2—6)+\/1—52—>1,

dae — 0.

Alltsa dr integralen konvergent.

Téank igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gar. Lycka till!



