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Tentamen i kursen SF1674 Flervariabelanalys
Datum: 2022-03-18
Skrivtid: 8:00 — 13:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Betygsgrinserna &r

Betyg | A B C D E
Total poidng | 28 25 22 19 16

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och litt att folja. Det
innebér speciellt att inforda beteckningar introduceras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
1 ord eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

1. Lat f(x,y,2) = zy + e¥* + z.

(a) Bestdm derivatan av f i punkten (3, 1,0) lings enhetsvektorn v = (a, b, ¢).

(b) Hur ska v viljas for att derivatan skall bli sa stor som mojligt?

Losning: Gradienten ges av
(VI y,2) = (y,x + ze", ye*” + 1)

och speciellt

(V£)(3,1,0) = (1,3,2).
Derivatan i riktningen av v = (a, b, ¢) &r
f2(3,1,0) = (Vf)(3,1,0) - (a,b,c) = (1,3,2) - (a,b,¢) = a + 3b+ 2c.
Riktningsderivatan dr maximerad i gradientens riktning, alltsa da

(1,3,2) (1,3,2)

v = = )
VI+32+22 /14




2. Finn alla lokala max- och minpunkter till funktionen
fla,y) =" +y* = 3In(l + ay),

daz > 0ochy > 0.

Losning: Vi soker stationdra punkter:

3y _2x+2x2y—3y_
l+ay 1+ zy N

file.y) = 2 - 0

och
3r  2y+4 2wy’ —3u

_1+:Uy_ 1+ 2y

fo(w,y) =2y
Alltsd har vi 22 — % = 0 eller = y. Insatt i férsta ekvationen ger
27 +22° — 3r = (22 —1) =0

vilket betyder (z,y) = (1/v/2,1/+/2) som enda stationzra punkt. Fér att veta om detta ir
en extrempunkt sa bestimmer vi den kvadratiska delen av Taylors formel i den stationéra
punkten.

(2+4zy)(1 +zy) — 2z +22%y — 3y)y 2+ 4oy + 22°y* + 3y°

f// — —

- (1+zy)? (14 zy)?

g (2422) (1 +zy) — 2y + 22y — 3x)r 2+ day + 22%y? + 3a?
fyy - (1+ zy)? - (14 zy)?

y (222 =3)(1+ay) — 2o+ 22%y — 3y)r 3
fou = R Rk

Ovanstaende resultat 4r i linje med att f dr symmetrisk i z och y.

Den kvadratiska formen i (1/v/2,1/1/2) ges da av

QU k) = 5 (f1(U/VE VRN + 202, (V21 VDRE + f1,(1/v/2,1/V2)R?)

8, 8 8
“h? — Zhk + 2k
(3 3" T3 )

(h* — hk + k?) = g ((h — k/2)* + 3k*/4) > 0,

Wk N~ N =

da (h, k) # (0,0). Eftersom kvadratiska formen dr positivt definit har f ett lokalt minimum
i (1/4/2,1/4/2), vilket #r den enda lokala extrempunkten som finns.



3. Los den partiella differentialekvationen

10f 10f

som uppfyller att f(u,u) = 2u?, genom att infora de nya variablerna s = 2% + y? och
t=a2%— %

Losning: Enligt kedjeregeln far vi

of ofos ofot _ Of of
or 858x+ 8tax_2$83+2x8t

of _ofos ofot _, of . Of
ay  dsoy  otoy Yos Vo

Alltsa ar
10f 10f 1 of of 1 of of af
L D 2=t — S (=t — 2L | =4 = 1.
rO0x yOoy x(xas—i—xat Yy Yos ~ Vot ot
Vi far
of _ 1
ot 4
och ; ) )
x J—
f=7+9(s) = 4y +9(2® + 7).

for ndgon C''-funktion g. Randvillkoret f(u,u) = 2u® ger att g(s) = s och

2

2
22—y
flz,y) = — + 2 + .

Verifiera din 16sning!

4. Berikna

// xy dxdy
Q

Q={(z,y) 12 +y* <1, 0<y—z<1 y>0}

dar

Losning: Omradet kan delas upp i tva delar ), och Qs



Integralen Gver (); ges av

0 1+ 0 1 2 1
/x(/ ydy>dx:/ s+ o)f dr = -
-1 0 -1 2 2

och over (); genom polirt koordinatbyte

/2

1 1 7'('/2 1
/ rgsinﬁcosﬁdrdez—/ sinfcosfdf = -
w/4 JO 4 /4 4

Alltsa ar

1 1 3—2 1
//Qxydxdy—//lzydzdy—l—//zzrydxdy——ﬂ—i—l—(j_W_E,

. Bestdm kurvintegralen
/ w - dr,
.

dér u(x,y) = (—zy, 2> — y?) och kurvan ~ ir den del av ellipsen x* + 4y? = 4 som ligger

1 forsta kvadranten orienterat moturs.

Losning (Alt 1): Lat r(0) = (2cos#,sinf), dir 0 < § < 7/2 vara en parametrisering av

7. Vi har da att r'(0) = (—2sin 6, cos @) och

/2
/u~ dr = / (—2cosfsin®, 4cos* @ — sin?0) - (—2sin b, cos §) df
o 0

/2
(4cosBsin® @ + 4 cos® O — cos O sin” ) df

/2
cos 0(3sin® § + 4(1 — sin®0)) do

/2

cos (4 — sin” ) df.

I
S— — S—



Hir kan vi anvidnda variabelbytet ¢ = sin 6 och far

w/2 1
/ cos9(4—sin20)d0:/ (4—t)dt=4—-1/3=11/3.
0 0

Losning (Alt 2): Lat oss sluta till kurvan lings med axlarna. Lat
D=(z,y):x>0,y>0 2°+4y° <4.

Enligt Greens formel far vi

1 pr/2
/ u'dr:// 3xd:cdy:3/ / 2r cos 62r dfdr = 4.
oD D 0o Jo

Vi maste kompensera med kurvintegralerna langs axlarna. Vi borjar med den ldngs z-axeln

/0 (0,4%) - (da, dy) = 0,

eftersom dy = 0. Nu till den lings y-axeln

/01(0, —y?) - (dz,dy) = — /01y2 dy = 1/3.

Kurvintegralen blir ddrmed 4 — 1/3 = 11/3.

(a) Definiera vad som menas med att f : R? — R ir differentierbar i en punkt a € R

(b) Visa genom anviindning av definitionen att f(z,y) = z%y ir differentierbar i punkten
(1,1). Det ér alltsd inte mojligt att argumentera att f dr av klass C' och dirmed
differentierbar.

Losning: Vi sédger att f dr differentierbar i @ om det finns reella konstanter A, Ag, ..., A,
och en funktion p : R" — R sadana att

dir p(h) — 0,da h — 0.
For att visa att f(x,y) = z?y #r differentierbar i punkten (1, 1) bildar vi bildar vi

FA+h,1+hg) — f(1,1) = (14 hy)*(1+hy) — 1
= 2hy + hi + hy + 2hihy + hihy
h2 + 2hihy + h2hy
Al

= 2hy + hy + |1



Alltsa ar

h? + 2hihy + h3hs
lp(h)| = | =
Al

< ‘TCOSZ(9+2TCOSHSin9+T2 coszﬁsin9|
<r|3+4+rl =0,

dar — 0.

7. Berikna flodet av vektorfiltet u(z,y, z) = (z + €Y, 1,22 + sin x) ut genom det begrinsade
omradet

K = {(:v,y, z) €R?: e 2 <z< e}.
Losning: Vi anvinder divergenssatsen och noterar att
divu = 3.

Lat NV vara den utatriktade normalen till /', da giller att

J wwas = [[[ sasdya

Lat oss infora de nya variablerna u = z, v = /2y och w = 2. D4 giller

d(z,y,2)

dudvdw = i dudvdw
(u,v,w)

V2

3
3dxdydz = — /// dudvdw
\///I; v \/§ u2+v2<lnw<1l
3 /e (// )
= — dudv | dw
\/§ 1 u2+v2<lnw

3 /e
= — 7 Inwdw
V2 4

= 3—7r{wlnw—wr
V2 1

_37r

V2

drdydz = ‘

och

8. Bestim det minsta avstandet frén ellipsoiden 422 + y? + 2% = 4 till planet x + y + z = 6.

Losning: Bilda F'(z,y, z) = 42 + y? + 2% — 4. Ellipsoiden #r d& nivaytan F'(z,y, z) = 0.
Gradienten V F' pekar alltsa ortogonalt mot tangentplanet till F' i varje punkt (z,y, z) som

6



uppfyller F'(x,y, z) = 0. Speciellt giller att det minsta avstandet fran ellipsoiden till planet
maste gd i riktningen som dr gradienten V F och planets normal (1,1, 1). Alltsa giller att

VFE =X1,1,1),
vilket dr detsamma som
8r =M\ 2y= M\ 22= A\
Alltsa dr 4o = y = z, som insatt i ellipsoiden blir
42° 4 (42)* + (4o)? = 4
eller
922 = 1.

Alltsé dr (z,y,2) = £(1/3,4/3,4/3). Dessa punkter &r kandidater till att ha minsta av-
standet till det givna planet.

Vi borjar med (1/3,4/3,4/3). Genom att borja i denna punkt och ldgga till @ mycket av
vektorn (1, 1, 1) sé vill vi hamna i planet. Vi far

(1/3,4/3,4/3) +a(1,1,1) = (a + 1/3,a + 4/3,a + 4/3)

som ligger i planet om

3a + 3 =6,
d.v.s. om a = 1. Avstandet ir alltsi lingden av vektorn |(1,1,1)| = /3.
Nu till den andra punkten, —(1/3,4/3,4/3). Vi far

(—1/3, —4/3,—4/3) + a(1,1,1) = (a — 1/3,a — 4/3,a — 4/3)

som ligger i planet om

3a — 3 =6,
d.v.s. om a = 3. Avstandet #r alltsi lingden av vektorn |3(1,1,1)| = 3v/3.
Kortaste avstandet ir dirmed /3.

Tiank igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gar. Lycka till!



