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1. Betrakta funktionen

231903 4 .
’ 0 da (z,y) = (0,0).
(a). Avgor om funktionen f #r kontinuerlig i punkten (0, 0).
(b). Avgor om f dr partielt deriverbar i punkten (0, 0); berdkna % (0,0) och g—i (0,0) om de finns.
(c). Avgor om funktionen f dr differentierbar i (0,0);

Lisning: (a) Vi uppskattar |f| for (z,y) # (0,0) i termer av poldra koordinater x = r cosf,

x =rsinb:
| r3(2cos® 0 4 2sin® 0 + r cos* 0) 2 cos® § + 2sin® @ + r cos* 0
|f(x,y)| - 7’2<COS26+281H2 9) ’ - ‘ 2(00829+Siﬂ2 9)
= 7|2 cos® 0 + 2sin® 6 + rcos* 0| /2 < r(4 +1)/2.

Den sista funktionen gér mot 0 dd » — 0. Enligt jimforelsesatsen innebir detta att lim, ) 0,0) f(2,y) =
0. Eftersom f(0,0) = 0, dr f kontinuerlig i (0, 0).

(b) Enligt definition, f(0,0) = limy,_,o 2822100 — Jipy, o 2047 . L — 9 pj Jiknande st
beriiknas f;(0,0) = 1.

(c) Lat

,_ of of
plh, k) = f(h,k) = £(0,0) = h5=(0,0) - ka—y(o, 0).

f ir differentierbar i origo om och endast om vi har lim, 1) 0,0 p(h, k)/(R* + k*)'/2 = 0.
Beréknar:

R(h, k) :=p(h, k)(1* + k)% = (f(h, k) = f(0,0) = 2k — k) /(h* + k?)"/2
2h% + 2k3 + h* — (2h + k)(R? + 2k?)
- (h2 + 2k2)V/IZ + &2
Vi ser att lim, 1) 0.0) R(h, k) # 0 eftersom, tex., R(h,h) = (=5h% + h*)/(3v/2|h|?) —
-5/ 3v/2d& h — 0T. Alltsa ir inte f differentierbar i origo.

2. Bestim alla punkter P pé kurvan x = y* sidana att kurvans normallinje i P gir genom
punkten (2, —1).

Losning: Kurvan z = y? dr en nivakurva till F'(x,y) = 2 — y?, s& dess normallinje N i punkten
P = (a,b) pa kurvan har riktningsvektorn gradF'(a,b) = (1, —2b). Kravet att linjen N ska ga
genom punkten (2, —1) &r att dess riktningsvektor &dr parallell med den vektor som gar mellan
punkterna (2, —1) och (a, b), alltsa att (1, —2b) &r parallel med (a — 2, b+ 1). Detta dr ekvivalent
med att

1 a-2
det <_Qb b+ 1) =(b+1)+2b(a—2)=2ab—3b+1=0.
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Vi sitter in villkoret a = b? och far ekvationen
0=20"-3b+1=(b—1)(26>+2b—1).

Denna har rétter b = 1 och by = 1(—1 + +/3). Villkoret a = b* ger punkterna:
(1,1), (357, =52), (3572, =153),

3. Avgor om funktionen
flz,y,2) =2+ 22 + y* + 42% — 20y + 622 — 22

har en lokal maximipunkt
(a). I punkten (0,0, 0);
(b). I punkten (1,1, 1).
Losning: (a). Eftersom f &r ett polynom, sammanfaller f med dess Taylorpolynom i origo.
Vi ser att alla forsta ordningens partiella derivator dr O, alltsa &@r origo en stationdr punkt. Den
kvadratiska formen dr
Qz,y) =22 +y* + 42> — 2wy + 6z —2yz = 2 ((x — y/2 4+ 32/2)” + (y/2 + 2/2)* — 2%/2)..
Denna ir indefinit, och origo &r en sadelpunkt for f (ej maximum).

(b). Vihar: 0f /0x = 4o — 2y +6z,0ch 0f /0x(1,1,1) = 8 # 0. Eftersom f &r differentierbar
och inte alla partiella derivator i punkten (1,1, 1) &r 0, sa &r inte denna punkt en maximipunkt.

4. Transformera differentialekvationen ng — 3y af =0,z > 0,y > 0, genom att inféra
variablerna v = xy och v = x3y? och finn alla 16sningar av klass C*.

Losning: Forst berdknar vi

dogE gy
ool U0 o
Inséttning i differentialekvationen ger:
0= 2$% - 3y%
=2 (y%+3x2 QZf) 3y (x%f+2x yaaf> = — ygf u%.

Eftersom v > 0, ar detta ekvivalent med % =0.AllaC 1—ltisningar till denna ekvation beskrivs
av f(u,v) = g(v) dir g € C! &r godtycklig, och i de ursprungliga koordinaterna har vi f(z,y) =
g(x*y?)
5. Bestam det storsta vardet av funktionen

flx,y) = (& +y)e ¥
iomradet 0 < x < o0, 0 <y < 0.
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Losning: Vimirker att f(x,y) > 01hela omradet och f(z,y) = 0 paranden (dvs pa de positiva
halvaxlarna). For att studera griansvirdet av f(z,y) da |(z,y)| — oo, gar vi over till polira
koordinater. Observera att € [0, 7/2], och for sidana 6 har vi: sin 6 4+ cos > v/2/2 > 1/2. Vi
har:

f(z,y) = (2> 4+ y)e ¥ = (r? cos? § + rsin f)e "Cnoreost) < (2 4 pye=r/2,

Den sista funktionen gér mot 0 d » — oo. Eftersom f(z,y) > 0 i hela omradet, medfor in-
stingningssatsen att lim; )| o0 f(#,y) = 0. Detta medfor att for varje € > 0 (som vi kommer
att vilja senare) finns R(€) sadan att for alla (z,y) i vart omrade sadana att |(z,y)| > R far vi
att f(x,y) < e. Betrakta kompakten K = {(z,y) | « > 0, y > 0,|(x,y)| < R}. Eftersom
funktionen dr kontinuerlig (och deriverbar inne i K'), sd antar f ett storsta viarde over K antingen
i en stationdr punkt eller pa randen.

Soker stationdra punkter av f:

fo=Qe—a?—y)e V=0, fi=(0-2"-ye V=0

ir ekvivalent med (7, y) = (1/2,3/4). 1 denna punkt har vi f(1/2,3/4) = e=>/4,

Undersoker randkomponenter:

-For 22 + y> = Rhar vi f(z,y) < .

-Forz = 0,y € [0, R], beteckna f1(y) := f(0,y) =ye . fl = (1 —y)e ¥ =0gery = 1;
f1(1) = e [1(0) =0, fi(R) < e

-Fory = 0, x € [0, R], beteckna fo(x) := f(0,y) = z?e7v. fi = (22 — 2*)e™ = 0 ger
T =2 f2(2) = 46_2, f2(0> =0, fg(R) <€

Vi fixerar ¢ = 0.01 och tar motsvarande kompakt /. Jimfor de “intressanta”virden: den
storsta dr 42 = f5(2) = f(2,0). Detta dr det storsta virdet av f dver kompaktet K; men dven
i hela omradet eftersom utanfér K har vi f(z,y) < 0.01 < 4e2
Svar: Det storsta virdet dr 4e >

6. Anvind en limplig variabelsubstitution for att beridkna dubbelintegralen

1
//L)2m—y+1dxdy

ddr D dr det omrade som definieras av olikheterna 1 < z + 2y < 2z —y < 2.

Losning: En lamplig variabelsubstitution dr v = x + 2y, v = 2z — y. Funktionaldeterminanten
ar d(u,v)/d(x,y) = —5; Efter variabelbytet blir den givna integralen

d
//Ev—i—15 rdy

dir E definieras av olikheterna 1 < u < v < 2. E idr en triangel.
Itererad integration ger:

// dudv = — /(/ ! du)dv =
EU+1 5 1 1U+1

v—1 1 1 2
- d —21 1 - —=1In(3/2
5/1 v—i—lv 5[1} n(v+ )} 5 5 In(3/2).
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7. Visa (med hjilp av en lamplig sats) att ekvationen
? 4224y —yz+ 2t =4

i en omgivning av punkten (z,y, z) = (1,1, 1) definierar en C'-funktion z = z(z,y).
I vilken riktning fran punkten (1, 1) vixer z(x,y) snabbast?

Losning: Sitt F(z,y, 2) = 22 +2xz+y>—yz+2'—4. DA F! = 2x—y+423. Eftersom F' € C'(R)
(polynom) och F/(1,1,1) =5 # 0, sa foljer det av implicita funktionssatsen att F'(z,y,z) =01
en omgivning av punkten (z,y, z) = (1,1, 1) definierar en C!-funktion z = z(z,y).

Vi vet att z(z,y) vixet snabbast nir (x,y) dndras i gradientens riktning. For att bestimma
gradienten, deriverar vi uttrycket F'(x,y, z(x,y)) = 0 partiellt m.a.p. x och y, Vi far:

F, =2z 422 4 2x2, — yz, + 42°2,, F, =2xz, 4+ 3y° — 2 —yz, + 42°2),
och anvinder att bada dessa derivator &r 0 i punkten (x,y) = (1, 1) samt att 2(1,1) = 1:
Fl(1,1) =24+2+22, — 2, +42, =0, F,=2z,+3—-1—z +4z, =0,
vilket ger:
2(1,1) = —4/5, 2(1,1) = —=2/5.
Alltsd, z(x,y) vixer snabbast i punkten (1, 1) i riktningen (—4/5, —2/5).
8. Lat K vara kroppen som beskrivs av 22 + y? < z, 22 + y* + 2 < 2. Massan av kroppen har

en variabel densitet p(x, vy, 2) = 2% + 3. Beriikna den totala massan.

Losning: Kroppen K begrinsas av tva paraboloider: z = 2% + 3 (nedat) och z = 2 — (2 + ¢?)
(uppét). P4 skirningskurvan har vi 22 + y? = 2 — (22 + 9?), dvs, 2% + y> = 1. Alltsa ges
projektionen av K pé zy-planet av disken D = {z,y | #? + y? < 1}. Massan har uttrycket
M = [[[. p(x,y, z) dedydz. Vi har alltsa:

2—(2%+y?)
M = // (/ 2+ dz)dxdy = // (2 —2(2* + v?))(2* + y°) dady
D Jx2+4y? D
27 1
:2/ / (1 —7r3)r’rdrdd = /3.
o Jo

9. Berikna kurvintegralen
/ F-dr
2l

dir vektorfiltet F ges av F(z,y) = (2°+3y, 2z —e¥") och v érellipsen 9(x — 1)2+4(y—5)? = 1
genomlOpt moturs.

Losning: Eftersom vektorfiltet F = (P(z,y), Q(z,y)) dr C' i hela R?, och kurvan ~ dr C, kan
vi anvianda Greens sats. Vi har: %—I; =3, % = 2, omradet innesluten av v &r en ellips £, och

/F-d?“:/ @—a—dedy:—//dxdy:—areaavE.
. g O0r Oy B
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Arean av E =arean en ‘skiftad”ellips £’ som ges av 9u® + 4v*> = 1 (detta kan man verifiera
genom att gora ett koordinatbyte v = = — 1, v = y — 5.) Arean av £’ beriknas enkelt i poldra

koordinater. Svar:
/ Fodr=-2"
. 6

//F.Nds,
D

F =2z + 222 + 222 +ye” , 222 + ze” +y— 9Pz, V% — 12® +y2?),

10. Berikna flodesintegralen

dir vektorfiltet ' ges av

och D ir halvsfiren 22 +y? + 22 = 1, y < x, som ir orienterad med normalen pekande bort frin
origo.

Losning: Lét B vara den del av planet z — y = 0 som ligger innanfor sfiren 22 + y? 4 22 = 1
orienterad med normalen som har samma riktning som (—1, 1, 0). Da dr unionen D U B en sluten
yta med utitpekande normal. Observera att vektorfiltet ir C'* pa hela R3; ytan ér styckvis CL. Vi
kan anvidnda Gauss sats: Lat K vara den kropp som begrénsas av ytan D U B. Da

//F NdS+//F NdS = /// div F dedydz.

Vi beridknar: div F' = 3, och den sista integralen &r

1 4
/// div Fdxdydz = /// 3 dxdydz = 3(Volym av ett halvklot) = 35 : ?ﬁ = 2.
K K

Vi parametriserar nu B med z och z som parametrar. Da r = (z,v, z) = (z,x, z); parameter-
omradet ges av 1 < x2 + y? + 2% = 222 + 22, Vidare, v/, = (1,1,0), v, = (0,0, 1). Normalen
ges av
ij k
v, xr,=|1 1 0| =(1,-1,0):= N.

0 0 1

For att fa det valda orienteringen maste vi anvinda — N som normal. Vi farda dS = (—1, 1,0)dzdz,
och

// F-NdS = // (—=1,1,0)dzdz =

// 2z + 222 + 2222 + xe”, 2222 + xe” + 1 — 2%z, ¢ — 12 + 222 - (—1,1,0)dxdz =
B

—//(x+2x22)da;dzzo
B

av symmetriskél. Den sokta integralen ar darfor 2 — 0 = 27.



