Losningsforslag till tentamen i SF1674 Flervariabelanalys
19 mars 2021

1. Undersok griansvérdet
I Ul T
im
(z)=(00) (2?2 +y?)°
for alla o € R.

Losning: Forst betrakta gransvérdet langs z-axeln (dvs linjen y = 0:)

3
0 <3/2
lim  f(x, )—hmx——hmx?’ 2 _ |0 as3
(2,0)—(0,0) —0 x20 250 0o, a>3/2.

Detta ger att det ursprungliga grinsvérdet saknas for alla o« > 3/2.

Lat o < 3/2. 1 poldra koordinater

3+ 98 r(cos®t +sin’t) L, . 3
T = 5 =r°"%(cos” t +sin°t) := f(r, ).

Eftersom |f(r,t)| < 2r372, och lim,_,o7r372% = 0 for alla o < 3/2, sd konvergerar den ur-
sprungliga funktionen till O enligt jamforelsesatsen.

Betrakta o = 3/2. I poldra koordinater far vi

2 +y* r3(cos®t + sin’¢)
(xQ 4 y2>a o r3
Detta har inget gransvirde da r — 0.

Svar: lim g 4)—(0,0) Wi;y 0 for o < 3/2, lim4)—(0,0) W existerar inte for o > 3/2.

= (cos®t +sin’¢t).

2. Avgor om planet x + 2y + z = —2 dr ett tangentplan till ytan
vy -2 =1

Losning: Det givna planet tangerar ytan i en punkt (x,y, z) om och endast om punkten tillhor
bade ytan och planet, samt normalen till ytan i denna punkt &r parallel med normalen till planet,
dvs for nagot A € R giller
(2x,2y,—2z) = A\(1,2,1).
Detta ger ekvationerna
20 =N, 2uy=2\ —2z=),
vilket ger 2z = y = —2z. Insittning av detta villkor 1 ytans ekvation ger

1
P+ 20 - (—2)’ =1 = i§.

Normalen till ytan dr alltsa parallel med normalen till planet i punkterna (%,
Verifierar om dessa punkter tillhor planet. Sitter in (z,y,2) = (3,1, -1

29
1 1

S 42 1-2=2+#-2

2" ;=27

’ 2

1,—3)och(—3,—1,1).
) i planets ekvatlon:
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Sitter in (z,y,z) = (—3, —1, 1) i planets ekvation:
1 1

2. 14 =29
2 T 2

Vi ser att punkten (2, 1, —%) uppfyller bade ytans och planets ekvation, samt de tva normalerna

i denna punkt 4r parallella, alltsa planet tangerar ytan i denna punkt.
3. Bestim alla C2-16sningar till ekvationen
o f o*f  of
Yoz =7 t o=
Oy? oxdy Oy

genom att infora de nya variablerna

Losning: Enligt kedjeregeln,
of 8f8u+8f8v_ af.

dy Ou dy Ov dy '

9%f _ 92f
Oudv ~ Ovdu’

*f  of O*f ou O*f ov\ _ Of O f f
axﬁy_%jL <8v@u8x+w%> 0 " i

Eftersom vi soker f € C2, och variabelbytet ir av klass C2, har vi och

o0 Tovou T Yoaur
82_f 0*f 6u+82f8v —xzﬁ
Oy? ovou Oy~ Ov? dy) = Ov?’

Insittningen i ekvationen ger anav_aj; = 0. Eftersom x # 0 (se antagandet), sa har var ekvation
samma C2-16sningar som
’f
ovou

Loser denna:
of of _
£ (81}) 0 < 0 =g(v) & f=GW)+ H(u)
ddr G och H ir godtyckliga C*-funktioner.

4. Visa att ekvationen

3y? — 3yz + 223 + 22 =19
i en omgivning av punkten (z,y, 2) = (1,2, —1) definierar en C'-funktion z = z(z, y). Beriikna
2(1,2), 2(1,2).
Losning:  Efterfom funktionen f € C'(R3?), f(1,2,—1) = 19 och f/(1,2,—-1) = —3 #
0, medfor Implicita funktionssatsen att det finns en C'-funktion z = z(z,y) sddan att ytan
f(z,y,2) = 191 en omgivning av punkten (1,2, —1) ges som graf av denna funktion.
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Med andra ord, finns det en omgivning U av punkten (1,2) sadan att for alla (z,y) € U
har vi f(x,y, z(z,y)) = 19. Genom att derivera denna ekvation implicit map z far vi for alla
(x,y) € U:

oy, 2(x,9)) + flw,y, 2(2,y) 24 (2, y) = 0 & 62% 4 32°(2,y) 24 (z, y) = 0.
Speciellt, for (z,y, z(z,y)) = (1,2, —1), har vi
6

'(1,2) = —— =2.
ZJ?( Y ) _3
Pa samma sitt far man 5

5. Berikna

/ / W =0? g
RQ

Losning: Integralen dr generaliserad (o#@ndligt integrationsomrade). Integranden &r positiv, sa vi
kan anvénda variabelbyte och upprepad integration. Lat oss gora koordinatbytet

u=x+2y, v=~2.

Dé har vi: dudv = ZEZB dxdy = 2 dxdy, det nya omradet ér R?, och integralen blir

I = // o~ (@+2y)%—(2y)? drdy = 1// e~ W) dudy.
R2 2 R2

Efter ett polirt koordinatbyte far vi:

2

1 2 .2 e " >
I=- e "rdrdd =n |— =7/2.
2 )0 Jr 2 .

6. Bestim storsta och minsta virden av funktionen f(z,y) = 22 — 4z + y? + 2y p& omréadet
D som ges av 222 + y? < 12.

Losning: Omrédets rand #r en ellips 222 + 3?> = 12. Omréadet D ir kompakt (slutet och be-
grinsat), funktionen f #r kontinuerlig pa det. Darfor antar f bade sitt storsta och minsta virde
over D. Eftersom f € C!(int D), s antas max. och min. antingen i de stationira punkterna eller
pa randen.

Soker de stationdra punkterna: grad f = (4z — 4,2y + 2). Den enda stationdra punkten &r
(1, —1). Denna punkt ligger inuti omradet eftersom 2 - 12 + (—1)* = 3 < 12; f(1,—1) = —3.

Beteckna g(z,y) = 222 + y* — 12; omradets rand ges av g(x,y) = 0. P randen antas max.
och minimum i Lagrange punkter, dvs punkterna pa randen dir grad f ar parallel med grad g:

dr — 4 = Mz,
2y + 2 = 2y,
222 + 2 = 12.
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Forsta tva ekvationer ger A = 1 — ﬁ =1+ %, dvs x = —y; insittningen i den tredje ger:
3z = 12, dvs z = £2. Vi fér tvd Lagrange punkter: (2, —2) och (-2, 2).

Vi berdknar f(2,—2) = 0 och f(—2,2) = 24.

Jamforelse av virden i de “intressanta” punkterna ger: minsta vérdet dr f(1, —1) = —3, storsta
virdet dr f(—2,2) = 24.

7. Beridkna volymen av den kropp K som ges av olikheterna

2yt <dw, |2 <a2f 4 yP

Losning: Observera att 22 + y?> < 4x kan skrivas om som (z — 2)2 + 3? < 4. I R3 definierar
(r — 2)* + y* < 4 en ifylld rak cirkuldr cylinder. Kroppen K ligger alltsd inom cylindern och
begriinsas av tva hyperboloider: 2 = z? + y? uppat, och 2 = —(2* + y?) nedit. Beteckna
D :={(z,y) | (x — 2)? + y* < 4}. Av symmetrin, & volymen av K lika med 2V dir

V:// 22 + 2 dady.
D

Infor poldra koordinater: x — 2 = rcosf, r = rsiné; dd har vi x — 2 = rcos 0, dedy = r drdf,
disken D ges av r < 2, och

2m 2
V= // 2?4+ y? dody = / / (2 + rcos6)? + (rsin6)?)r drdd =
D o Jo
2m 2
= / / (4 4 4r cos @ + r* cos® O + r* sin? O)r drdf = 24.
o Jo
Slutligen, vol(K') = 2V = 48x.

8. Berikna kurvintegralen

/(x4 + 3y22%)dx 4 (y° + 2y2® + eV ) dy
.
dir y(t) = (cos(t), 1 — e™®) for t € [, 27].

Tips: du kan anvinda Greens sats eller teorin for potentialflt.

Losning: LatF = (P(z,y),Q(z,y)), P = 2* 4+ 3y%2?, Q = ¢° + 2yx® + e"V¥**1, Observera
att P, Q € C', omradet R? #r enkelt sammanhingande, och

oQ 0P

— = 6yx® —6yz® =0,

or Oy Y Y
altsa dr vektorfiltet F konservativt (har en potential). Det medfor att integralen f7 F dr oberoende
av viagen. Man far darfor samma virde om man integrerar lings en annan kurva med samma
dndpunkter.
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Viseratt y(7) = (—1,0), och y(27) = (1,0). Lat ' = (¢,0) for ¢t € [—1, 1]. Da har 7' samma
dndpunkter som ~y, och vi har

1
/Fdr:/Fdr:/ trdt ==
Y v -1

//F N ds,

diir vektorfiltet F ges av F(z,y, 2) = (zy?, 2%y, 23y%), ytan Y ges av 2% + y> + (2 — 1) = 4,
z > 0, och enhetsnormalen N till Y &r riktad bort fran punkten (0,0, 1).

9. Berikna flodesintegralen

Lisning 1 : Parametrisera ytan Y med parametrar (0, ¢), 0 € [0,27/3], ¢ € [0,27]: v(0,¢) =
(x,y, z), ddr

x = 2sinf cos ¢
y = 2sinfsin ¢
z=1+2cosb.
DaF (r(@, $)) = 8sin® f(cos ¢ sin? ¢, cos? ¢ sin ¢, 8 sin® f cos® ¢ sin® gb);
Normalen beriknas: N = rf, x r/, = 4(sin” 6 cos ¢, sin” @ sin ¢, sin  cos ).

Vi far
. 2r  p2m/3
//F.NdSZ// F-Ndodo —
Y 0 0

2 r2mw/3
2° / / (2sin®  cos® ¢ sin® ¢ + 8 sin d cos B(cos sin ¢)*) dfdg.
o Jo

Det andra uttrycket integreras till O (ty fozﬂ(cos ¢ sin ¢)3d¢ = 0 pga symmetrin). Vi berdknar:

27 2m/3 153
/ cos® ¢ sin® pdp = /4, / sin® 0 df = —,
. ; 160

och slutligen

- 2 2m/3 153 153
//YF-NdS:26/O COSQ¢Sin2¢d¢-/O sin59d9:26%ﬁ = 1—07T

Losning 2 (lite liingre): Lat K vara kroppen som ges av 22 + ¢ + (2 — 1)? < 4, z > 0. Dess
rand bestédr av tvd komponenter: ytan Y och disken Y; = {(z,y,2) € R3 | 22 +¢*> < 3,2 = 0}.
Lat Nl vara enhetsnormalen till Y; riktad nedét. Eftersom F ir C! i en omgivning av K, kan vi
anvinda divergenssatsen:

//F-Ndsz/// divF-dV—// F - N, dsS.
Y K Y1

Vi har: divF = y2 + 22,



Vi infor (skiftade) sfiariska koordinater:

x =rsinfcos ¢
y =rsinfsing
z=1+rcosé.

D4 far vi dzdydz = r? sin 0 drdfdd;

Kroppen dr unionen av tva delar. Den ena beskrivs enkelt i de sfariska koordinaterna
Ky ={(r,0,¢) | r€]0,2], § €[0,2r/3], ¢ € [0,27]},
Hir har vi divF = 32 + 22 = r2sin? 6.
Den andra ir en konformat omrade K5 med disken {x2 + y2 < \/5, z = 0} i basen och spetsen

i punkten (0,0, 1).
Forst berdknar integralen av divergensen over /(. Hér

2r  p2w/3 2
/// divF - dV :/ / / r? sin” 0 12 sin 6 dpdOdr
K o Jo 0
2 2m/3 25 2m/3
—27r/ r4dr/ Sin30d9—27r—/ sin® 4.
0 0 5 Jo

Vi beridknar den sista integralen mha substitution: ¢ = cosf, dt = —sinf, 0 = 0 < t =1,

0 =2n/3<t=—cosm/3=—1/2
! 1 1, 9

2r/3 , ~1/2 , ) 3
in”0df = — 1—t%)dt = 1—-t)dt==—-(=4+—)=-.
T / a-yat= [ a-d=3- (=

~1/2

_ 27

Alltsa, [ [ divF - dV =2r 2y
Integralen av divergensen ¢ over K o berdknas enklast mha cylindriska koordinater

x = rsinfcos ¢
y =rsinfsing

z =2z

dirr € [0,4/3], z € [0, (v/3 — r)/V/3]. Hir har vi divF = y? + 2% = 72, och
2 V3 p(V3-)/VE
/// divF - dV:/ / / r?r dzdrde
K> o Jo Jo
V3
= 27T/ (V3 —7)/V3) 1% dr = 79/10.
0

Pa ytan Y} har vi: N1 —1),
// F-N,dS = // xy?, 2%y, 2°y*) - (0,0, 1)dS:—// 23y3dS =0
v v Vi

(den sista likheten &r enkel att fa m.h.a. symmetri).



Slutligen far vi

~ 27 97 1537
F-NdS= —+ — 0= —.
/], g0

10. a). Ge ett exempel av en C! funktion f : R? — R som har ett lokalt minimum i origo, men

inget globalt minimum.
b). Har verkorfiltet F(z,y) = (

\/xé’ﬂﬂ , \/x_;i y2) en potential definierad for alla (z,y) # 0?
Losning: a). Lét f(z,y) = 22 + y* — (2?2 + 3?)?, (z,y) € R?. Denna har ett lokalt mini-
mum i origo. Ndmligen, vi ser att origo &r en stationér punkt, dvs gradf(0,0) = (0,0) och den
kvadratiska formen i origo #r 2% + 42, vilken #r positivt definit.

Men funktionen har inget globalt minimum eftersom

lim  f(r,y) = lim (2*+¢*)*(-1+ = ) = —o0.

|(zy)| o0 |(zy)| o0 2 4 y?

Losning: b). Lat C' vara enhetscirkeln centrerad i origo. Den kan parametriseras som r(t) =
(cost,sint). Dar'(t) = (—sint, cost)

2
/ F(z,y) - dr = / (sint, —cost) - (—sint,cost)dt = —2m # 0.
c 0

Eftersom F(z, y) dr inte oberoende av vigen i M, sa har den ingen potential i M.



