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SF1674 Flervariabelanalys

Inga hjdlpmedel ar tillatna. Varje uppgift ger maximalt 4 poidng. For full podng pa en uppgift
krivs att 16sningen &r vél presenterad och litt att folja. Det innebér speciellt att inforda beteck-
ningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord eller symboler och att
resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade.

(1) Betrakta funktionen f(x,y) = e* 3T,
(a). Bestdm tangentplanet till funktionsytan z = f(x,y) i den punkt pa ytan dir x = —1,
y = 0.
(b). Anvind utrdkningarna ovan for att bestimma ett narmevirde till f(—9/10,1/5).
Losning: (a).Iden givna punkten pa ytan har vi z = f(—1,0) = 1. De partialderi-
vatorna av f(x,y) ar

of

0
a_<x7 y) = ex73y+17 a_f($7 y) - _3€x73y+1,
z Y
och dérfor har vi %(—1, 0) =1, g—i (—1,0) = —3. Ekvationen for tangentplanet blir

z=14(x+1)— 3y,
vilket kan ocksa skrivas som x — 3y — z + 2 = 0.
(b). Med hjilp av den linjdra approximationen ovan, far vi att for (x, y) nira (—1,0)
giller att f(x,y) ~ 1+ (z+ 1) — 3y. Speciellt fér x = —9/10 och y = 1/5 har vi:

9 1 9 2 1
——, )= 1l+ (- +1)—-3—=—.
/ 10’5) + 10+ ) 10 2
(2) Lat
mByQ
oy = | e £ 00)
0 (z,y) = (0,0).
(a). Visa att f dr kontinuerlig i origo; 2p.
(b). énv'and definitionen for att beréikna %(0, 0) och 2—5(0, 0); 1p.
(c). Ar f differentierbar i punkten (0, 0)? 1p.

Losning: (a). I poldra koordinaterna far vi

r3 cos® @ r? sin? 0

flz,y) = i = rcos® fsin” 6.
Alltsd | f(z,y)] < r = /22 + y%. Det sista uttrycket gar mot 0 da (z,y) — 0; enligt
instdngningssatsen,

lim Of(a:,y) = 0= £(0,0),

(z,y)—
vilket innebdr att f dr kontinuerlig i origo.



(b). Enligt definitionen,

a x—0 €T

pa samma sitt 3—5(0, 0)=0.
(c). For att undersoka om f r differentierbar i origo bildar vi kvoten
f(xvy) —f(0,0) —(Ef;(0,0) _yf@//«)a O) _ $3y2
/22 + 42 B (22 4 2)5/2
Det sista yttrycket saknar griansvirde da (z,y) — (0,0) eftersom den kan ha olika

griansvirden da (z,y) ndrmar sig origo lings olika linjer. Speciellt, ldngs linjen x = 0 dr
det sista uttrycket konstant 0, och lings linjen 2 = y 4r samma uttryck konstant 2%/,

(3) Antag att funktionen f(u,v) dr av klass C? och

af 0 f 0 f 0 f
—(0,2) =2 0,2 2 0,2 1 0,2 1.
5,02 =2 55(0.2)=2 Z5(02)=1 Z-5-(0.2) =
Vi infor de nya variablerna genom formeln v = 22 — 42, v = 2zy. Beriikna viirdet av

a2 2 2

i punkten (x,y) = (1, 1).
Losning:
0
5] (@ =V 20y) = 0uf (&% — 7, 20y) 20 + O, f (2 — 4, 22y) 29
Vi deriverar varje del separat:
(Ouf(2® = ?, 2xy) 22) =
Ouuf (2% = 2, 22y) (—2y) + O (2? — o, 22y) 2) 2u;
7 (0uf(@* — 4%, 22y) 2y) =

(8Wf(x2 — 92, 22y) (—2y) + Opo f (2% — 2, 22y) 23:) 2y + O, f (z* — y?, 2zy) 2;

Eftersom f har kontinuerliga derivator av ordning 2, har vi 0, f(z,y) = Ouf(z,y) for
alla (z,y), och

0
ay

(

9

82
0y
4(m2 — y2)8m,f(x2 — 2, 2xy) + 4:Ey8m,f(x2 — 2xy) + 28vf(x2 — 2, 2zry).

f(2? — 32 2xy) = —4ayOu f(2? — y?, 20y)+



Slutligen, for (z,y) = (1,1) far vi
o2

axayf(xz — 92, 22y) la, 1= —404u f(0,2) + 40,, f(0,2)+
20,£(0,2) = —4-2+4-1+2-2 =0,

(4) Berikna [, (2* — y*)'°dxdy, dir omradet D beskrivs av |z| + |y| < 1.

Losning: (Detta ir Uppgift 6.19 frin boken.) Observera att 2% — y? = (z +y)(z —y).
Infor de nya variablerna: w = x — y, v = = + y. [ de nya variablerna beskrivs det givna
omradet av:

D={(uv)eR|-1<u<l, —1<ov<1},
och

1:2 — y2 = —uv; dud?} = a(u7 U) d&:dy = Qdilﬁdy.
d(z,y)

Den sokta integralen har form

2
// (2% — y*) dady = /1 /1 TR E dudv = 1 /1 udu | = 2
D 1/ 4 2\ J_ 121°

.2
Svar: 51

(5) Lat F(z,y,2) = xy + 2yz + zz, G(z,y,2) = x* + y* — 2*. Visa (genom att anviinda
en lamplig sats) att ytorna F'(z,y, z) = 4 och G(z,y, z) = 1 i en omgivning till punkten
(1,1, 1) har en skirningskurva med en parameterframstéllning av formen

x = x(t),
y=y(t),
z=1.

Bestidm kurvans tangentriktning i punkten (1, 1,1).
Losning: Skérningen mellan ytorna ges av systemet
F(z,y,2) =2y +2yz + zx = 4,
Glz,y,z) =2 +y*— 22 =1

Vi behéver hitta tvd C*-funktioner, z(z) och y(z), sddana att i en omgivning till punkten
z =1 giller

F(:E<Z)>y(z)7 Z) =4,
G(x(2),y(2),2) = L.
Derivering av ekvationerna ovan med avseende pa z ger
9 + %—I;y/ +25 =0
%x’—l—%y'jL% =0,



(6)

d.v.s.

or  oFr o oF
EHO-®
oz oy Yy 0z
Observera att funktionerna ' och G ér C'! i en omgivning av punkten (1, 1, 1). Nu, enligt
implicita funktionssatsen, om determinanten
oF  OF
en (% )
ox dy
i punkten (1,1, 1) &r skild fran 0, sa dr funktionerna z(z) och y(z) entydigt definierade
och C' i en omgivning av punkten z = 1. I véart fall har vi:

VF(x,y,z) = (y+z,x 4+ 22,2y +x), VG(z,y,2) = (2z,2y, —22);
VF(1,1,1) = (2,3,3), VG(1,1,1) = (2,2, -2).

Vi har alltsa
OF

& 5 2 3
det <§é 3&6) (1,1,1) = det ( ) =240,
5% B 2 2
Yy
dlltsé dr funktionerna z(z) och y(z) entydigt definierade och C* i en omgivning av punk-
ten z = 1. Med z = t kan skidrningen nira punkten (1,1, 1) skrivas pa parameterform
som i uppgiften.
Kurvans tangentriktning i denna punkt ges av (z/(1),4'(1), 1). Vi berdknar:

2 3\ (1)) (-3
2 2) \y)) =\ 2
vilket ger: z'(1) = 6, /(1) = —5.
Svar: Tangentriktningen i (1, 1,1) r (6, —5, 1).

Bestidm det storsta och det minsta virde som funktionen f(x,y) = xy antar pa ellipsski-
van 22 + xy + 9% < 4.

Losning: Lét g(z,y) = 2° + 2y + y*

Funktionen f(x,y) dr kontinuerlig (polynom), och ellipsskivan g(x,y) < 4 &r ett kom-
pakt omrade. Detta innebir att f antar ett storsta och ett minsta virde pa ellipsskivan.

Eftersom derivatan av f &r definierad i varje punkt av ellipsskivan, sa antas maximum
och minimum i en av foéljande punkter:

1). en inre stationir punkt

2). en randpunkt dir V f dr parallel med Vg.

Studerar 1). Vf(z,y) = (y,x). Den enda stationdra punkten ér (x,y) = (0,0);
f£(0,0) =0.

Studerar 2). Gradienten av g ges av Vg(z,y) = (2x + y, z + 2y); Lagrangevillkoret
innebir att vektorerna V f = (y, ) och Vg = (2x +y, x + 2y) &r linjért beroende, vilket
ar ekvivalent till

204ty Y\ _ 52 o2 N
det <x+2y x)-Qm 20" =2 +y)(zr—y) =0.



Vi har dven villkoret g(x, y) = 4.

Vi har 2 fall:
Om z = v, ger villkoret glx,y) = 2> +xy +y> = 4att 322 = 4, dvs x = +2/+/3. Vi
(—

far tva punkter: (7, 2) och (— 7, —% ) med virden

/(G ) ()=

Om x = —y, ger villkoret g(z,y) = 2% + xy + y? = 4 att 2° = 4, dvs © = +2. Detta
ger oss punkterna (2, —2) och (—2 ) med motsvarande virden

F2,-2) = F(-2.2) =
Jamforande av vérden ovan ger: det storsta virdet dr f’ och det minsta vérdet dr —4.
(7) Ar kraftfiltet
F(z,y) = (¢* = 3zy%, y° — 32%y)
konservativt i R?? Bestéim i sa fall en potentialfunktion U (x,y) sddan att U(1,1) = 0.

Losning: Om vi hittar en potentialfunktion som #r definierad i R?, sa har vi dven
visat att kraftféltet dr konservativt. S6k darfor U (z, y) sadan att

(*) 882_‘17 — 3zy?,
8U_y _3xy

Forst integrerar vi den forsta ekvationen m.a.p. x:
1 3
Ulz,y) = Zfl - §$292 + é(y)-
Deriverar denna uttryck m.a.p. y och jaimfor med kravet (*):

aU_ 2 / .3 2
oy 3x7y +¢'(y) = y° — 327y,

Detta ger: ¢(y) = 1y* + C dir C &r en valfri konstant.

Vi har visat att kraftféltet dr konservativt, och varje potential har form U (z,y) = }1154 —
32%y* + y* + C dir C dr en valfri konstant.

Om vi sitter U(1,1) = 0, sa far vi C' = 1, och den motsvarande potentialen &r

Up(x,y) = go' = 5a°y* + 1y + 1.

(8) Masstiitheten for en gas ges av p(z, v, 2) = C(22 + y® 4 22) 12~ +*+2) diir C dren
konstant. Gasen befinner sig i rummet utanfor ett klot som ges av 22 +y% 4 22 < 1, d.v.s.
i mingden K = (z,v,2) : 2% + y*> + z? > 1. Berilkna gasens totala massa uttryckt i C'.

Losning: Massan ges av den generaliserade integralen

M = ///Kp(a;,y,z)dxdydz



Uttryckt i rymdpoléra koordinater blir det:
oo 2m T e
M = C/ / / Cr—te ™) 12 gin 6 do dodr = 47TC/ re~ ) dr =
o Jo Jo 0

1
47C lim [_56—#]{2 =21Ce .

R—o0

(9) Anvind Greens sats for att berdkna arbetet som en partikel utfor da den genomloper
kurvan 7 given av 2 + 4y = 4 ett varv moturs i kraftfiltet F = (y* — z,y + 322).

Losning: Enligt Greens sats, for D = {(z,y) | 2% + 4y* < 4} ges arbetet av

A:/F'dr:
¥
0 o 0 4 _
//D(a(y-k?)x) a—y(y x)) dr dy =
// 62 — 3ydx dy.
D

We introduce a polar coordinate change:
x = 2rcosd,
y =rsind,

r € [0,1], 0 € [0, 2x]. Then dzdy = 2r drdf, and

2w 1
// 6z — 3y dr dy = / / (2472 cos O — 613 sin” §)drdf =
D o Jo

(the first term integrates to 0 by the symmetry)

27 1 3
= —/ / 6r°sin? 0 drdf = —=r.
o Jo 2

(10) Bestim flodet av vektorfiltet F = (2% yz?, 2% — 1) ut genom ytan S dér S #r cylinde-
rytan {(z,y,2) 2 +y* =1, 0< 2z < 1}

Losning: Lat N vara den utatpekande normalen. Da ges flodet av

//SF.NdS://DF(r(s,t))-(r; X ry)ds dt,

dir r(s,t), (s,t) € D, dr en parametrisering av .S, och r/, x r} &r utitpekande normal.
Lat oss parametrisera S med

r(0,z) = (cosb,sinb, z), 6€[0,27), z € [0, 1].

Da har vi:
r, = (—sinf, cos6,0), r,=(0,0,1),
N =rj x r, = (cosf,sinb,0).



Flodet blir
//F -NdS = // (22 cos®, 2*sin 6, 2> — 1) - (cos §,sin 0, 0) df dz =
D
1

S
2
/ (/ 2*(cos? 0 + sin? ) d@) dz = 27?.
0 0 3



