Losningsforslag till tentamen i Flervariabelanalys, SF1674

Torsdag 12 mars 2020
Varje uppgift ger maximalt 4 poing.

(1) (Detta dr uppgift 2.81.) Bestdm alla lokala max- och min-punkter till funktionen
flz,y) =2>+y* +2° +4°.
Losning: Stationera punkter ges av

8f L =2z + 3% = (24 3x) =0,
af —2y+3y =y(2+3y) =0.

Detta ger punkterna: (0, 0), (0, —%) (—%, 0) samt (—57 —%)

Karakteren av en lokal extrempunkt p ges av den kvadratiska formen
Quli k) = SN + 25 L Pk + SR

I vart fall 2 W L(z,y) = 2 + 6, 8:083/( ,y) = 0 och g—y’;(:c,y) = 2+ 6y.

Undersoker p; = (0,0). Hir Qp, (h, k) = 2h* + 2k?; denna ir positivt definit, allts 4r
p1 = (0,0) ett lokalt minimipunkt.

For p, = (—2,0) har vi Qz,(h, k) = —2h? + 2k?; denna #r indefinit, alltsa &r p, =
(—%, 0) en sadelpunkt (varken lokalt maximum eller minimum). Pa samma sitt dr p3 =
(0,—2)en sadelpunkt

For py = (—2, —2) har vi Qp,(h, k) = —2h? — 2k?; denna &r negativt definit, allts &r
p4 ett lokalt max1m1punkt

(2) (a). Avgor om foljande gransvirde existerar och i sa fall beréikna det:
lim e~ (0.0) Gz, 25770
(b). Avgor om foljande generaliserade integral dr konvergent och i sé fall berdkna den:

Tty
// o 5/4datdy,

dir D = {(z,y) e R* | 2> +y* <4, £ >0, y > 0}.

Losning: (a). Fixera x = 0 och lat y — 0 (med andra ord, (z,y) — (0,0) lings med
linjen x = 0). Pa denna linje har vi

Tty _ Y 3
(I2 +y2)5/4 o (y2)5/4 =Y ’

vilket saknar grinsvirde da y — 0. Svar: gransvirdet i fragan saknas.




(b). Ga over till poldra koordinater:

T+ y (cosf + sin 6
// (2 5 2/ ————dxdy = / / 5 )rdrdé’

= / (cos @ + sin 0)dl / rV2dr = 2. 2[\/)2 = 4v2.

0 0

(3) Bestiam alla tva ganger kontinuerligt deriverbara funktioner f sadana att

u(r,y) = xf(ry)
ar en 10sning till den partiella differentialekvationen
yugy —zull, = 0.
Losning: Lat f € C?. Vi beriiknar:
up (@, y) = flzy) + 2y f'(zy),

wy, (z,y) =2z f'(xy) + 2y [ (xy),  w,(z,y) = 2yf (xy) + 2> [ (2y),
och slutligen,

yuy, — vy, = 2y f'(zy) + 2y [ (wy) — Quyf' (zy) + 2*y* [ (xy)) = 0.
Alltsa ir ekvationen uppfylld for varje f € C2.

(4) Omradet D i xy-planet beskrivs av olikheterna 0 < x < 2y < y/m. Gor en skiss 6ver
omradet D och berikna integralen

//L; sin(y?)dxdy

genom upprepad integration med borjan 1 z-led.

Losning: Omrédet ér en triangel med horn i punkter (0, 0), (0, 1/7/2) och (\/7, /7 /2).
NI Jr/2
// sin(y?*)dxdy :/ (/ sin(y?)dx)dy = / 2y sin(y?)dy
D 0 =0 0
= ~leos(y’)y* = 1-1/V2,
(5) (Detta dr uppgift 3.36.) Betrakta den funktion f : (z,y) — (u,v) fran R? till R? som ges
av
_ .2
u=x°+y,
{v = qy? — a3,

(a). Bestdm funktionalmatrisen for f;

(b). Bestam matrisen for den linjdra avbildning som ir linjariseringen av f i punkten
(1,2).
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(c). Anvind linjariseringen ovan for att finna en approximativ 16sning nira (1,2) till
ekvationssystemet

22 +y = 3.05,
ry? — 23 = 3.06.

Losning: se tips och svar till Uppgift 3.36 i 6vningsboken.

(6) Bestam eventuella storsta och minsta virde av funktionen
T
€T = —_—

pa omradet D = {(x,y) | ly| < z}.
Glom inte att motivera dina resultat!

Losning: For alla (z,y) € D har vi f(z,y) > 0, och f(0,0) = 0. Darfor antas
funktionens minimum i punkten (0, 0).

Observera att omradet dr obegrinsad. Vi mérker att f(x,y) — 0da |(z,y)| — 0.

De stationdra punkterna till funktionen ges av grad f = 0, dvs

17$2+y2 o 0
(1+$2+y2)2 -

—2xy =0
(1+(E2+y2)2 - .

Den enda l6sningen i D r (1,0). f(1,0) = 1.
Undersoker randen av D. Randkomponenter &r kurvor v, = {(z,y) | z =y, = > 0}
ochy_ = {(z,y) | * = —y, * > 0}. Lat g(x) vara begransningen av f(z,y) till v,:

g(x) = f(z,z) = > ().

x
— =z
14 2227 -

Vi soker maximum av g(z). Kritiska punkter ges av ¢'(z) = (1_29”2 = 0, vilket ger

72272
r=1/ V2. Virdet av f i denna punkt dr
1 1 1 1
Eftersom funktionen ¢ &r vixande pa [0, %) och avtagande pa (\/Li’ 00), dr detta maxi-
mum av f Over v,. Maximum av f over ~_ dr samma.

Betrakta kompaktet K = {(z,y) € D | (z* + y*) < 200}. Beteckna v = {(z,y) €
D | (z* + y?) = 200} (da har vi ¥ C OK), och 1at D \ K vara mingden av de punkter i
D som inte liggeri K.

P& D\ K har vi (22 +y?) > 200, 22 > y? och z > 0. Dérfor far vi pA D\ K: 2? > 100,
x > 10 och

I
1+a2+y? — 22

Detta medfor att det storsta véardet av f 6ver D maste antas pa K.
Samma utrdkning som ovan ger att for alla (x, y) pa vy har vi f(x,y) < 1/10.

< 1/10.



Den kontinuerliga funktionen f pa kompaktet K maste anta sitt storsta virde. Denna
kan antas i den stationdra punkten eller pa randen (eller i de punkter ddr derivatan av f
saknas, men vi har inga sadana punkter).

Men randen av K bestar av tre komponenter varav en dr 7, och de andra tva &r
delméngder av v, och v_. Ovan har vi set att viardet av f pa varje randkomponent &r
mindre &n 1/2.

Vi ser att maximum av f pd 0K #r f(1,0) = 3.

(7) Lat K vara ett homogent halvklot som har radie R, medelpunkt i origo och ligger ovanfor

xy-planet. Berdkna z-koordinaten for kroppen K':s masscentrum som ges av
1
e == dzdydz,
oy [ e

Losning: Volymen av K ir helften av volym av en klot med radie R:
v 147TR3 _ 27TR3.
2 3 3
Infor rymdpolira koordinater (7, ¢, #). Kroppen K beskrivs av
0<r<R, 0<¢<2m 0<60<m7/2

z = rcos B, och dedydz = r? sin 0drdfde. Vi far:

1
Ze = v //szxdydz
3 2 /2 R )
= 0 - infdr | do| d
27TR3/0 /0 (/0 rcosf - r-sin r) 0}
3 2 /2 R4
- / ( / cos@IsiDGdG) dé
n 0 0

3R [ 3R
—_ ——— d p— —_—.
167 J, ¢ 8

dédr V ér volymen av K.

(8) Berikna kurvintegralen fv xdz + (2* + y)dy, ddr ~y #r den kontinuerliga kurvan som

bestar av linjesegmentet fran origo till punkten (\/%, \/%), samt delen av enhetscirkeln

fran punkten (\/Li, \/Li) till punkten (—1,0) genomlupen moturs.

Losning: Kurvintegralen i fragan har form fv P(z,y)de+Q(z,y) dy dir P(x,y) = x
och Q(z,y) = 22 +y. Bade P och Q #r C* funktioner pd R?. Lat ~y; vara ett linjesegment
fran (—1,0) till (0,0), och 14t D vara det dndliga omrade vars rand dr unionen av vy och
~1. Enligt Greens sats,

9Q 0P

/xda:+(x2+y)dy+/ xdw+(x2+y)dy:/ ———da:dy:// 2x dxdy.
v " D@ZE 5@/ D



I polédra koordinater

Tt 1 -1 2
// 2xd:vdy:2/ / r2c089d7’d0:2—-—:—\/—_.
D w/4 J0 3 \/§ 3

Vidare, ~; parametriseras med r(z) = (x,0) dir z € [—1,0]. Vi far '(z) = (1,0),
vektorfiltet pd kurvan ér (z,2%),och [ P(z,y) dz+Q(z,y) dy = [°.(1,0)-(z, 2?)da =
ffl xdx = —1/2. Slutligen,

V2 o1

dr + (22 +y)dy = — 2= + =
/yxw+(m+y)y 3+2

(9) (a). Bestim konstanterna a och b s att vektorfiltet F = (az? + 2y, y? — a2y, byz + 2%)

blir kallfritt (dvs, uppfyller divF = 0).
(b). For dessa virden pd a och b beriikna fldesintegralen [ fY F - dS dér ytan Y ges av
{2 +y?+222=5, 2 > 0}.

Losning: divF = 2az +y + 2y — o + by = (2a — 1)z + (3 + b)y. Detta dr konstant
noll om och endast om @ = 1/2 och b = —3.

Lat K beteckna kroppen {22 + y* + 222 < 5, 2 > 0}. Randen av K ir unionen av
ytan Y och disken D = {2 + y? < 5}.

Enligt Gauss sats,

[[-is+ [[va5= [[ v s [f] awear o
//YF'dSZ—//DF-dS.

I den sista integralen har vi den utatriktade normalen, dvs N = (0,0, —1). Hér har vi
F-dS =F |.—o Ndxdy = —x*dzdy. Alltsa,

27 \/5 53 27
//F-dS:/ / r5cos4€drd9:—/ cos* df
Y 0 0 6 Jo
533 53

=229 =21
8

dvs

(10) Anvind Stokes sats for att rikna ut arbetet som kraftfiltet F(z,y, 2) = (22, y?, x) utfor
ldngs randen till triangeln med hoérn i (1,0, 0), (0,1, 0), (0,0, 1).

Losning: Om Y é&r en orienterad yta med orienterad rand 0Y och enhetsnormal IN,

sa sdger Stokes sats att
/ F~dr://rotF-NdS.
oy Y



En naturlig yta Y i fallet ovan &r den del av planet = 4+ y + z = 1 som ligger i forsta kva-
dranten (en plan triangel). I det hir fallet dr rotF = (0, 2z—1, 0) (utrdkningen uteldmnas).
Vi kan se Y som graf av funktionen z = f(z,y) := 1 — x — y dir (x,y) ligger i
omradet D = {(z,y) |z +y <1, x >0, y > 0}. Eftersom Y 4r en funktionsyta,
of of
NdS = (—=, ——=, l)dxdy = (1,1, 1) dzdy.
( ax7 ay? ) T y ( ) Y ) T y

Sammansittning av informationen ovan ger att arbetet ges av

/01 /Ol_x(zz “1)dydz = —1/6.



