Losningsforslag till tentamen

Fredag 7 juni 2019 08:00-13:00
SF1674 Flervariabelanalys samt SF1603 Differential- och integralkalkyl IT
Inga hjidlpmedel ar tillatna.
Varje uppgift ger maximalt 4 poing.

(1) Avgor om grinsvirdet existerar, och berdkna i sé fall dess virde:

) ry — 1
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Losning: Om grénsvirdet ovan finns, si maste den vara samma da (z,y) — (1,1)
ldngs med alla kurvor. Lét (x,y) — (1, 1) ldngs med kurvan {y = 1}. Da maste gransvirdet
ovan vara

Lat (z,y) — (1,1) ldngs med kurvan {y = z}. Da maste grinsvirdet ovan vara
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Vi fick olika virden. Griansvirdet i fraga saknas.
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Vi anvinde poldra koordinater (7, 6).
Losning:
(2) Bestiim alla punkter Py = (a, b, ¢) pa paraboloiden z = 3 + 2% + 3 sddana att tangent-
planet till paraboloiden i P, gar genom punkterna (1, 1,0) och (1, —1,0).

Losning: Vihar f, = 2z, f, = 2y, och alltséd f,(a,b) = 2a, f,(a,b) = 2b. Tangent-
planet i punkten P, har dirfor ekvationen

z=c+2a(x — a) + 2b(y — b) = 2ax + 2by + ¢ — 2a* — 2b*.
Tangentplanet gar genom punkter (1, 1,0) och (1, —1,0) om och endast om
0=2a+2b+c—2a* - 2b

och

0 =2a — 2b+ ¢ — 2a* — 2V°.
Subtraherar vi den andra ekvationen fran den forsta, s far vi 0 = 4b, alltsd b = 0. Sitter
viin b = 0 i den forsta ekvationen si far vi 0 = 2a + ¢ — 2a? , alltsd ¢ = 2a® — 2a.



Eftersom P, ligger pa paraboloiden, giller dven sambandet ¢ = 3 + a® + b* = 3+ a*. Av
dessa tva villkor far vi ekvationen

20> —2a=3+a*> & a*—2a=3 & a=—1 eller a = 3.
De sokta punkterna Py = (a, b, ¢) = (a, 0,3 + a?) #r dirfor (—1,0,4) och (3,0,12).

(3) Transformera differentialuttrycket f;', till de nya variablerna

u=x+y
v =xy.

Losning: 2.55 i dvningsboken

(4) Bestim och karakterisera alla stationira punkter till funktionen f(z,y) = 2* —4xy+ 2y

Losning: De stationira punkterna ges av ekvationerna 0 = f, = 423 —4y = 4(23—y)
och 0 = f, = —4x + 4y = 4(—z + y). Ur den andra ekvationen far vi y = =. Sitter vi in
detta i den forsta ekvationen sd far vi 0 = 2° — z = z(2% — 1), med rétterna x = 0 och
x = £1. De stationdra punkterna ir alltsa (0,0), (1,1) och (—1, —1). Hessianen for f &r

2 _
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H(O,O):(_O4 _44>, H(_l’_l):H(l’l):Ci _44).

Den quadratiska formen som hor till H (0, 0) &r
Qi1(h, k) = —8hk + 4k* = 4(K* — 2hk + h* — h?) = 4((k — h)* — h?),

indefinit. Alltsa dr (0, 0) en sadelpunkt.
Den quadratiska formen som hor till H(1,1) = H(—1,—1) &r

Qa(h, k) = 12h* — 8hk + 4k* = 4((k — h)* + 21?),
positivt definit. Dérfor ar bade (1, 1) och (—1, —1) strikta lokala minimipunkter.

Darfor

(5) a). Visa (genom att anvinda en ldmplig sats) att ekvationen
vt —dry+ 2 +y=0
i en omgivning av (1, 1), definierar en funktion y = g(x) sadan att g(1) = 1.
Losning: Lat F(z,y) = z* — 4ry + 2y*> +y. Vihar dd F, = 42® — 4y och F,, =
—4x + 4y + 1. Eftersom F(1,1) = 0 och F,(1,1) = 1 # 0, sa foljer av implicita
funktionssatsen att ekvationen F'(z,y) = 0 i en omgivning av punkten (1, 1) definierar
en funktion y = y(z) = ¢(x) (med kontinuerliga derivator av alla ordningar) sadan att

g(1) = 1.

b). Bestam Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen g(z).



(6)

(7

Losning: Deriverar uttrycket F'(z, g(z)) = 0 for alla « nédra 1 m.a.p. x:
0= F(x,9(x)) + F(, 9(x))g'(x) = 4a° — dg(x) + (—4x + 4g(x) + 1)¢/(x).

Om vi sitter in x = 1, g(1) = 1, sé far vi ¢’(1) = 0. For att fa fram ¢”(1), deriverar
uttrycket ovan en gang till m.a.p. x:

0 =122 — 4¢'(x) + (=4 + 44 (2))g'(z) + (=4 + 4g(z) + 1)g" (z).

Sétter viinz =1, g(1) = 1, ¢/(1) = 0, sa far vi ¢ (1) = —12.
Taylorpolynomet av grad 2 for g(z) kring 1 dr P(x) =1 — 6(x — 1).

Bestiim, om det existerar, maximum av funktionen f(z,y,z) = xy*2> ddz > 0,y > 0,
z22>0,z+4+2y+ 32 <6.

Losning: Vi soker maximum av en kontinuerlig funktion 6ver en kompakt méngd M
(som ir en tetraeder). Den globala maximum antas i M enligt en kénd sats om kontinuer-
liga funktioner. Funktionen &dr dven deriverbar 1 M. Dérfor, om maximum antas i en inre
punkt p € M, sa grad f(p) = 0.

grad f = (y*2°,22yz°, 3wy?2?).

Detta dr lika med 0 bara pa koordinatplanen (randpunkter av )/), alltsa maximum antas
inte inne i M.

Undersoker randen. Pa koordinatplanen dr vérdet av funktionen 0, ej maximum. Be-
trakta randkomponenten K som ges avz > 0,y > 0,2 > 0, x + 2y + 3z = 6.
Denna utgor en kompakt triangel i forsta oktanten, och funktionen antar ett maximum
pa den. Eftersom f(x,y,z) > 0 i alla dessa punkter och f(x,y,2) = 0da z = 0,
y = O eller z = 0, sa maste maximum antas i en punkt dar x > 0,y > 0, z > 0 och
g(z,y,2z) = x4+2y+32—6 = 0. I maxpunkten dr grad f parallell med grad g = (1,2, 3),
vilket ger oss ekvationerna

Y23 B 2wy23 B 3xy?2?
1 2 3
Dividerar vi alla tre leden med f = zy?z> sa far vi
1 1 1
i

dvsz =y ==z Sittervinuinz=y=2i0=g(x,y,z)safarvi0 =z +2x+3x -6 =
62 — 6, med den unika 16sningen = 1. Maximum av funktionen ir alltsa f(1,1,1) = 1.

Beriikna volymen V' av den dndliga kropp K som begriinsas av ytorna z = x? — 2 och
2 =2 — 1y

Losning: Kroppen K bestér av alla punkter (z,y, z) sddana att 22 — 2 < 2 < 2 —¢/%
For att denna dubbla olikhet skall kunna gélla maste 2 —2<2— y?, vilket dr ekvivalent



med att x°+y? < 4. Projektionen D, av K, p& xy-planet ir allts cirkelskivan 2% +y* < 4,

// (2—y a:—2))d:1:dy—// — 2% — y?) dv dy = 8.

(8) Lt S vara sfiren 22 + y? + 2% = 9; och 14t vidare F(z,vy, 2) = (3z,2y, —z) vara ett
vektorfilt. Berdkna flodet av F genom ytan S.

Losning: Lét B vara bollen 22 + y? + 2% < 9. D4 utgor S randen av (den kompakta
omradet ) B. Enigt divergenssatsen, uppfyller det sokta flodet:

//F~Nd5—/// divF drdydz =
S B

/// (342 —1)drdydz = 4Vol (B) = 4§7r33 = 144r.
B

(9) Berikna linjeintegralen

/(x3 — 2%y) dx + 2y° dy
g
dér v #r halvcirkeln 22 + y? = 4 i det 6vre halvplanet i R? genoml6pt moturs (d.v.s. frén
punkten (2,0) till (—2,0)).

Losning: Betrakta omradet D som ir en halvdisk: 22 + y? < 4, y > 0. Lat y; vara
ett linjestycke fran punkten (—2,0) till (2, 0). Enligt Greens sats,

/(333 — 2%y dx + 2y® dy + / (2% — 2%y) dx + xy* dy =

ga!

// (zy?) (2% — 2%y) dxdy.

Pd v, har viy = 0, x € [—2,2] alltsd &r den andra av integralerna ovan lika med
f_22 23 dx = 0. Vidare, ir integralen i hogerledet lika med

2 ™
// y* + 2 dedy = / / r2r drdf
D o Jo

472
= [T—] T = 4.
4 1o

/(x?’ — 2%y) dv + 2y dy = 4.

v

Slutligen,
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(10) Kurvan C #r skédrningen mellan cylindern 2® + y* = 1 och planet z + y + 2z = 1. Kurvan
syns positivt orienterad fran positiva z-axeln. Anviand Stokes sats for att berdkna arbetet
som kraftféltet

F(r,y,2) = (°y® + 2y, 3z + vz + 2%, —2)
utfor pa en partikel som ror sig ett varv i positiv led runt C.

Losning: Enligt Stokes sats ges arbetet av

// rotF -NdS
R

dir R #r den del av planet x 4 y + 2z = 1 som ligger inom cylindern z? + y? = 1, och
N = \/Lg(l, 1, 1) &r enhetsnormalen.

Vi berdknar rot F _( x,0,3 + z — x), och pa planet x + y + z = 1 ger detta
(—2,0,3+(1—2x—y) —x) = (—2,0,4 — 2z —y)

//rotF NdS = // (4 — 3z — y)dzdy,

dir D ir disken 22 + 3% < 1. Av symmetrin, 4r den sista integralen lika med

// ddxdy = 4m.
D



