(1) a). Berdkna grinsvirdet aV

Tentamen

Torsdag 13 mars 2019 08:00-13:00
SF1674 Flervariabelanalys samt SF1603 Differential- och integralkalkyl II
Inga hjdlpmedel ar tillatna.
Varje uppgift ger maximalt 4 poing.

( 32/ 21 (l’ y) (07 0) léngs kurvan x = y2_
Losning: Pa kurvan z = gﬂ giller

sin(xy®)  sin(y') 1
2 4 2 o Yt + 2yt 3

och det sokta ginsvirdet r .

sin(zy?) .
b). Avgor om griansvardet lim ————: existerar.

(2,4)—(0,0) 22 + 24
. sin(xy?)

Losning: Observera att pa kurvan y = 0 har vi T4 0 = 0 forallax € R. Eftersom
Z Y
griinsvirdena di funktionen niirmar sig origo lings kurvan x = y? och lings kurvan y = 0
ir olika, kan gransvérdet i fragan inte existera.

(2 2
) sin(xz + 2 )
c). Avgor om griansvirdet lim ( v) existerar.

(@9)=(00) /22 +y? + y*

Losning: Observera att
sin(z? +2y?)  sin(@® +2y%) (2% 4 2¢)
Vaz+y? 4yt (22 4+2y2) 2+ 2+t

Den forsta kvoten gar mot 1 da (z,y) — (0, 0), vilket kan visas med hjilp av substitutio-
nen t = x% + 2y2. For den andra giller:

242 2(
0< (" +2y) < (@ +47) =vz2+y? =0 da(x,y)— (0,0).

V2 +yr+yt o P

Darfor

lim
(z,y)—(0,0) T2 + y2 + y4

Gransvardet existerar.



(2) Anvind koordinatbytet u = =z + y, v = y — x, for att berdkna dubbelintegralen

// )0 dawdy

ddr omradet D ges av |z| + |y| < 1.
Losning: (Detta ar Uppgift 6.19 fran boken.) I de nya koordinaterna har vi:

d(u,v)
=yt =(r+y)(z—y) =—uv; dudv= ~—~dxdy = 2dzdy,

omradet skrivs om som {(u,v) | =1 <u <1, —1 < u < 1}. Den sokta integralen har
form

0 0, 0l 1 ' 0 ’ 2
)t _ 10,1 _ 1 _
// dxdy = / / dudv 3 (/_lu du) o7

(3) a). Berdkna kurvintegralen av vektorfiltet F(x,y) = (y + 3z, 2y — z) langs kurvan ~
som ges av ekvationen 422 + y* = 4 och ir orienterad moturs.

b). Ange ekvationen for tangentlinjen till kurvan ~y i punkten (z,y) = (‘/75, V2).
Losning: Man kan parametrisera vy som (z(t),y(t)) = r(t) dar
x(t) = cost, y(t) =2sint, te€|0,2n].
V1 har

/'YF-dr: /027r F(r(t)) - r'(t) dt

2
:/ (2sint + 3cost, 4sin — cost) - (—sint, 2cost) dt
0

2w
= / (5sintcost — 2)dt = —4r.
0

b). Eftersom tangentvektorn i punkt (z(t), y(t)) &r
((L’/(t)7 y,(t>> = I'/(t) = <_ sint, 2 cos t) - (_y/27 2[L’),
sa dr en tangentvektor i punkten (z,y) = (ﬁ, V/2) foljande:

och en normalvektor till kurvan i samma punkt ar (1, %) Tangentlinjen har form

(x—g,y— 2)-(1,%):0 & rty/2—-V2=0.



“4)

S

3
a). Bestidm konstanten A s att ytorna 222 + y* + 2> = 4 och 22 + yz = A tangerar
varandra (dvs, har ett gemensamt tangentplan).
b). Ange alla tangenspunkter.

Losning: a). Ytorna tangerar varandra om och endast om deras normaler &r parallella,
dvs (4z,2y,2z) = A\(2z, 2, y) for nagot \. Vi far

4o = 2)\x I =0

2y = \z s (1) { B eller (2) < y=(A\2/4)y
Y=z

22 =My z=(

Case (1): Inséttning av y = z 1 ytornas ekvationer ger

2% + 2% =4

dvs, A = 2.

Case (2): Hir har vi = 0. Den andra ekvationenen ger: A = £2 eller y = 0.

Om y = 0, sd z = 0 enligt den tredje ekvationen. Men punkten (0, 0, 0) ligger inte pa
ellipsoiden 222 + y? + 2% = 4, och ir alltsd ingen tangenspunkt.

Fallet A = 2 har betraktats i Case (1). Lat oss betrakta A = —2. Den tredje ekvationen

ger z = —y. Inséttning av x = 0, 2 = —y 1 ytornas ekvationer ger
2% =4
_y2 = A7
dvs A = —2,y::|:\/§,z::F\/§.
Svar a): Ytorna tangerar om och endast om A = 2 eller A = —2.

b). I fall A = 2 dr tangentpunkterna de punkter som uppfyller

z=1y.
Samma kurva kan parametriseras som union av tva kurvor: (z,y, z) = (v/2 — t2,¢,t) och

(z,y,2) = (—V2 — 2, t,t) dirt € [-v/2,V2].
I fall A = —2 dr tangentpunkterna (0, V2, —\/5) och (0, —V/2, \/5)

Bestidm storsta och minsta vérde av f(z,y) = 757,5 i halvplanet z > 0. Ange i vilka
punkter dessa virden antas. Glom inte att motivera att dessa verkligen &dr globala max-

och minimipunkter.

Losning: Eftersom omradet D = {(z,y) | * > 0} 4r odndligt, maste vi studera
lokala extrempunkter, funktionens beteende pa randen och vid odndligheten.

Observera att randen av D ges av x = 0, och f(0,y) = 0 for alla y € R. Observera
vidare att f(z,y) > 0 for alla (z,y) € D, och f antar dirfor sitt globala minimum



(6)

f(z,y) = 01 varje punkt av randen. Dessutom ser vi att f(z,y) > 0 for x # 0, och
darfor antas det globala minimum bara pa randen.
Vi studerar beteendet vid odndligheten. I polira koordinater

x rlcosf| 1
= <——=0
14 22 + 42 1472 2r
da r — 0. Alltsa, lim(; )00 f(2,y) = 0. Det betyder att for varje £ > 0 finns R

sddant att f(z,y) < ¢ for alla (z,y) € D med \/2? + y*> > R. Fixera e = { samt ett
motsvarande R.
Eftersom funktionen &r kontinuerlig pa det kompakta omradet

Dr ={(z,y) € D | V2* +y*> < R},
sa antar den sitt maximum pa Dg.

: _ 1—224y2 2xy
Grgfllenten grad f = (Gre o7 arar 17
terna dr

) ér definierad 6verallt. De stationéra punk-

gradf(z,y) = (0,0) & (z,y) = (£1,0),
varav bara (1,0) ligger i D. Vi har f(1,0) = 1. Eftersom pa randen av Dp har vi

flz,y) < }1, ar detta det absoluta maximum 6ver Dp.
Detta dr dven det globala absoluta maximum Over D eftersom utanfor Dy har vi

flx,y) < 1.
Svar: Det globala maximum &r %, antas i punkt (1, 0); det globala minimum ér 0, antas
pé linjen z = 0.

a). Avgor om ekvationen
2424 yd —yz+ 2t =4
i en omgivning av punkten (1, 1, 1) implicit definierar en C'-funktion z = z(z, y).

b). Om funktionen z(z, y) i a) 4r definierad, ange i vilken riktning fran (1, 1) funktio-
nen z(x,y) vixer snabbast?

Losning: a). Sitt F(z,y, z) = 2?+2xz+y* —yz+2z*. Vihar F' € C'(R?) eftersom F
dr ett polynom. Eftersom F”(1,1,1) = 5 # 0, sa foljer det fran Implicita funktionssatsen
att F'(z,y,z) = 4 i en omgivning av punkten (1, 1, 1) implicit definierar en C''-funktion
z = z(x,y) sadan att for alla (z,y) ndra (1, 1) géller

F(z,y, z(z,y)) = 4.

b). Funktionen z(z, y) véxer snabbast i gradientens riktning. For att hitta z/,, derivera
ekvationen ovan implicit med avseende pa x:

Fl(x,y, 2(z,y)) = 22 + 22 + 212, — y2, +42°2, = 0.

Insidttning av (z,y,2) = (1,1,1) ger 2+ 2 + 22/ (1,1) — 2/(1,1) + 42/(1,1) = 0, dvs
2 (1,1) = —4/5.



(7
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Pa samma sitt far man
Fl(xz,y, 2(z,y)) = 222, 4+ 3y° — 2 —yz, + 42°2, = 0,
och insittning av (v, y, 2) = (1,1,1) ger z,(1,1) = —2/5.
Svar: Virdet av z = z(x,y) vixer snabbast i punkten (1, 1) nér (z,y) dndras fran
(1,1) i riktningen (—4/5, —2/5).
a). Visa att vektorfiltet F(z, y) = (22 — 3z4)e¥~*" + 1, 22e¥~*") har en potential.

b). Berikna integralen | o F - dr dir C ér en kurva som gar fran origo till (2, 0) langs
x-axeln, och sedan rakt upp till (2, 10).

Losning: U ér en potential till F om gradU = F, dvs
Ul(z,y) = 2z — 35! + 1, U, (z,y) = 22V,
Integrera den andra ekvationen med avseende pa y. Vi far
U(z,y) = 22 + f(z)

ddr f(z) dr en godtycklig deriverbar funktion. Derivera detta uttryck med avseende pa x
och anvind den forsta av ekvationerna ovan:

U(w,y) = (22 = 32")e? ™" + f/(2) = (22 — 32")e' " 4 1.
Detta ger att f'(z) = 1, dvs f(z) = z-+Const. Vi kan vilja Const = 0, och dé fér vi att
Uz,y) = 22V 4

ir en potential for F.
b). Andpunkterna for kurvan C &r (0,0) och (2, 10). Eftersom F ir ett potentialfilt,
giller det att

/ F-dr=U(2,10) — U(0,0) = 4¢€® + 2.
C

Bestiam flodet av filtet F = (22, —2y, —2) genom ytan
r(s,t) = (3s, —2t*,2s +t+1), 0<s<1, —-1<t<l1
i riktningen av normalen N = r/, x r}.
Losning:
Vi berédknar
N =1/ xr, = (8,3, —12¢).
Pa ytan kan F uttryckas som

F(r(s,t)) = (6s,4t*, —2).



Det sokta flodet ar

/ / F(r -Ndsdt =

/ / (48st — 12t* + 24t) dtds = —8.

[e=]

[e=]

(9) Bestim flodet av filtet F(z,y, z) = (2%, —2xy, 3zz) ut genom randen K av kroppen
K, dir

K={(z,y,2) R | 2® + y* + 22 <4, >0, y > 0}.

Losning: Vi anvinder divergenssatsen som ger:

//BKF-dS:///KdiVF-dV.

Vi berdknar divF = 2x — 2z + 3x = 3z, och infor sfiriska koordinater:
(z,y,z) = (rsinf cos ¢, rsinf sin ¢, r cos ),
dir
0<r<2 0<o¢<m/2, 0<O<m.

Man beriknar Jakobideterminanten for koordinatbytet J = 72 sin 6. Den sokta integralen

ar
w/2
/ / / 7 sin @ cos ¢r? sin @ drdfdo =
3/ cosgzﬁdqﬁ/ sin GdQ/ 3 dr = 6.
0 0

Vid utrdkning av integralen har vi infort poldra koordinater.

(10) En tunna i form av en rak cirkuldr cylinder med radie R och héjd H innehaller vatten.
Om man lutar tunnan sa att vatten precis borjar rinna ut, sa skymmer vatten exakt hela
botten (med “exakt” menas att om man lutar tunnan lite till, sa ska vatten borja rinna ut,
och en del av botten kommer Gver vattenytan).

Berikna volymen av vatten i tunnan.

Losning: Lat tunnan vara lutad si att vatten precis borjar rinna ut. Vi infor koordinater
sa att z-axeln &r cylinders centralaxel, och botten av tunnan dr omradet B som beskrivs
av z = 0, 2% + y? < R?; vattenytan i tunnan beskrivs som den del av planet

H
z = 2R(y+R)

som ligger ovanfor B. Vattens volym ges av

//B %(ZJ—FR)dxdy = %/OR/OQﬂ(rsin¢+R)rd¢dr —



H R p2m H H
— dpdr = —21R*/2 = nR*—.
2R/o /0 Rrdedr 5R TR’/2=7R 5



