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0 Notationer och inledande logik

0.1 Talmangder

Vi borjar med att infora beteckningar for nagra mangder av tal. De natur-
liga talen N = {0,1,2,3,...}, heltalen Z = {...,—-2,—1,0,1,2,...} och de
rationella talen

Q:{Z:a,bez,b#o}.

Det senare utldses Mdangden av alla a/b sadana att a och b dr heltal och b # 0.
Vi kommer adven att behéva méngden R som ar de reella talen. Vi kan inte
enkelt definiera denna méngd inom ramarna for detta héafte, utan vi far i detta
laget se den som méngd av alla tal pé tallinjen. Lat A vara en méngd. Om ett
element z tillhér méngden A skriver vi x € A, annars = ¢ A.

Exempel 0.1. Talet 34 € N medan —3 ¢ N. Talet —4 € Z och V3 € R. A

Lat a1, aq,...,a, vara n stycken tal. Vi infér féljande notationer

n
Zak:a1+a2+...+an,
k=1

n
Hak:al-ag-...-an.
k=1

Exempel 0.2.

3
S(k+1)°=2"+3"+4>=4+9+16 = 29.
k=1

0.2 Utsagor

Matematisk bevisforing bygger pa foljande logiska definitioner: Lat A och B
vara tva utsagor, vi har att

o (A och B) ér sann om A &r sann och B &r sann, annars falsk.
o (A eller B) ar falsk om A ar falsk och B é&r falsk, annars sann.

o (A medfor B) ar falsk om A &r sann och B ar falsk, annars sann. Péa-
stdendet A medfér B kan dven uttryckas som A implicerar B och be-
tecknas A = B.

o (A om och endast om B) &r sann om (A medfér B) ar sann och (B med-
for A) ar sann, annars falsk. Pastaendet A om och endast om B kan
skrivas med hjélp av symbolen <=, som A <= B.



Exempel 0.3. Det som kan orsaka lite problem ar det faktum att utsagan
(A medfor B) alltid ar sann da A &ar falsk. T.ex ar foljande en sann utsaga:
Om wvatten fryser vid 10°C finns det inget vatten. A

En motivering till var definition av (A medfér B) utgors av foljande exempel.

Exempel 0.4. Lat utsagan A vara "Kalle har ranat kiosken" och utsagan B
vara "kiosken har blivit rdanad’. Utsagan A = B betyder att Om Kalle har
ranat kiosken har kiosken blivit rdnad”.

Enligt definitionen &r A = B falsk om A &r sann och B &r falsk. Detta
kinns ratt eftersom Om Kalle har rdnat kiosken har kiosken blivit rdnad"
tillsammans med "Kalle har ranat kiosken" och "kiosken har inte blivit ranad”
verkar orimligt.

Antag nu att det var Stina och inte Kalle som hade réanat kiosken. Det &r
rimligt att fortfarande lata uttrycket A = B, d.v.s. Om Kalle har rdnat
kiosken har kiosken blivit ranad" vara sant.

Antag nu att ingen har ranat kiosken. Fortfarande kénns det korrekt att A =
B, d.v.s. Om Kalle har rinat kiosken har kiosken blivit rdnad" vara sant. A



1 Induktion

1.1 Inledande exempel

Fore vi beskriver induktionsprincipen studerar vi ett exempel. Lat oss forsoka
bevisa att for varje heltal n > 1 géller att

Z":k272n3+3n2+n
==

Det ar enkelt att se att om n = 1 far vi VL = HL = 1, om n = 2 far vi
VL =HL =5,omn =3 far vi... . Eftersom n kan vara vilket heltal som helst
storre dn 0 4r denna metod domd att misslyckas. Vi maste hitta ndgot annat
angreppssatt.

Antag att det for ett givet n stdmmer att

Z":k2_2n3+3n2+n
==

Lat oss undersoka om likheten da géller for ndstkommande heltal, d.v.s. vi vill
undersoka om det dr sant att

"sz 2(n+1° +3(n+1)*+(n+1)
; .

Ett sétt att angripa detta ar att forsoka anvinda vart antagande. Vi observerar

att
n+1

VL= Z k= Z kK +
och kan nu anvédnda vart antagande
VL= Zk2 +(n+1)? wﬂw&)?
6

B 2n +3n+n+6n+12n+6 _ 2n® +9n® 4+ 13n+6
B 6 B 6 '

Det aterstar att visa att detta sammanfaller med hogerledet,

2n+1°+3(n+1)>*+ (n+1)

HL = 5
2P +3n2+3n+1)+3(n*+2n+1)+n+1
N 6
23 +9n? + 1 6
_2n +9n°+ 13n + VL.

6

Det fungerade. Vi har nu visat att om likhet stammer for nagot fixt viarde n
stammer den for ndstkommande virde, d.v.s. n+1. Vi vet att likheten stAmmer



for n = 1 och darmed for n = 2. Eftersom likheten nu géller for n = 2 har vi
att den giller for n = 3. Pa detta sitt kan vi fortsétta i all odndlighet. Detta
visar att om n &r ett heltal storre dn 0 har vi identiteten

z":k2 20 +3n?+n
k=1 6

Vi dr nu redo att formellt presentera denna princip som kallas induktionsprin-
cipen.

1.2 Induktionsprincipen

Lemma 1.1. Ldt P(n) vara ett pastaende vars sanningsvdirde beror av heltalet
n = ng, dar ng € Z. Antag att

a) P(ng) dr sann,

b) Implikationen P(n) = P(n+ 1) dr sann for alla n > ng.

Da ar P (n) sann for alla heltal n = ng.

Del @ i induktionsprincipen kallas basfall och del @ kallas induktionssteg.
Ett bevis dir induktionsprincipen anviands kallas ett induktionsbevis. Lat oss
studera fler exempel.

Exempel 1.2. Visa att 3" > n? for alla n > 4.

Vi nyttjar forstds induktion.

a) Vi studerar forst startvirdet. D& n = 4 har vi VL = 3% = 81 och
HL =43 = 64. Vi har att VL > HL.

b) Antag att det for ett givet n > 4 giller att 3" > n3. Vi vill visa att
371 > (n 4 1)% vilket ér detsamma som att visa att skillnaden 37+! —
(n+ 1)3 > 0. Vi forsoker aterféra problemet till vart antagande som ar
att 3" > n3. Det ér viktigt att tinka pa att det minsta virde som n kan
anta ar 4. Detta ger t.ex. att 2n® = 2n - n? > 8n?.

3 (41 =3-3"—(n+1°*>3-n*—(n+1)*=
=% —3n?2—-3n—-1>8n2-3n>-3n—1=

=502 —-3n—-1>20n—-3n—-1=1Tn—1> 0.

Vi har visat de tva stegen i induktionsprincipen vilket ger oss att 3" > n3, for
alla heltal n > 4. A

Definition 1.3. Lat a,b € Z, a ar delbart med b om det existerar ett ¢ € Z
sadant att a = b - c.



Exempel 1.4. Talet 18 ar delbart med 6 ty 3 &ar ett heltal och 18 =6-3. A

Exempel 1.5. Visa att 327! + 4 .27 ar delbart med 7 for alla n € N.
Induktionsbeviset lyder:

a) For n =0 far vi 3! +4 -2 = 7 vilket #r delbart med 7.

b) Antag att det for ett givet n € N giller att 327+ +4.2" &r delbart med
7, d.v.s. att
32n+1 +4 Lo — 70’

fér nagot ¢ € Z.

Vi vill visa att 32(0FD+1 4 4. ondl — 32043 4 4. 9n+1 5 delbart med 7,
d.v.s. att 32713 4 4. 27+l = 74 for nadgot d € Z. Som vanligt maste vi
anvanda oss av antagandet.

30 4 4. 2mt = 9. 3% g 9"
:7-fm4+2(§m4+4-w)
=7-32 2. 7¢
=17 (32”+1 + 20)

Eftersom d = 32"T! + 2¢ € Z har vi visat att pastdendet &r sant for
nastkommande heltal.

Alltsa 327+ 4 4. 27 4r delbart med 7 for alla n € N. A

1.3 Ovningar

Ovning 1.1. Visa att for alla heltal n > 1 géller likheten

1
1+2+3+...+n_"<”2+).
Ovning 1.2. Lat P(n) vara pastiendet
2n + 1)
1+2+3—|—...+n—(n;),

dér n > 1 &r ett heltal. Visa att om P(n) ar sant for nagot n &r P(n+ 1) sant.
Visa dven att P(n) alltid ar falskt.

Ovning 1.3. Lat x vara ett reellt tal sidant att « # 1 och n vara ett heltal
sadant att n > 1. Anvand induktion for att visa att

1— ™

l+z4+2?+23+..  +27 1= )
1—=x



Ovning 1.4. Visa att summan av de n forsta udda naturliga talen dr n? och
att summan av deras kvadrater ar

n(2n—1)(2n+1).

3
Ovning 1.5. Visa med hjilp av induktion att
n
Z 1 __n
i k(k+1) n+1
for n > 1 och att
2nil 1 B i
= k(k+1) 2n

Ovning 1.6. Visa att (n — 1)*4+n3+ (n + 1)* ér delbart med 9 for alla n € N.
Ovning 1.7. Visa att (n —1)> + (n +1)® ér delbart med 4 for alla n € N.
Ovning 1.8. Visa att for varje heltal n > 1 giller formeln

n(2n+7)(n+7)
G :

Z (k+1)(k+5) =

Ovning 1.9. Visa att for varje heltal n > 1 foljer att
"k n+2

2_327:2_ on

Ovning 1.10. Visa att for varje heltal n > 1 foljer att

puiet 2k \/3n +1

Ovning 1.11. LAt oss definiera n! =n(n —1)(n —2)---4-3-2-1. Visa att
for varje heltal n > 1 géller att

Ovning 1.12. Visa att 2" > n? for alla heltal n > 4.
Ovning 1.13. Visa att for alla heltal n > 1 giller att

n n
(Z k) =y K.
k=1 k=1
Ovning 1.14. Lat p vara ett reellt tal sddant att p > —1. Visa att (14 p)" >
1+ np for alla n € N.
Ovning 1.15. Visa att 32® — 1 &r delbart med 8 for alla heltal n > 0.
Ovning 1.16. Visa att for alla heltal n > 4 giller att 3" > 2" + 4n?.

Ovning 1.17. Visa att 2" + 3" < 4" for alla heltal n >

Ovning 1.18. Visa att n"2™" > n! for alla heltal n > 6. (Ledning: (14+1/n)"
ar en vixande talfoljd.)



2 Komplexa tal

2.1 Rektangular form

I detta kapitel kommer vi att studera ordnade par av typen (a, b), dér a,b € R.
Att paret dr ordnat betyder att for a # b géller att (a,b) inte 4r detsamma
som (b, a).

Definition 2.1. Ett komplext tal z &ar ett ordnat par av reella tal, z = (a, b),
dér a,b € R. Addition och multiplikation av tva komplexa tal z; = (a1, b1)
och z9 = (ag,be) definieras genom

21 + 29 = (a1,b1) + (az,b2) = (a1 + a2, by + ba), (2.1)
Z1 R = (al,bl) . (ag,bQ) = (a1a2 — blbg,albg + Gle). (2.2)

Likhet definieras genom att z; = z9 om a1 = ag och b; = by. Méngden av alla
komplexa tal betecknas C.

Lésaren kan sjilv 6vertyga sig om att associativa lagen ar uppfylld for bade
addition och multiplikation, d.v.s.

(2’1 +Z2) +23=21+ (2’2 +23)

(Z1 : 2’2) *Z3 — 21 (2’2 . 2:3).
Detsamma géller for den kommutativa lagen

21+ 20 =204+ 21

2120 =2921
och den distributiva lagen

21(z2 + 23) = 2129 + 2123.
Exempel 2.2. Lat z; = (2, —3) och 22 = (—5,1) da foljer att

21+ 29 = (2, —3) + (—5, 1) = (—3, —2),
sz = (2,-3) - (=5,1) = (=10 + 3,2 + 15) = (—7,17).

A
Om z = (a,b) och ¢ € R definierar vi
c-z=(ca,ch). (2.3)
T.ex. ger fallen ¢ = —1 och ¢ = % identiteterna
—c = (—CL, _b)a



Tal pa formen (a,0) kan identifieras med de reella talen. Om z; = (a1,0) och
zo = (a9,0) ser vi att 21 + 22 = (a1 + a2,0) och z; - 20 = (aja2,0) vilket
sammanfaller med addition och multiplikation for reella tal. Ett reellt tal a
identifierar vi med det komplexa talet z = (a,0). Vi ser att for reella tal
sammanfaller de bada definitionerna och for multiplikation.

Ekvationen 2241 = 0 saknar 16sning i méngden av reella tal, ty 241 > 0. Om
vi later x anta komplexa virden finner vi emellertid l6sningar. Lat = = (0, 1),
da ar 22 = (0,1) - (0,1) = (—1,0) som vi identifierar med det reella talet —1.

Det finns ett praktiskt skrivsatt for att behandla komplexa tal. Ett godtyckligt
komplext tal (a,b) kan skrivas pa f6ljande form

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0).

Om vi nu identifierar (a,0) med a och (b,0) med b far vi det komplexa talet
a+(0,1)-b.

Definition 2.3. Talet i = (0, 1) kallas den imagin&ra enheten.

Exempel 2.4. Potenser av i har féljande férhallanden

1=it=i*=..,
i=i®"=1" ,
—1=i2=1° ,
—i=i¥=i"=
Speciellt viktig ir egenskapen i? = —1. A

Med hjélp av den imaginéra enheten kan vi identifiera det komplexa talet (a, b)
med a+ib och anvinda de vanliga rdknelagarna for addition och multiplikation.
For att verifiera detta lat 21 = a1 + iby och z9 = ag + iby. Addition och
multiplikation far som véntat foljande utseende:

21+ 22 = a1 +1iby + ag +1iby = a1 + ag +i(by + b2),
2129 = (a1 + ibl)(ag + ibQ) = ajas +ia1bo + iaghy + i2blb2
= aia9 — b1by + i(albg + a2b1).

Lat z = a + ib dér a,b € R och i dr den imaginara enheten. Det reella talet
a kallas realdelen av z och betecknas a = Rez och det reella talet b kal-
las imaginidrdelen av z och betecknas b = Im z (observera att i ej tillhor
imaginérdelen). Ett komplext tal pa formen a + ib sigs vara pa rektangular
form.

Definition 2.5. Lat z = a + ib vara ett komplext tal. Konjugatet av z ar
det komplexa talet Z = a — ib. Absolutbeloppet av z ar det reella talet

|z] = Va? + b2.

10



Absolutbeloppet av z = a+ib beskriver avstandet fran punkten (a, b) till origo
i talplanet. Vi observerar foljande likhet
2-Z=(a+ib)(a—ib) = a® — i%b* = a® + b* = |2)°. (2.4)
Denna likhet, drar vi nytta av da vi infor division av tva komplexa tal z; och
zo. Division definieras som hogerledet i foljande formel
21 _ A - Z9 1

2 =z |zl
observera att talet |2o| =2 &r reellt och kan behandlas som ([2.3).

Exempel 2.6. Skriv talet
1+1i3
2—1i

pa rektangulédr form.

Enligt definitionen &ar
1+i3  (1+i3)(2+i) —1+i7 1 .7

1—.

2—-i  (2—-i)(2+i) 5 5 ' 5
A
Lat 21,29 € C. Vi har rdknereglerna
25)
z—Z
Imz= 2.6
mz o , ( )
21+ 22 =71+ 72, (2.7)
Z1 - 22 = 71 - %2, (2.
z1 zZ1
— == 2.9
2)-E) 29
2| = |21, (2.10)
|2122] = |21] - |22l (2.11)
4= @, (2.12)
22| |22
[Re 2| < |2], (2.13)
Im 2| < |21, (2.14)

som foljer ganska direkt fran definitionerna. Exempelvis foljer (2.6]), (2.12]) och
(2.13]) efter anséttningen z = a + ib, ty
z2—% a+ib—(a—ib) 2ib

= = — = :I
2% 24 5y — 0= 1mz
Al s |21 53] = 21|
— | =|—F5x 2| = —5|n 2 = —5l2ll7
1 |21]
= ——|z1llz| = =—
|Z2‘2| 1][22] P

|Re z| = |a| = Va2 < Va? + b2 = |z].

11



Observera att i beviset av (2.12)) har vi anvint oss av (2.10) och (2.11)).

Sats 2.7 (Triangelolikheten). Ldt z1 och z2 vara kompleza tal, da foljer att

|21 + 22| < |21] + |22

BEvVIs: Vi visar olikheten kvadrerad,

|2:1 + Z2’2 = (21 + 2’2)(2’1 + 22) = (21 -+ 22)(714-72)
=0T+ %+ 27+ 0% = |a)’ + a% + 2w + |2
= [21]* + 2Re (2173) + | 22> < |21]2 + 2|Re (2172)| + |22/
< |2 4 2117 + |22 = |21 + 2|21 22| + |22]?
= (Jz1| + |22])*.
Vi har olikheten
|21+ 2] < (|21] + |22))*.
Eftersom |21 + 22| > 0 och |21] + |22] > 0 kan vi ta kvadratroten av hoger- och
vansterled och behalla olikheten. [ |
Im 2
zZ1 + 29

z2
|21 + 22| |22

21

|21]

Rez

Foljdsats 2.8. Lat z1 och zo vara komplexa tal, da foljer att

|[21] = |z2]| < |21 + 22|

BEvis: Vi anvinder oss av triangelolikheten,
|21] = |21 + 22 — 22| < |21 + 22| + |22

alltsa
|z1] — |22 < |21 + 22]

Med samma metod har vi dven att
’22| — |Zl| < |2’1 + ZQ| .

Dessa tva uttryck ger olikheten. [ ]

12



2.2 Andragradsekvationer med komplexa koefficienter

Vi boérjar med ett exempel da koefficienten framfor z &r noll.

Exempel 2.9. Los ekvationen 22 = 4 — 3i.

Vi soker de komplexa tal z som kvadrerade ar 4 — 3i. Talet z kan beskrivas
med real- och imaginérdel z = a + ib. Ekvationen blir nu

(a+ib)? =4 —3i (2.15)

eller efter utveckling
a® — b® +i2ab = 4 — 3i.

Fran definitionen foljer att tva komplexa tal ar lika om och endast om real-
och imaginédrdel sammanfaller, vilket ger oss ekvationssystemet

a2 - =4
2ab =-3.

Losningarna till ekvationssystemet ger losningarna till den ursprungliga ek-
vationen. Vi kan &ven anvidnda kriteriet att absolutbeloppet av hoger och
vansterled maste sammanfalla i ekvation (2.15):

|(a+ib)?| = |4 - 3il,
a? +b% = /42 + (=3)2 = 5.

Med tillagg av denna ekvation far vi ekvationssystemet

a?—bv* =4
2ab =-3
a’®+b* =5.

Férsta och tredje ekvationen ger att 2a% = 9, d.v.s.
3
a=+—.

V2

Andra ekvationen ger (observera teckenforhallandet mellan a och b)

3—

A =5
_ —34i
2 =

Det allménna fallet kan aterforas pa vart exempel ovan.

13



Exempel 2.10. Los ekvationen z? — (3 +2i)z + 5 +i= 0.

Vi nyttjar kvadratkomplettering, vilket bygger pa att vi vill finna en kvadrat
sddan att utveckling av kvadraten ger oss termerna 22 — (3 + 2i)z. Vi ser att

21\ 2 21\ ? 12i
<Z—3—; 1) —22—(3+2i)z+(3—; 1) 222—(3+21)z+5+4 -

uppfyller kraven. Detta ger identiteten

3+2i>2 54 12i

2 .
—(3+20)z=(z—
22— ( i)z <z 5 1

Var ursprungliga ekvation blir nu

+5+i=0

(z_3+2i>2_5+121
2 4

eller enklare

(z—3+2i)2——15+2i
2 4 '

342i
2

Lat nu w =z — , vilket ger oss ekvationen

15
w? = - +2i

Hérefter kan folja vart tidigare exempel. Lat w = a + bi, vi far ekvationssyste-
met

CL2 _ b2 — _%
2ab =2
a?+ v = 47

vilket har 16sningen a = j:% och b = £2. Loésningarna till var ursprungliga
ekvation blir

z1=5+2i4+ 34 =243

Zp=—3—2i4+3H =11

2.3 Polara koordinater

En punkt (a,b) som identifieras med z = a + ib i det komplexa talplanet C
kan om z # 0 beskrivas med hjilp av avstandet |z| fran punkten till origo och
vinkeln 6 fran z medurs till den positiva reella axeln, som ar méngden av alla
komplexa tal av typen (a,0) med a > 0. Vinkeln 6 kallas argumentet av z
och betecknas 6 = arg z. Vi har att

a = |z|cos®,

b =|z|sin#,

14



vilket betyder att

z=a+ib=|z|cosf +i|z|sinf
= |z|(cos @ +isin6).

Maérk att vi till 8 kan addera en multipel av 27 och erhalla samma komplexa
tal. Argumentet 6 ar darfor bestdmt sd nar som pa en multipel av 27. Ett
komplext tal beskrivet pa denna form séges vara pa poléar form.

b+ z = (a,b)

f Rez

Multiplikation av komplexa tal pa polar form blir betydligt enklare att hantera
an den rektanguldra framstdllningen. Lat z; = |21|(cos €y + isinf;) och zo =
|z2|(cos 0 4 isin 63). Med hjélp av additions formler f6r sinus och cosinus far
multiplikation foljande utseende

21+ 22 = |21](cos 01 + isin 61)|z2|(cos O3 + isin 63)
= |z1||22|(cos 01 cos B — sin 6 sin Oy + i(sin O cos B2 + cos 6 sin 63))

= |z1]|z2|(cos(01 + 02) + isin(0; + 62)),

och division foljer enligt

1
Gl T2 T = @(cos& +isinf;) - (cos By — isin )
2 |z |22]
= :le(cos 61 cos B2 4 sin 0 sin 05 + i(sin 6 cos B2 — cos 61 sin 0))
22
REN .
= @(cos(el — 09) +1isin(0; — 69)).

Exempel 2.11. Lat z; = 1 +1i och zo0 = —1 + 2i. Produkten z; - zo blir da
—3+1i.

15



Im ~

<2

21
2122

Rez

Har visas multiplikationen geometriskt. Produktens vinklar &r summan av fak-
torernas vinklar och produktens avstand till origo &r produkten av faktorernas
avstand. A

Foljande definition &r praktisk.

Definition 2.12. Lat # € R. Vi definierar ¢ = cos6 + isin 6.

Enligt ovan ir z; = |21, 25 = |22/€!% och vi har att

arg(z1 - z9) = arg z1 + arg 29,
arg ([ — | = arg z; — arg z».
z2

Om vi later |z1| = |2z2] = 1 ger ovanstaende likheter

ei916i92 — 61(61—"_02),

och om n € N har vi
(eie)n _ eieeio - ei@ = eme. (2'16)

Exempel 2.13. Los ekvationen 2z = w, dar n > 1 ar ett heltal och w € C.

Vi skriver om ekvationen pa polir form. Lat z = |z]e? och w = |w|el¥, med

hjilp av (2.16) far vi
|Z|n€m0 — \w|ew.

Vi drar oss till minnes att funktionerna sinus och cosinus ar 2m-periodiska
vilket ger

2" = |w]
nby :<p+27rk
dér k € Z. Loser vi ut |z| och 6 far vi

1
2| = |w|»
ek _ <p+27rk'

n
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Losningarna till ekvationen blir

i0;, 1 jet2nk

zr = |zle |w]vlwe o

for k € Z. Observera att k = m och K = m + n ger samma l6sning. Vi kan
darfor begréansa k till 0,1,2,...,n — 1. A

Om vi ersatter § med —0 i formeln

i0

e’ =cosf +isinf
far vi
e % = cosh —isind
Detta foljer av att cos(—6) = cosf och sin(—#) = — sin §. Loser vi ut cosf och
sin @ far vi Eulers formler:
eif 4 —if
cos) = ——
2
i _ _—if
sinf=""—°
2i

2.4 Ovningar

Ovning 2.1. Beriikna och forenkla summorna

14+2i , i3 (1 i 1 i
2) 552+ 5 (5 - 1) (Y5 + )
b) M1 (20)F.
Ovning 2.2. Lat 2 =1 — 2i och w = 3 — i. Bestdm
a) 3z — 2w,
b) 22w,

2

o
~—
-
w g

2

Ovning 2.3. Bestam det reella talet a si att

5—1
I =0.
m(31a> 0

Ovning 2.4. Visa att |2| = 1 om och endast om z = 1.

Ovning 2.5. Visa riknelagarna (2.5) — (2.14).

Ovning 2.6. Visa att |z + 4| — 2 < |z + 2| for alla komplexa tal z.

Ovning 2.7. Los andragradsekvationerna

17



a) 22 = —2i,

b) 2?2 —9 — 40i = 0.

Ovning 2.8. Los andragradsekvationerna
a) 22 —2z—-1-3i=0,
b) 2?2 — (24 2i)z — 3 +6i = 0.

Ovning 2.9. Bestim

o (242001 +iV3)
T\ TEiviz—2) )

Ovning 2.10. Visa att sin® ¢ = 3sin6 _ %_

Ovning 2.11. Uttryck foljande komplexa tal i polir form
a) i,

1-i
) 1+v/31

2
1l
d) <cos§—1sm§>.

Ovning 2.12. Uttryck foljande komplexa tal i rektangulir form

a) 224+1=0,
b) 28 = 16,
c) 28 =1+i.

Ovning 2.14. Visa att om |z| < 1 och |w| < 1 foljer att

zZ— W

< 1.
lzw‘
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3 Polynom och algebraiska ekvationer

3.1 Definitioner och faktorsatsen

En funktion f: C — C av typen

L+ age? +arx + ao, (3.1)

f(x) = apx"™ + ap_12"~
dér a; € C kallas ett polynom. Om a; € R for alla 0 < 7 < n kallas polynomet
reellt, annars komplext. Om a,, # 0 sdgs polynomet vara av gradtal n och vi
skriver deg f = n, a, kallas den ledande koefficienten. Observera att gradtal
for polynom inte ar definierat for nollpolynomet f(z) = 0. Tva polynom é&r
lika om och endast om deras respektive koeflicienter sammanfaller. Vi kan
anvinda summasymbolen for polynomet och far da

Exempel 3.1. Lat f(z) = 423 — 2+ 15. Funktionen f dr di ett reellt polynom
och deg f = 3. Koefficienterna éar 15, —1,0 och 4. Den ledande koefficienten &r
4. A

Addition och multiplikation mellan polynom definieras genom

(f+9)(x) = f(z) +g(z),
(f-9)(x) = f(z) - g(=).

Direkt foljer att om f # 0, g # 0 och f + g # 0 har vi

deg(f + g) < max(deg f,degg), (3:2)
deg(f-g) =deg f + degyg. (3.3)

Anledningen till olikheten i ar att koefficienterna till de termer med hogst
gradtal kan summeras till noll och dirmed forsvinna. Lat t.ex. f(z) = 22 +z —
4+3ioch g(z) = —2? +4x. Vi har att (f +g)(z) = f(z) + g(z) = bz — 4+ 3i,
sa deg(f +¢g) =1 men deg f = degg = 2.

Ett tal « € C kallas ett nollstalle till polynomet f om f(a) =0. Om z = «
loser ekvationen f(z) = 0 ségs « vara en rot till ekvationen. Sjilvfallet &r
x = « en rot till ekvationen f(z) =0 om och endast om « &r ett nollstélle till
polynomet f. Vi sédger att polynomet f ar delbart med polynomet g om det
finns ett polynom h sadant att f = g - h.

Exempel 3.2. Polynomet f(z) = 22 — 1 dr delbart med g(z) = = + 1 ty

2?2 — 1= (x+1)(z —1). Vi har sdledes f = g - h, diir h(z) = z — 1. Talen —1
och 1 ar nollstéllen till f. A
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Lat f och g vara polynom med egenskapen att deg f > degg. Vi kan da finna
entydiga polynom k och r sa att f kan skrivas pa formen

f(x) = k(x)g(x) +r(x), (3-4)

déar k och r har egenskaperna att degk = deg f — degg och om r # 0 géller
att 0 < degr < deg g. Polynomen k och r kallas kvoten respektive resten da f
divideras med g. Observera att f ar delbart med g om och endast om r(x) = 0.
Jamfor detta med heltalen da vi utfér division

7 1

_—94 =

3 +3’
eller

7=2-3+1.

Exempel 3.3. Ett satt att berdkna kvoten och resten dr genom polynomdi-
vision. Lat f(z) = 2* — 523 + 422 — 142 + 4 och g(x) = 2 + 3 vi presenterar
rakningarna med bade liggande stolen och trappan,

x2 —5x +1
22 +3[ 2* ) —5x3 +422  —14x  +4 [ 2% +3
—(z +322
—5x3 —i—x2) —14x +4
— (=523 —15z)
z? +r  +4
—(2? +3)

T +1

Overst i uppstéllningen ser vi kvoten k(z) = 22 — 52 4+ 1 och nederst resten
r(z) = z + 1. Vi kan alltsa skriva f pa formen

f(x)=(2® =5z +1)(x* +3) + = + 1.

Likhet (3.4]) ligger till grund for den viktiga faktorsatsen.

Sats 3.4. Lat f wvara ett polynom och o € C. Tualet o dr ett nollstdlle till f
om och endast om f dr delbart med x — .

BEvis: Vi borjar med att visa utsagan att om talet a ar ett nollstélle till f
sé dr f delbart med polynomet r — o. Antag att a &ér ett nollstélle till f. Vi
anvander (3.4) med g(x) = x — « och far

f(x) =k(x)(x — a) +r(z), (3.5)

dér 0 < degr < deg(z — a) = 1. Detta medfor att r endast bestar av en
konstant. Sétt r(x) = c. Vi kan bestdmma ¢ genom att studera (3.5) for
r =

fla) =k(a)(a—a)+c=c
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Eftersom « &r ett nollstélle till f foljer att ¢ = f(«a) = 0. Vi har att f(x) =
k(x)(z — «) vilket betyder att f ar delbart med x — a. Vi ar klara med den
ena implikationen.

Antag nu att f ar delbart med = — «, vilket betyder att det finns ett polynom
k sa att

f(z) = k(z)(x — ). (3.6)
Vi vill undersdka om « &r ett nollstélle till f. Identiteten (3.6]) ger direkt att
fla) = k(a)(a — a) = 0, vilket betyder att a &r ett nollstélle till f. [ |

3.2 Algebraiska ekvationer

Exempel 3.5. Los ekvationen 23 — 522 —z + 5 = 0.

Vi ser genom provning att x = 1 léser ekvationen. Lat f(x) = 23 — 522 — 2 +5.
Polynomet f har ett nollstélle for x = 1, d.v.s. f(1) = 0. Faktorsatsen ger oss
att f ar da delbart med polynomet xz — 1. For att berakna kvoten kan man
antingen anvinda polynomdivision eller ansitta ett polynom k(x) = az? +
bx + ¢ och studera likheten f(x) = k(z) - (z — 1), d.v.s.

23— 522 —x+5=(az? +bx+c)(z —1)

=az® + (b—a)x® + (c—b)x —c.
Jamfor vi koefficienter far vi att a = 1, b = —4 och ¢ = —5. Vi har att
23— 522 —x+5= (22 -4z —5)(z—1)=0.

Loser vi andragradsekvationen far vi slutligen rotterna z; = 1, z2 = 5 och

r3 = —1. A

Sats 3.6 (Algebrans fundamentalsats). Varje polynom f med egenskapen att
deg f > 1 har ett komplext nollstdlle.

For att bevisa satsen krdvs mer avancerad matematik &n vad vi klarar i denna
stund, men hall ut! Satsen bevisas exempelvis i en kurs i komplex analys eller
i hogre kurser i algebra. Tillsammans med faktorsatsen far vi en faktorisering
av polynom.

Foljdsats 3.7. Lat f vara ett polynom med deg f =n, ddrn > 1. Dd kan f
skrivas pa formen

f@)=ap(lzr—aq)(x—a2) - (z — an), (3.7)

dir a; € C, for 1 < i < n, dr polynomets nollstdille och a, samma koefficient

som 1 formel (3.1)).

Bevis: Vi anvinder induktionsbevis 6ver gradtalet n:
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a)

Vi borjar med basfallet, d.v.s. dd n = 1. Om ett polynom f &r av gradtal
1 har det utseendet f(z) = a1z + ag och kan darfor skrivas pa formen

flz) =a; (:1:—1—%).

ai
Antag att varje polynom ¢ av gradtal n kan skrivas pa formen
g(x) = c(x —on)(z — az) -+ (x — an), (3.8)

déar ¢ # 0 och «ay, for 1 < ¢ < n, ar komplexa tal. Vi vill visa att varje
polynom f av gradtal n + 1 kan skrivas pa formen

f(@) = cle —ar)(z — az) - (z — anta),

for nagra komplexa konstanter ¢ och «ay, for 1 < ¢ < n. Enligt algebrans
fundamentalsats vet vi att polynomet f har ett komplext nollstélle cv,41.
Enligt faktorsatsen ar f delbart med polynomet = — ay, 41, d.v.s.

f(z) = g(x)(x — any1),

dar g ar ett polynom med gradtal n. Enligt antagandet (3.8) kan f
skrivas pa formen

fl@)=clx—ar)(z —a2) - (x — ant1). (3.9)

Induktionsprincipen ger oss sa nir som pa konstanten a,, likhet i (3.7]).
Utfor man parentesmultiplikation i (3.9) ser vi att ¢ ar koefficienten till
2"t vilket dr a,1. Vi ar klara.

Exempel 3.8. Faktorisera polynomet

f(2) =223 —2(1 4 2i)2% + 6(—1 + i)z + 4i(1 — i)

som har ett nollstalle i punkten z = 2.

Enligt foljdsats ar uppgiften klar nér vi vet alla nollstéllen till f. Enligt
faktorsatsen dr f delbart med polynomet z — 2. Lat oss ansitta g(z) = az? +
bz + ¢ och 16sa ekvationen f(z) = g(z)(z — 2). Vi far

f(2) = (az® + bz +¢)(z —2)
= a2z’ + (b—2a)2> + (c — 2b)z — 2c.

Jamforelse av koefficienter ger oss ekvationssystemet

a = 2

b—2a = —2(1+2i)
c—2b = 6(—1+1i)
—2c = 4i(1 —1i)
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som har 16sningen a = 2, b = 2 — 4i och ¢ = —2 — 2i. Alltsd ar f(z) =
(222 + (2 — 4i)z — 2 — 2i)(2 — 2). De tva kvarvarande nollstéllena till f dr dven
nollstéllen till g, d.v.s. rotter till ekvationen g(z) = 0. Vi léser ekvationen

g9(z) = 0:
222 + (2 —4i)z—2-2i=0.

Fran delkapitel har vi metoder for att l6sa andragradsekvationer sasom
denna. Losningarna blir z; = i och 2z = —1 + i. Enligt foljdsats [3.7] kan vi
skriva

f(z)=2(z—-2)(z —1)(z+ 1 —1).

Sats 3.9. Lat f vara ett reellt polynom och « vara ett nollstille till polynomet.
Da féljer att dven & ar ett nollstdlle till polynomet.

BEvis: Forutsdttningarna for satsen séger att

dér a; € R och
fla) = Zaiai = 0. (3.10)

Vi vill visa att f(a) = 0. Komplexkonjugat av ekvation (3.10]) ger oss

n

f(@) = zn:a@i = Zn:aﬁ-az zn:m: Zaiai = f(a) = 0.
i=0 i=0 i=0

1=0

Exempel 3.10. Ekvationen z* — 223 — 222 — 22 — 3 = 0 har roten 2z; = i.
Bestam samtliga rotter till ekvationen.

Lat f(z) = 2% — 223 — 222 — 22 — 3. Vi noterar att i ir en rot till ekvationen
f(z) = 0 och att f ar ett reellt polynom. Déarfor foljer av sats att aven
i = —i ar en rot till ekvationen f(z) = 0. Enligt faktorsatsen ar polynomet
f delbart med (z — i) och (z + i), d.v.s. det finns ett andragradspolynom k
sddant att

F(2) = k(2)(z =)z +1) = k(2) (% +1).

Efter polynomdivision eller ansidttning av godtyckligt andragradspolynom k
foljer att k(z) = 22 — 2z — 3. Ekvationen k(z) = 0 har rétterna z3 = —1 och
z4 = 3. Rotterna till den ursprungliga ekvationen ar z; =i, 20 = —i, 23 = —1
och z4 = 3. A
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Definition 3.11. Lat f vara ett polynom. Ett nollstélle o sdgs vara av mul-
tiplicitet m om f &r delbart med (z — @)™ men inte delbart med (z —a)™*!.

Talet « &r ett nollstélle till polynomet f av multiplicitet m om och endast om
f kan skrivas pa formen

f(z) = (2 = a)"g(x),

dér polynomet g har egenskapen att g(a) # 0. Detta foljer av att g(a) = 0
om och endast om g kan skrivas pa formen g(z) = (z — a)k(x), vilket insatt i

f ar
fla) = (x — )" k(x).

Fran definitionen foljer att om « &r ett nollstélle till f med multiplicitet m sa
ir f ej delbart med (z — )™ *L. Alltsd foljer att g(a) # 0.

Lemma 3.12. Ldat f vara ett polynom och « ett nollstille till f av multiplicitet
m > 2. Dd gdller att o dr ett nollstdlle till f' av multiplicitet m — 1.

BEvIs: Antag att « ar ett nollstélle till f av multiplicitet m, d.v.s. att

f(z) = (z—a)"g(z),

dar g(a) # 0. Produktregeln for derivator ger oss
f'(@) = m(z — )" 'g(x) + (x — a)"g/ ()
= (z — )" (mg(x) + (z — )¢/ (x))

Slutligen maste vi verifiera att f’ ej ar delbart med (z — )™, vilket ar det-
samma som att verifiera att

mg(a) + (o — a)g'(a) = mg(e) # 0.

Det senare foljer av att m # 0 och g(«) # 0. B Detta lemma ligger till

grund for en allmédnnare sats.

Sats 3.13. Ldt f vara ett polynom. Ett tal o dr ett nollstalle till f av ndgon
multiplicitet storre dn eller lika med m > 2 om och endast om
dkf
@(a) =0,

foralla 0 < k<m—1.

BEvIs: Vi borjar med att visa att om « &r ett nollstélle till f av ndgon mul-
tiplicitet storre &n eller lika med m > 2 foljer att
drf
dxk

(@) =0,
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for alla 0 < k < m — 1. Antag att « ar ett nollstéille till f av multiplicitet
Il > m > 2. Fran lemma foljer att o ar ett nollstélle till f av multiplicitet
Il —12>2m—1, vilket ger att for ndgot polynom g har vi

Y @) = @)™ g(a)

och speciellt

af B
@(a) =0.

Upprepar vi lemma far vi att o ar ett nollstélle till f” av multiplicitet
[ — 2, vilket ger att

d*f
Vi kan fortsidtta pa detta vis och far slutligen att o ar ett nollstélle till
d™tf/dx™ ! av multiplicitet [ — m + 1 > 1, och speciellt har vi

dm—lf

Vi vill &ven visa det omvénda resultatet. Antag att
dkf
dxk

for alla k sddana att 0 < &k < m—1. Vi vill visa att f &r delbart med polynomet
(x — «)™. Vi anvéander ({3.4) och far

f(x) = (z — )"k(x) + r(2),

(a) =0, (3.11)

dér polynomen k och r ar kvoten respektive resten da f divideras med (z—a)™.
Vi vill visa att 7(z) = 0. Vi vet att degr < m — 1 och kan darfor ansétta

2 1

r(z) =ap+a1(z —a)+a(x — )+ ...+ apm_1z™ .

Eftersom « &r ett nollstille av minst multiplicitet m till h(x) := (z — a)™k(z)
har vi fran den bevisade delen av satsen

d'h

: =0 3.12
) =0, (312)
for alla 0 < ¢ < m — 1. Ekvationerna (3.11)) och (3.12) ger att
dir
: = 1
T (a) =0, (313)

for alla 0 < i < m — 1. Koefficienten ag = 0, ty fran (3.13)) med ¢ = 0 har vi
r(a) =ag = 0.
Lat oss derivera r, vi far

(x) = a1 + 2as(z — @) + ... + (m — Day_12™ 2 (3.14)
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Frén (3.13) och (3.14) far vi att r'(a) = a; = 0. Fortsitter vi pa detta sitt och
beraknar 3;7; och dérefter anvinder (3.13]) far viatt a; = 0 for alla0 < i < m—1
och ddrmed att r(x) = 0. Alltsa ar

f(@) = (& — a)"k(x)

vilket visar satsen. [ |

Exempel 3.14. Ekvationen z* — 423 4+ 27 = 0 har en dubbelrot, d.v.s. en rot
av multiplicitet tva. Los ekvationen.

Bilda f(z) = 2% — 423 + 27. Enligt sats ar dubbelroten till f(z) = 0
dven en rot till ekvationen f/(x) = 0. Vi soker darfor nollstéllena till f/'(z) =
4z3 —122% = 422%(x — 3) = 0. Nollstillena till f' &r z = 0 och = = 3. Eftersom
f(0) = 27 s& maste f(3) = 0. Enligt faktorsatsen #r f(x) = (z — 3)%g(x), for
nagot polynom g. Med hjilp av polynomdivision eller ansdttning av godtyck-
ligt andragradspolynom far vi att

g(x) = 2% 4 2z + 3.

Resterande rotter till f far vi fran ekvationen g(z) = 0, som har rétterna x3 =
—1+4iv2 och 23 = —1 — iy/2. Sammanfattningsvis ér rotterna till ekvationen
r1 =29 =3, 23=—1+1iv2 och z3 = —1 —iV2. A

For att 16sa en polynomekvation av hogre grad &n tva har vi endast givit
metoden att gissa rotter och déarefter faktorisera ut forstagradsuttryck for att
reducera gradtalet pa ekvationen med ett. Det finns exakta formler fér rétterna
till polynomekvationer upp till och med gradtal fyra och man har visat att det
inte gar att fa fram liknande formler fér hogre gradtal. For att veta vilka rotter
man ska gissa pa kan man i vissa fall anvinda féljande sats.

Sats 3.15. Ldt f(x) = ag + a1 + agx® + ... + a,x™ vara ett polynom med
a; € Z for alla 0 < i < n. Antag att briket p/q ej gar att forkorta och dr en
rot till ekvationen f(x) = 0. Da féljer att ag dr delbart med p och att a, ar
delbart med q.

BEVIS: Vi vet att p/q ar en rot till ekvationen f(z) = 0, vilket innebér att

n
p s
f <) => ap'q' =0
7 o
eller, efter multiplikation med ¢",

n n

> aip'q" = apq" + Y ap'g" = 0. (3.15)
i=0 i=1

Vi véljer forst att visa att ag ar delbart med p. Att a, &r delbart med ¢ féljer

analogt.
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Efter omskrivning av (3.15)) far vi

n n
agg" ==Y aip'q" " =p (Z aipz_lq"_z> :
=1 =1

Har ser vi att hogerledet ar delbart med p alltsa ar véansterledet delbart med
p. Har anvinder vi aritmetikens fundamentalsats som sédger att varje heltal
storre dn ett kan pa ett entydigt sétt skrivas som en produkt av primtal.
Alla primtalfaktorer som tillsammans bygger upp talet p maste finnas i ag
eftersom braket p/q inte gick att forkorta enligt vara forutséttningar. Alltsa
ar ag delbart med p. ]

Exempel 3.16. Los ekvationen 23 — 322 — 22 4+ 6 = 0.

Vi observerar forst att koefficienterna i ekvationen &ar heltal. M6jliga rationella
rotter p/q ar enligt sats saledes fallen da p € {£1,+2,4+3,£6} och ¢q €
{#£1}. Vi ser att d& koefficienten till 2% &r 1 far vi att de mdjliga rationella
rotterna ar heltal. Efter testande av mojliga heltalsrotter finner vi att 1 = 3
ar en rot. Efter polynomdivision eller annan metod ser vi att xo = V2 och

xr3 = —ﬂ. A

3.3 Samband mellan rotter och koefficienter

Lat f(x) = ag + a1 + agz® + ... + ap_12" ! + 2™ ha de komplexa nollstil-
lena aq, g, ..., a,. Enligt algebrans fundamentalsats ar f(x) = (x — a1)(z —
ag) -+ (r — ay). For att fa en konstant term ur dessa paranteser maste vi
multiplicera (—aq) ur forsta parantesen med (—az) ur den andra o.s.v. vi far

n

ag = (—al)(_a2) s (_an) = (_1)na1a2 Qi = (_1)n H Q.

=1

Det finns dven ett enkelt uttryck for koefficienten a,,_1. For att fa en term av
typen cx” !, dir ¢ dr en konstant, maste vi multiplicera x i alla parenteser
utom i en av dem. Ur denna aterstaende véljer vi —q;, for nagot ¢ sadant att
1 < i < n. Vi kommer att f& n olika termer av denna typ. Summan av dessa

blir

1 1 n—1

—x" T —agr" T = —ap=—(tagt .. o)z

Eftersom detta endast dr ett annat sétt att uttrycka koefficienten framfor 27!

s& maste
n
apn—1 — — E ;.
i=1

Exempel 3.17. Lat oss studera fallet for ett godtyckligt tredjegradspolynom.
Lat

f(z) = 23 + apa® + a1 + ag (3.16)
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ha nollstéllena «q, as och ag. Vi kan nu skriva f pa formen
f(x)=(z—a1)(x — az)(z — a3).
Utfor vi parentesmultiplikationen far vi
f(z) =2% = (a1 + ag + a3)z® + (a1a2 + 103 + aa3z)T — Aya0as.

Jamfor vi koefficienter far vi

—(o1 + a2 + as) = a2
a1 + a3 + sy = aq
— 10203 = Qo

3.4 Ovningar
Ovning 3.1. Los ekvationerna

a) 24+ 2i22 +3 =0,
b) 28 — 1724 +16 = 0,
c) 28 —2iz3 —4=0.
Ovning 3.2. Lat w # 1 vara en rot till ekvationen 2" = 1. Visa att

n—1

Zwkzo.

k=0

Ovning 3.3. Ett andragradspolynom antar virdena 0, 1 och 1 for z = 1, 2
respektive 3. Bestdm polynomet.

Ovning 3.4. Hur manga komplexa rétter har ekvationen
22—+ 1) +25=2303-242)7

Ovning 3.5. Kan det finnas nigon polynomekvation med sex olika rotter,
varav fem rotter ligger i intervallet |0, 1[ och en rot ligger i intervallet ]1000, oco[?

Ovning 3.6. De fem olika rétterna till ekvationen z° — 1 = 0 betecknas 1, 21,
29, z3 och z4. Berdkna (1 — z1)(1 — 2z2)(1 — 23)(1 — 24). Det &r inte nédvandigt
att losa ekvationen.

3 2

Ovning 3.7. Los ekvationen 2% —iz2 — 2z 4+1 =0, d4 man vet att z =1 ér en

rot.

Ovning 3.8. Bestiam talet a sa att ekvationen z3 — 422 — 2z 4+ a = 0 far roten
z = —2. Los déarefter ekvationen.
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Ovning 3.9. Bestim det komplexa talet a s& att ekvationen 2% — (1 +1)22 +
(44 3i)z + a = 0 far roten z = i. Los ekvationen fullstandigt.

Ovning 3.10. Bestdm en polynomekvation med reella koefficienter sa att den
ar av lagsta mojliga grad och har rotterna 2 + i, —i och 1.

Ovning 3.11. Ekvationen z* + 223 + 622 + 82 + 8 = 0 har rotterna 2i och
—1 4 1i. Bestdm de 6vriga rotterna.

Ovning 3.12. Ekvationen 2z* + 223 + 322 + 22 +2 = 0 har en rot —1 + i.
Bestam samtliga rotter.

Ovning 3.13. Ekvationen z* — 823 + 5122 — 982 + 170 = 0 har roten 3 + 5i.
Bestam samtliga rotter.

Ovning 3.14. Ekvationen z* + 323 4 22 4+ 182 — 30 = 0 har en rent imaginir
rot. Los ekvationen fullstdndigt.

Ovning 3.15. Bestam det reella talen a och b s att ekvationen z3+az+b=0
far roten 1 — 2i. Los ekvationen fullstdndigt.

Ovning 3.16. Faktorisera polynomen sa langt som méjligt i reella faktorer

Ovning 3.17. Ett polynom 22 + ax + b ger vid division med z + 2 resten 1
och vid division med x — 10 resten 13. Bestdm polynomet.

Ovning 3.18. Polynomet p ger resten 7 vid division med = — 4 och resten 5
vid division med z — 3. Vilken rest ger p vid division med (z —4)(x — 3)

Ovning 3.19. Bestiam de reella talen a och b sa att ekvationen z* + az® +
bz? — 12z = 15 har roten —2 — i. Lés ekvationen fullstindigt.

Ovning 3.20. Ekvationen z* + 23 + 2224+ 22z +4 = 0 har en rot med real- och
imaginardel lika. Los ekvationen.

Ovning 3.21. Ekvationen z* — 623 4+ 1522 — 182 + 10 = 0 har en rot med
realdelen dubbelt sa stor som imagindrdelen. Lés ekvationen.

Ovning 3.22. Uppdela polynomet f(z) = 2"+ 2%+ 25+ 2 + 23+ 22 + 2+ 1
i reella faktorer av hogst grad tva. Ledning: Studera (z — 1) f(x).

Ovning 3.23. Ange summan respektive produkten av alla rotterna till ekva-
tionen 427 + 223 + 322 — 100 = 0.
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Ovning 3.24. Berikna summan av rotterna till ekvationen (z — 1)% = 1.

Ovning 3.25. Givet ekvationen 22 — (14-5i)z —6+3i = 0, berikna produkten
av rotternas konjugerade vérden.

Ovning 3.26. Visa att polynomet z'7 + 27 + 1 dr delbart med 2% + z + 1.

Ovning 3.27. Ekvationen z° 4+ 2* 422341022+ 13245 = 0 har en trippelrot
for x = —1. Los ekvationen.
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4 Svar till 6vningar

Komplexa Tal

a) 1(5+9i) b) 12 — 6i

a) —3—4i ) 5 (1+7i)
b) 10 — 10i

a) 21,2 = :l:(l - i) b) z21,2 = :|:(5 + 41)

@

a) z1 =2+ioch zg=—-1—1

b) z1 =3 och zo = -1+ 2i

2) —3— 1Y ¢) H(4+13)

(—V3+1)

(S

b) —3(1+1) d)

D=

(14+iv/3) och 23 = —1

N[

a) 212 =
b) 2, = V265, for k€ {0,1,2,...,7}

1 .7m487k

C) 2z = 212! 24 7f6rk€{0,1,2,...,5}
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Polynom
B.1

a) 215 =+ och 254 = £,/3(1 - 1)

b) 21,2 = :|:1, 234 = :|:2, 25,6 = 41 och 278 = +2i

1 7'r+12k7r s 5m+12kw

c) z = 23¢€ , for k€ {0,1,2} och 2z, = 2361 s, for k€ {3,4,5}

i
Tre7 ty ekvationen ar av grad tre.

Ja, t.ex. (m— %) (3: — %) (x — i) (z = %) (a: — %) (x —1001) = 0.
5

z1 =1ioch 293 = +1

a=20,2z =—-2ochz3=3=%i

B9 a=2—4i, 20 =1, 22=1—2i och z3 = 2i

5524 4+102° — 10224+ 92— 5=0

3.11, 212 = £2ioch z34 = -1 £1i

312 210 = —1+ioch 234 = +i

313 210 =345l och 234 = 142

212 = +iv/6 och 23,4 = %‘/@

3.15L a=1,0=10, 212 =1+ 2i och z3 = -2

3.16|

22+ 2z + 1) (2? — V22 + 1)

a

b) (#2+z+1)(2? —z+1)

d

) (
) (

¢) (z—D(x+ )@ +z+1)(22 -z +1)
) (x— 1)@ +2x+ 1)} (x+1)(2? —x+1)
) (

e) (z—1)(z*+z+1)(z? -z +1)

2 —Tr —17

318l 22— 1

a=4,b=2 219=-2+iochz34 =43
3.20L z12 = —1+iochz3y= li%ﬁ

3.21L 2120 =2+iochz34=1%1i

3.22L (z 4+ 1)(z? + 1)(2® + 22 + 1) (2% — V22 + 1)
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Summan ar noll och produkten &r 25.
8

B-25l —6 + 3i

x1:x2:x3:—1 och z45 =1+ 2i
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