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Ubung 1 (Yoneda Ext, Teil 1). Sei C eine abelsche Kategorie und M, N zwei Objekte.
Betrachte fiir n > 1 die Mengen von exakten Sequenzen

EX'(M,N)={0>N—->X, 1> X, 20— —Xg—>M—0}/~,

wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, die erzeugt wird von E ~ E’, wenn es eine (Leiter-
) Abbildung E — E’ gibt, die auf den M- und N-Eintrdgen die Identitit ist. Zeige,
dass Ex" ein Funktor C x C°P? — Setist. Tipp: Ist E = (0 = N — X, = M — 0) €
Ext"(M,N), f: M' — M, und g: N — N’ so definiere

fFE:0->N—-X, 11— =X = XoxyM - M -0

und
SGE:0 >N - X, 1UNN =X, 00— -+ — Xg— M—0.

Hierbei bezeichnet x; das Pullback tiber M und Ly das Pushout unter N. Was ge-
schieht fiir n = 1?

Zunichst zeigen wirt, dass f* nicht vom Reprisentanten der Aquivalenzklasse abhingt.
Sei also

E: 0 N X, M 0
E':0 N X, M 0

eine elementare Aquivalenz von exakten Sequenzen und f: M’ — M ein Morphismus.
Dann erhalten wir eine kanonische Abbildung Xo xpy M" — X xp M’, die zusammen
mit den anderen Abbildungen X; — X! eine elementare Aquivalenz zwischen f*E und
f*E' liefert. Das duale Argument funktioniert fiir g..

Nun zur Funktorialitat: seien M, f—1> My f—0> My zwei Morphismen; es ist zu zeigen,
dass (fo o f1)* = fi o f;. Dies folgt sofort aus dem kanonischen Isomorphismus
(Xo XMy M1) xm, M = X X ppy M.

Wir miissen nun noch zeigen, dass f*g, = g.f*istfir f: M' — Mund g: N — N’. Das
ist klar fiir n > 2, da die beiden Funktoren dann auf verschiedenen Teilen der exakten
Sequenz operieren. Aber fiir n = 1 miissen wir zeigen, dass es einen Isomorphismus

(X XMM/) |_|NN/ = (XUNN/) XMM/




gibt, der eine Aquivalenz der Sequenzen f*g¢.Eundg.f*E erzeugt. Beide Seiten sind
aber gleich der abelsche Gruppe

{(x,m',n") |xe X, meM,neN, f(m')=d(x)}
(d(n)x,m’,n') ~ (x,m’, g(1))

(n € N),

wobei d die Morphismen in der exakten Sequenz 0 — N — X — M — 0 bezeichnet.

Ubung 2 (Yoneda Ext, Teil 2). Zeige, dass Ex" (M, N) eine abelsche Gruppe beziiglich
der folgenden Operation ist: Seien E, E' € Ex"(M, N). Dann definiere

E+E:0—=N— X, 1UNX, 1 = Xy 200X, ,— - —X1®0X] = XoxpuXy— M — 0.

Zeige, dass E + E' € Ex"(M,N), und dass dies eine abelsche Gruppenstruktur auf
Ex"(M, N) definiert. Gib einen expliziten Reprasentanten fiir das Nullelement an. Ach-
te wiederum auf den Spezialfall n = 1.

Im Fall n = 1 miissen wir den mittleren Term von E + E’ definieren als
{(x,Xye XX |d(x)=d(x)}/(dn)x,x") ~ (x,d(n)x") (n e N).

Zunichst zeigen wir die Exaktheit von E + E’. Exaktheit bei N und M ist klar, und auch
bei den mittleren (direkten Summen-) Gruppen. Zur Exaktheit bei X x 1 X{: Der Kern
von Xo x m X{ ist genau ker(Xo — M) x ker(X; — M) = im(X; & X7). Die Exaktheit
bei X,,_1 Uy X/, _; folgt dual.

Um die abelsche Gruppenstruktur zu definieren, brauchen wir zunéchst ein neutrales
Element; dieses ist gegeben durch

0O N—->N-0—->---—>M->M-—0

bzw. (fiir n = 1) durch die zerfallende kurze exakte Sequenz.

Die Assoziativitdt und Kommutativitdt der Multiplikation ist aus der Definition sofort
ersichtlich; wir miissen nun noch Inverse konstruieren. Dies verschieben wir einfach
auf die ndchste Ubung, wo wir zeigen, dass Ex" als Monoid isomorph zu einer Gruppe
ist.




Ubung 3 (Yoneda Ext, Teil 3). Habe C genug Projektive und sei P, — M eine projektive
Auflosung von M. Sei E € Ex"(M, N). Dann hat das Hochhebungsproblem

Pn{rl sz Pnfl Pn—Z e PO M 0

E: 6 N anl anz e XO M 0

eine Losung, und wir erhalten ein Element
¢(E) € ker(Hom(P,, N) — Hom(P,1,N)) — Ext"(M, N).

Zeige, dass ¢(E) € Ext"(M, N) wohldefiniert ist, und dass ¢: Ex"(M, N) — Ext"(M, N)
ein Isomorphismus von abelschen Gruppen ist.

Das Fundamentallemma garantiert eine Losung f: P, — N, die eindeutig bis auf Ho-
motopie ist. Das heifdt, jede weitere Losung ist von der Form f + Hod,wobei H: P,,_1 —
N Teil einer Kettenhomotopie ist. Also ist die Klasse von f in H*(Hom(P,, N)) =
Ext”(M, N) wohldefiniert, wenn wir zeigen kénnen, dass sie invariant unter der Aqui-
valenzrelation in Ex ist. Ist aber E — E’ eine elementare Aquivalenz, so kénnen wir
die Hochhebung P, — E’ so wihlen, dass es die Hochhebung von P, — E ist, gefolgt
von der Abbildung E — E’. Da diese die Identitdt auf N ist, erhalten wir das gleiche

Element in Ext".

Ist umgekehrt f: P, — N ein Reprasentant eines Elementes von Ext" (M, N), so konnen

wir daraus eine exakte Sequenz
O0O—-N-—-NUp, Py 1 —-P,1—Po—--—=P—-M—0

basteln. Es ist klar, dass die Komposition Ext — Ex — Ext die Identitit ist; die an-
dere Richtung ist gegeben durch das folgende Diagramm, das eine Aquivalenz in Ex
anzeigt:

0—— N——NUp, P, P,» e Py M 0
l(drfnl) lfnz Jfo
0 N Xy — s Xy e Xo M 0.

Es ist klar, dass die Null in Ex" auf die Null in Ext" abgebildet wird (wir kénnen als
Hochhebung auf P, den Nullmorphismus wihlen). Wir miissen nun noch zeigen, dass




die Bijektion zwischen Ext" und Ex" die Addition respektiert. Dazu beobachten wir
zundchst, dass wir die Addition in Ext” wir folgt charakterisieren konnen: Ist A: N —
N @ N die Diagonalabbildung und >: N & N — N die Summenabbildung, so ist

f+g¢: Ext(M,N) @ Ext(M, N) — Ext(M & M, N & N) =25 Ext(M, N).

Ebenso gilt in Ex":
E+E =X,A(EDE),

wobei E @ E’ die direkte Summensequenz von N @ N nach M & M ist. Wahlen wir eine
projektive Auflosung von M, so konnen wir in dem Diagramm

i 3PP —— —— PP — MBS M——0

l(frf’) l(frf’)

EgE: NeN—  — X0 X, — MOM——0

die Hochhebung als die direkt Summe der Hochhebungen definieren, die zu E bzw. E’
gehoren; damit ist die Additivitit gezeigt.

Ubung 4 (Yoneda-Produkt). Ist E € Ex"(M,N), E' € ExX"(Q, M), so definiere EE’ ¢
Ex"""(Q, N) durch die Erweiterung

O—>N—>Xn_1—>---—>X0—>X:n71—>~--—>X6—>Q,

wobei die mittlere Abbildung die Komposition Xg — M — X/, _, ist. Zeige, dass dies
eine wohldefinierte bilineare assoziative Multiplikation ist. Achte besonders auf den
Fall, wo m = 0 oder n = 0 ist, wobei wir Ex’(M, N) = Hom(M, N) setzen.

Fiir m und n > 0 erhalten wir nach Konstruktion wieder eine exakte Sequenz, und die
Assoziativitat ist sofort klar. Ebenso die Wohldefiniertheit, denn zwei elementare Aqui-
valenzen kénnen zu einer Aquivalenz des Produktes zusammengeklebt werden.

Wir definieren Ex”(M, N) sinnvollerweise als Hom(M, N); die Multiplikation Ex® x Ex’
ist dann einfach Komposition, und Ex? x Ex" bzw. Ex" x Ex" sind,was wir vorher mit fr
und f. bezeichnet hatten. Die Assoziativitdt entspricht dann genau der Funktorialitit
von Ex".




