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Ubung 1 (Fiinferlemma). In einer abelschen Kategorie C sei folgendes kommutatives
Diagramm gegeben:

M1 M2 M3 M4 M5
Ny ) N3 Ny Ns.

Zeige, dass dann auch der mittlere Morphismus ein Isomorphismus ist. Welche Bedin-
gungen braucht man genau an die anderen senkrechten Pfeile, um zu schlieflen, dass
der mittlere Morphismus ein Monomorphismus (Epimorphismus) ist?

Wir fithren die Diagrammjagd zur Vereinfachung mit Elementen durch. Zunéchst zur
Surjektivitdt. Sei n € N3 ein Element. Da My — Ny epi ist, gibt es ein Urbild my vom
Bild von n in Ny. Dieses my geht unter My — Ms — Ns nach 0, also, weil M5 — Ns
mono ist, schon in Ms nach 0. Wegen der Exaktheit der oberen Zeile gibt es also ein
Urbild m3 von my. mz wird nicht unbedingt auf n abgebildet, aber die Differenz geht
auf Null in Ny, also miissen wir jetzt nur noch Urbilder von Elementen n € N3 finden,
die im Kern von N3 — Nj liegen. Solch ein Element hat ein eindeutiges Urbild in Np,
und, weil My — N, surjektiv ist, ein Urbild in M, dessen Bild in M3 Urbild von n ist.
Die Injektivitit folgt durch Ubergang zur dualen Kategorie — hier brauchen wir, dass
Mj; — N> und My — Ny mono sind und M, — N epi.

Ubung 2 (Der Bockstein). Sei R ein Ring und r € R. Ist M ein R-Modul, so gibt es eine

kurze exakte Sequenz 0 — M - M 2. M/r — 0.Ist N ein R°P-Modul, so erhalten wir
also eine lange exakte Sequenz

- = TorR(N, M) 2% TorR(N, M /7) & Tor® (N, M) 2 TorR (N, M) — - - - .
Der Bockstein-Homomorphismus ist definiert als
B: TorR(N,M/r) — Tork |(N,M/r); B=p.od

und ist eine natiirliche Transformation von TorX(—, M/r) nach TorX |(—, M/r). Sei p
eine Primzahl und R = Z[t]/(t’ — 1) Bestimme die Torsionsgruppen Torg(Z,Z/p) so-
wie den Bockstein fiirr = p € R.




Die Torsionsgruppen TorX(Z, Z/p) = H;(Cp;Z/p) = Z/p und

Z; i=0
TorR(Z,Z) = H(Cp; Z/p) = { Z/p; 21i
0; 2|

wurden schon in der Vorlesung berechnet. Aus der Standardauflosung von Z iiber R
erkennt man sofort, dass p. injektiv in positiven Graden und r, null ist. Aus der langen
exakten Sequenz konnen wir nun 0 berechnen, ohne auf die Definition mit Hilfe des
Schlangenlemmas zuriickzugreifen. Schreibe dazu T, M = TorX(Z, M):

Iz SN TyuZ/p Ty 4 Z - Ty 4 Z SN Tri1Z/p 0 Ty oZ

0 Z/p Z/p—27/p Z/p 0

Bezeichnet x,, € T,,Z/p geeignete Erzeuger, so ist also

ﬁ(x)—{xnl; 2|n,n>0
a) =

0; sonst.

Ubung 3 (Dimensionsverschiebung). Sei F: C — D ein rechtsexakter Funktor von
abelschen Kategorien. Gegeben sei eine exakte Sequenz

0—K—>Pq—-—P P —>M—0
in C, wobei alle P; projektiv sind. Zeige, dass dann gilt:
LiF(M) 2 L, ,F(K) furallei > n.
Insbesondere gilt L;F = O fiir alle i, falls L1F = 0.

Per Induktion gentigt es, die Aussage fiir n = 1 zu zeigen. Sei also0 - K - P — M —
0 eine exakte Sequenz mit projektivem P. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz

oo — 5 LiF(P) —— LiF(M) —2 Li_1F(K) —— Li_{F(P) —— - --

0 0
Also liefert 9: L;F(M) — L;_1F(K) den gewtinschten Isomorphismus.




Ubung 4 (Selbstinjektive Ringe). Sei k ein Korper und G eine Gruppe. Zeige, dass
die Klasse der injektiven und die Klasse der projektiven k[G]-Moduln iibereinstimmen
(ein solcher Ring heifst selbstinjektiv). Gib ein Beispiel, wo das nicht der Fall ist, wenn k
kein Korper ist, sondern nur ein Ring, und eines, wo G keine Gruppe, sondern nur ein
Monoid ist.

Ups! Wir miissen annehmen, dass G endlich ist.

Die Gegenbeispiele sind schnell angegeben: Fiir die triviale Gruppe und k = Z ist
k[G] = Z frei, also projektiv, aber nicht injektiv; genauso fiir einen beliebigen Korper k
und das Monoid G = {1,e | €2 = ¢}, denn dann ist k[G] = k[t]/(t* — t). Wahlen wir
M = k als k|G]-Modul, so dass t.m = 0 fiir alle ¢ gilt, so hat die Inklusion k — k[G], die
1 auf f schickt, keine Retraktion, also ist k[G] nicht injektiv tiber sich selbst.

Sei nun R = k[G]. Da k also eindimensionaler Modul injektiv tiber sich selbst ist, ist
auch R* = Homy(R, k) injektiv als R-Modul, wobei die Operation definiert ist durch
(g.f)(x) = f(g7'x). Wir zeigen, dass R* = R ist und daher alle endlich erzeugten
projektiven R-Moduln ebenfalls injektiv sind. Definiere ¢: R* — R durch

o(f) = L f(8)g:

8cG

Diese Abbildung ist eine R-Modulabbildung. Sie ist surjektiv, denn ein Urbild von g €
R ist gegeben durch d; mit dg(g') = d4¢/. Also ist sie ein [somorphismus.

Die Verallgemeinerung, dass auch die Klassen der nicht notwendig endlich erzeugten

projektiven und injektiven Moduln iibereinstimmen, ist ein Satz von Faith und Walker
[FW67] und soll hier nicht behandelt werden.
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