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Ubung 1 (Partiell geordnete Mengen). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge, auf-
gefasst als Kategorie. Wann sind in X Produkte und Koprodukte definiert, und wie
lassen sie sich explizit beschreiben?

Das Produkt einer Familie x; € X ist das Infimum, d. h. ein Element inf x; mit inf x; <
x; fur alle i, so dass fiir jedes y mit y < x; fiir alle i auch gilt y < infx;. Beweis:
[Tic; Hom(y, x;) ist genau dann nicht leer, wenn y < x; fiir alle i gilt. Analog ist das
Koprodukt das Supremum. Diese Elemente miissen natiirlich nicht existieren, so z.B.
in der diskreten geordneten Menge, wo je zwei verschiedene Elemente nicht vergleich-
bar sind.

Ubung 2 (Uber- und Unter-Kategorien). Sei ¢y € C ein Objekt in einer Kategorie C.

Die Kategorie C | co der Objekte iiber cy ist definiert als die Kategorie, deren Objekte

Paare (x, f) sind mit x € obC und f: x — ¢y, und deren Morphismen kommutative

Diagramme * X Y sind. Analog ist die Kategorie co | C der Objekte unter ¢y definiert,
0

deren Objekte Paare (x, f) sind mit f: cp — x.

Betrachte die folgenden Kategorien:

1. Modg fiir einen Ring R;

2. Alg, die Kategorie der Ringe;

3. Grp, die Kategorie der Gruppen.
Bestimme in allen Fallen, fiir welche Objekte cy die Uber-Kategorie Produkte hat (die
dann Pullbacks oder Faserprodukte genannt werden) und die Unter-Kategorie Koproduk-

te hat (die dann Pushouts genannt werden), und wie sich diese explizit konstruieren
lassen.

Der Einfachheit der Notation halber werde ich die Produkte und Koprodukte jeweils
nur fiir zwei Objekte angeben; die Verallgemeinerung auf beliebig viele Objekte ist aber
aus der Beschreibung offensichtlich.

1. Seien K, M, M> R-Moduln. Fiir Abbildungen M; LN K, M, P, K definiere M xk
M, = {(m1,mp) € My x My | p(m) = p(n). Dann ist M; xg M, das Pullback:
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Ist f: T — K ein Objekt mit Abbildungen T EiN M, T LN My, so gibt es eine
eindeutige Fortsetzung T — M x1 N durch f(t) = (f1(f), f2(t)).

Sind umgekehrt j;: K — M; Abbildungen, so definiere M; &x My, = (M; &
M)/ (ji(k),—j2(k) | k € K). Sind M;, M, — T Abbildungen, die auf T tiber-
einstimmen, so erhédlt man eine eindeutige Abbildung M; ©x M,.

. Seien R, A1, Az Ringe mit A; — R. Dann ist das der Pullback von abelschen Grup-
pen A; xg Az auch das Pullback in der Kategorie der Ringe: Die Multiplikation
ist definiert durch

(a1,a2)(a),a) = (a1a}, a2a}).

Anders sieht es mit dem Pushout von j;: R — A; aus. (Ubrigens ist in einer friiher-
en Version des Skriptes zur Vorlesung ein Fehler. Das Tensorprodukt ist nicht, wie
angegeben, das Koprodukt in der Kategorie der Ringe, sondern nur in der Kate-
gorie der kommutativen Ringe. Was das Koprodukt in der Kategorie aller Ringe
ist, folgt aus dieser Aufgabe, wenn man R = Z setzt.) Wir definieren den Ring
A1]]g Az als den freien R-Modul erzeugt von allen endlichen Wértern

X1Xp-+Xy, n>0,=x€ A1 UA;
modulo den Relationen
xl"'xixi+l"'xn:xl"'(xixi+1)"‘xn/

wenn x; und x;,1 beide in A oder beide in A; sind;

X1 Xifa(1)jp(r)Xia -+ X = X1+ X (1) Xig - X
furaller, ¥ € Rund a, B, v =1, 2, sowie

X1 XXy X = X100 Xy,

wenn 1 das Einselement in A; oder in A; ist. Aufierdem gelten die Relationen

X1 X (X X)) Xig Xy = X1 X XX Xy

Die Multiplikation auf A [ [ A ist durch Aneinanderhdngen von Wortern defi-
niert.




Hat man nun zwei Morphismen f;: A; — T, die auf R iibereinstimmen, so erhilten
man einen eindeutig definierten Morphismus f; Lig fo: A1 ][z A2 — T durch

(filr f2)(x1 - xn) = (f1U f2)(x1) - -~ (fr U f2) ().

und die Standardinklusionen A; — A; ][ A2 als Worter der Lange eins liefern
die Vorschrift, wie man die Komponentenfunktionen daraus rekonstruieren kann.

3. Fiir Gruppen sind die Konstruktionen sehr dhnlich wie fiir Ringe; das Pullback
ist wiederum das kartesische Produkt der Gruppen, das Pushout erzeugt von
Wortern xi - - - x,, wobei x; in einer der Gruppen liegt, modulo den Relationen
aus Punkt (2) aufler der letzten, die bei Gruppen keinen Sinn macht. Das Pu-
shout G; | [ G2 nennt man auch amalgamiertes Produkt und schreibt tiblicherweise
G1 *H G2 dafiir.

Ubung 3 (Koalgebren und Komoduln). Eine Koalgebra C iiber einem kommutativen
Ring k ist ein k-Modul mit einer Komultiplikation A: C — C ®; C und einer Koeinse: C —
k, so dass die folgenden Diagramme kommutieren:

c—2 sceC Ce,Cel c-b.ceC
JA Aoid lidc i idc% Adc
CorC XS Cce,Ce C C,

und ein Komodul M ist ein k-Modul mit einer Komultiplikation A: M — C ®; M, so
dass folgende Diagramme kommutieren:

M—2 sco M M-25CeM
JA . Jidc®kA A 0
Cor MY o Cop M M.

Zeige, dass die Komoduln tiber einer Koalgebra eine Kategorie bilden, die genau dann
abelsch ist, wenn C als k-Modul flach ist.

Die Kategorie Comodc der Komoduln ist immer additiv, denn Linearkombinationen
aus Morphismen sind wieder Morphismen. Auflerdem gibt es endliche Produkte und
Koprodukte, die {ibereinstimmen, ndmlich die direkte Summe der zu Grunde liegenden




abelschen Gruppen. Es bleibt also die Existenz von Kernen und Kokernen zu zeigen.

SeiM L N ein Morphismus. Der Kokern ist gegeben durch N/ M, den Quotienten der
zu Grunde liegenden abelschen Gruppen, mit

n—[am)] C®x N

[
N/M CeorM

=~ CeyN/M.

Ist N — T ein Morphismus, so dass M — N — T trivial ist, so gibt es eine eindeutige
Fortsetzung als Morphismus von abelschen Gruppen nach N/M, und diese Fortset-
zung ist automatisch ein C-Komodulmorphismus.

Anders sieht es mit Kernen aus. Falls C flach ist tiber k und ker f den Kern als abelsche
Gruppen bezeichnet, so haben wir eine Komodulstruktur auf ker f durch

ker f — ker(C®y M — C® N) = C @ ker f

und jeder Morphismus T — M, so dass T — M — N ftrivial ist, hat eine eindeutige
Fortsetzung als Morphismus von abelschen Gruppen nach ker f, die automatisch ein
Komodulmorphismus ist. Nehmen wir nun an, dass Comodc abelsch ist, so dass der
Vergissfunktor Comodc — Mody exakt ist; wir wollen zeigen, dass C flach ist. Sei M" —
M ein Monomorphismus von k-Moduln, und betrachte den Komodulmorphismus

CorM — CeorM
Dies ist ein Monomorphismus in Comod¢, denn
Homcomod. (M, C ®x N) = Homi (M, N) fiir M € Comodc, N € Mod;.

Da der Vergissfunktor als exakt angenommen wurde, ist C ® M’ — C ®x M auch ein
Monomorphismus in Mody, also injektiv; damit ist C flach.

Die Behauptung ist damit aber nicht gezeigt, denn wir haben die stirkere Annahme
gemacht, dass der Vergissfunktor Comodc — Ab exakt ist — aber diese Annahme
sollte eigentlich hinzugefiigt werden.

Ubung 4 (Diagrammkategorien). Sei C eine abelsche Kategorie, Z eine beliebige kleine
Kategorie (d. h. die Objekte formen eine Menge) und D = Fun(Z,(C) die Kategorie
der Funktoren und natiirlichen Transformationen von 7 nach C. Zeige, dass D wieder
abelsch ist, und bestimme explizite Kriterien, wann ein Objekt F: Z — C projektiv und
wann es injektiv ist.




Die Kategorie D ist additiv, denn Produkte und Koprodukte werden objektweise gebil-
det und existieren daher, und Homz(F, G) tragt eine abelsche Gruppenstruktur durch
(F+G)(i) =F(i)+ G(i) furi € Z.

Sei F — G eine natiirliche Transformation, also ein Morphismus in D. Wir behaupten,
dass i — K(i) := ker(F(i) — G(i)) einen Kern in D bildet, dass Kerne also objektweise
definiert sind. Denn sei T — F ein Morphismus, so dass T — F — G verschwindet.
Das bedeutet, dass fiir alle i € Z die Komposition T(i) — F(i) — G(i) verschwindet,
also gibt es fiir jedes solche i eine eindeutige Fortsetzung nach K(i). Da das entstehende
Diagramm T (i) — K(i) kommutiert, erhalten wir einen eindeutig bestimmten Funktor
T — K, womit die Kerneigenschaft von K gezeigt ist. Das gleiche Argument funktio-
niert fiir Kokerne; diese sind ebenfalls objektweise definiert. Damit ist gezeigt, dass D
eine abelsche Kategorie ist.

Zur Bestimmung der projektiven Objekte betrachten wir nur den Fall Z = [1], d. h. die
Kategorie mit zwei Objekten {0,1} und drei Morphismen: den beiden Identitdtsmor-
phismen und einem Morphismus 0 — 1. Die D-Diagramme sind einfach die Morphis-
men in C, und die Morphismen in D sind kommutative Quadrate. Wir behaupten:

Ein Objekt A — B in D ist genau dann projektiv, wenn die Abbildung ein
Monomorphismus mit projektivem Kokern ist, wenn sie also von der Form
A — A® A'ist, mit A und A’ projektiv.

Zuniéchst zeigen wir, dass die Abbildung ein Monomorphismus sein muss. Sei a € A
ein Element im Kern von A — B. Betrachte das Hochhebungsproblem

A

/

A——A 0
J_

A——0——0.

Die Existenz einer Hochhebung impliziert, dass 2 = 0 gilt. Um zu zeigen, dass coker A —




B projektiv sein muss, betrachten wir das Hochhebungsproblem

A

B
0—>([7ZO
N——N"——0.

Die Existenz einer Hochhebung ist d&quivalent dazu, dass es eine Hochhebung

coker(A — B)

N N 0

gibt. Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung gezeigt, und es bleibt zu zeigen, dass
Abbildungen der Form A — A & A’ mit projektiven A, A’ tatsdchlich projektiv in D
sind. Da aber gilt:

Homp(A — A@ A',M — N) = Hom¢(A, M) x Hom¢(A’,N),

folgt dies aus der Projektivitdt von A und A" in C.




