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Ubung 1 (p-lokale und p-adische Zahlen).

1. Sei p eine Primzahl und Z(,) C Q der Ring derjenigen Briiche %, fur die p 1 g.

Definiere weiterhin Z/p® = J;50Z/ p', wobei Z/p' — Z/p'*! eindeutig gegeben
ist. Zeige, dass es eine kurze exakte Sequenz

gibt, die nicht zerfallt.

2. Definiere den Ring Z, = Endz(Z/p*) = Homgz(Z/p>,Z/p>). Zeige, dass es
eine eindeutige injektive Ringabbildung Z,) — Z, gibt, und dass Z,, flach tiber
Z, ist.
(p)

Der Ring Z ;) heifit Ring der p-lokalen ganzen Zahlen, der Ring Z, der der p-adischen
Zahlen.

1. Die Abbildung i: Z(,) — Q ist die Standardinklusion; die Abbildung p: Q —

Z/p> is gegeben durch p(;) = 1 m;nd " ¢ z/p" C Z/p>, wobei p { . Of-
fensichtlich ist p surjektiv und 7 injektiv. Der Kern von p besteht aus denjenigen
Briichen, fiir die n = 0 gilt; also genau fiir die Elemente /1 mitq € Z ;). Wenn die
Sequenz zerfiele, so hitten wir eine Rektraktion r: Q — Z(;,). Es miisste gelten:

r(1) =1, also pr(p~!) = 1. Aber 1 € Z ) ist nicht durch p teilbar.

2. Ein Endomorphismus f von Z/p® ist eindeutig gegeben durch das Bild f, :=
f(lz,pn) € Z/p" fiir alle n, wobei aber gelten muss, dass f,;1 = f, (mod p") gilt;
es gilt (fn)n>0(8n)n>0 = (fugn)n>0-Ists € Z,),s0ists — (s mod p")u>0 € Z, ein
wohldefinierter Ringhomomorphismus i: Z(,) — Z,,. Injektivitdt und Eindeutig-
keit folgen daraus, dass Z, nullteilerfrei ist, was wir jetzt zeigen. Definiere

v(f) =min{n > 0| f; =0 fur allei < n}.

Dann gilt v(fg) = v(f) +v(g), und v(f) = —c0 & f = 0. Also ist Z, nulltei-
lerfrei. Daraus folgt auch, dass Z, flach tiber Z ist: Sei0 — M — N ein Mo-
nomorphismus von Z,)-Moduln. Notfalls per Auswahlaxiom kénnen wir Zwi-
schenmoduln M = My < M; < --- < M, = N fiir eine Kardinalzahl ¢ fin-
den, so dass M;,1 von dem Bild von M; und einem weiteren Element erzeugt ist.
Also ist M1/ M; = Z(,)/1 fir ein (Haupt-)Ideal I. Es geniigt zu zeigen, dass




Z, ®z, I — Z, injektiv ist; dies ist aber dquivalent zu der Aussage, dass kein
Element von I ein Nullteiler in Z,, ist.

Ubung 2 (Produkte von freien Moduln)*. Sei M = [];-( Z. Zeige, dass M keine freie
abelsche Gruppe ist. Tipp: Zeige zunichst, dass die Abbildung @,.,Z — Hom(M, Z),
die (ag, a1, . ..) abbildet auf x — agxg + a1x1 + - - - (die Summe ist endlich), ein Isomor-
phismus ist. Falls nun M = @]-E j Z ein Isomorphismus wdre, so miisste ] tiberabzahl-
bar sein, und Hom(P¢; Z, Z) = []jc; Z wiire wiederum tiberabzahlbar.

i€l
Beweis (nach Specker [Spe50]): Bezeichne e" die Folge (d;,)i>1 € [1Z. Zu jeder Folge
(a;) bezeichnen wir mit (a;)[n] die Folge a} mit a} = 0 fiir i < n und a; = a; fiiri > n.

Zunichst zeigen wir, dass jeder Homomorphismus f: [[Z — Z, der auf allen ¢" ver-
schwindet, schon null sein muss. Betrachte eine beliebige Folge (a;) € []Z. Wir kénnen
per euklidischem Algorithmus Folgen (c;) und (d;) finden, so dass gilt: a; = 2/c; + 3id;.
Da f auf allen e" verschwindet, gilt fiir jedes k > 1:

f(2'ei)) = f(2'c)K]) = 2°F((2"Fci) K]),
also f((2ic;)) = 0 und ebenso f((3'd;)) = 0, also f((a;)) = 0.

Als zweiten Schritt zeigen wir, dass f(e") = O fiir fast alle n > 1 gilt. Nehmen wir das
Gegenteil an; 0.B.d.A. kénnen wir (durch Ubergang zu einer Unterfolge) annehmen,
dass f(e") # 0 fiir alle n gilt. Wahle eine monoton steigende Indexfolge (ix)r>1, SO
dass

. U
21 > i+ Y 2T |f ().
j=1

Definiere die Folge (¢;) so, dass €; = 1, falls i = ij fiir ein k ist, ansonsten €; = 0. Dann
gibt es eine Folge (c;), so dass

. k . . .
(2'e;) = ) 2lieli + 2%+ (cy).
j=1

Wihle nun kg so, dass iy, > f((2'¢;)). Dann gilt fiir alle k > ko:

ik

Sik-i-z

i=1

251 f((ei)| = |f((2er)) = ;21ff(€lf)
]:

2jf(€j)‘ < ki1




also .
fl(Qe) = Z;Tff(eif)«
j=

Somit ist fiir j > i f(e/) = 0, q-e.d.

Ubung 3 (Endlich prisentierte Moduln). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. M heif3t
endlich erzeugt, falls es einen freien R-Modul F von endlichem Rang mit einer surjek-
tiven Abbildung F LAY gibt. Wenn F und p so gewéhlt werden konnen, dass ker p
ebenfalls endlich erzeugt ist, so heifst M endlich priisentiert. Bezeichne mit M* den R°P-
Modul Homg (M, R), wobei die Modulstruktur gegeben ist durch (f.r)(m) = f(m)r.

1. Fiir alle R-Moduln M, N gibt es eine natiirliche Abbildung

a: M*®r N — Homg(M,N)
fen — (m— f(mn)

Zeige, dass a ein Isomorphismus fiir endlich présentierte, projektive R-Moduln
M ist (N beliebig). (Ein Modul M, fiir den a ein Isomorphismus fiir alle N ist,
heift dualisierbar.)

2. Zeige, dass jeder endlich prasentierte, flache R-Modul projektiv ist.

1. Ist M endlich erzeugt und frei, so auch M* frei, und a ein Isomorphismus, denn
beide Seiten sind isomorph zu einer direkten Summe von Ns.

Sei F; LN R P, M exakt mit endlich erzeugten, freien R-Moduln Fy und F;. Be-
trachte die Leiter

* *

0— M &g N—F— ForN—"" L FregN

[

0 — Homg(M, N) —— Homg (Fo, N) —° Homg (Fy, N).

Da Hompg(—, N) linksexakt ist, ist die untere Zeile ist exakt. Da M projektiv ist,
hat M* — F; einen Schnitt, also bleibt die Exaktheit der oberen Zeile auch nach
Tensorieren mit N erhalten. Wir zeigen die Injektivitdt von a: sei a(x) = 0 fir
ein x € M* ®g N. Dann ist p;(a(x)) = 0 und also auch pj(x) = 0. Wegen




der Injektivitdt von pj ist x = 0. Zur Surjektivitdt: sei y € Homg (M, N), und
sei yo = a 1(p*(y)). Wegen der Kommutativitit des Diagramms gilt pj(yo) =
a Y(p*py)(y) = 0, denn pp o p = 0. Wegen der Exaktheit in der oberen Zeile gibt
es also ein Urbild § € M* ®g N von yo bzw. von y.

. Fur diesen Teil verwenden wir eine andere, aber verwandte Art von Dualitit,
ndmlich den exakten Funktor I = Homyz(—,Q/Z): Mod%p — Modger. Sind
M, N € Modg, so gibt es einen Morphismus

a: I(N) @g M — I(Homp(M,N)), fon— (g— f(g(n)).

Dieser ist offensichtlich ein Isomorphismus, wenn M = R gilt; also auch, wenn
M endlich erzeugt und frei ist, denn Hom(—, T') bildet direkte Summen auf di-
rekte Produkte ab, die im endlich erzeugten Fall isomorph zu direkten Summen
sind. Da I exakt ist, folgt, dass a ein Isomorphismus fiir alle endlich prdsentierten
(nicht notwendig projektiven!) Moduln ist: Ist F; — Fy — M eine Prédsentation
mit endlich erzeugten, freien F;, so haben wir ein Diagramm mit exakten Zeilen:

IN@Ff ——— I(N)@ F)——— I[([N) @ M —0
I(Homg(F;,N)) —— I(Homg (Fy, N)) —— I(Homg(M, N)) —— 0.

Also ist auch a ein Isomorphismus.

Um nun zu zeigen, dass M projektiv ist, wenn es flach ist, miissen wir zeigen,

dass fiir jeden Epimorphismus N N N — 0 auch

Homg (M, N1) £ Homg (M, N»)
ein Epimorphismus ist. Es gentigt zu zeigen, dass

I(Homg(M, N)) Y4 1(Homg(M, Ny))

ein Monomorphismus ist, denn daraus folgt, dass I(coker f,) = 0 wegen der Ex-
aktheit, und daraus folgt, wie in der Vorlesung gezeigt, dass coker f, = 0. Aber
I(Homg(M, N;)) = I(N;) ®@x M, und I(N>) @ M — I(N;) ®g M ist ein Mono-
morphismus, weil I exakt und M flach ist.




Ubung 4 (Satz von Baer). Ein R-Modul M ist genau dann injektiv, wenn er fiir jedes
Ideal p <« R die Hochhebungseigenschaft hat:

0——P—R

|-

M

Insbesondere ist eine abelsche Gruppe genau dann injektiv, wenn sie teilbar ist, d. h.
Multiplikation mit n € Z — 0 surjektiv ist.

Fiir nicht endlich erzeugte M ist dies eine Anwendung des Zornschen Lemmas. Sei
0 — N’ — N ein Monomorphismus von R-Moduln, f: N — M und X = {(K,g) |
N’ <K <N, g: K— M ist Fortsetzung von f} partiell geordnet durch

(K,g) < (K,¢ )& K<Kund ¢k =g

Dann hat X ein maximales Element g: K — M und wir miissen zeigen, dass K = N.
Andernfalls seim € M — Kund p = {r € R | r.m € K. Nach Voraussetzung gibt es eine

Fortsetzung §: R — M von p £, M. Sei nun
K'=K+mR < N; g (k+mr)=g(k)+ g(r).

Dannist (K’,g") > (K, g), ein Widerspruch.
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