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The algebraic K-groups Ky and K7 of a von Neumann algebra are
computed in terms of its center. Also, the so-called weak K-group
K7}’ is examined and its use concerning Reidemeister-von Neumann
torsion as well as its relation to the Whitehead group are shortly
explained. Finally, some conjectures are stated.

Einleitung

In diesem Vortrag soll die Berechnung der algebraischen K-Gruppen K, und
K einer Von-Neumann-Algebra bestimmt werden. Fiir K folgt die Darstellung
[Liic02, Sec. 9.2.1], die Bestimmung von K ist wesentlich aufwéndiger und wird
in [LR93] durchgefiihrt. Hier werden nur die Ergebnisse angegeben und einige
wichtige Details aus den Beweisen présentiert.

Des Weiteren werden die schwachen K-Gruppen eingefithrt und berechnet.
Diese sind relevant als Wertebereich der Reidemeister-Von-Neumann-Torsion,
einer Invarianten fiir gewisse Operationen von diskreten Gruppen auf riemann-
schen Mannigfaltigkeiten. Sie wurde in [LR91] eingefiihrt. In diesem Vortrag
wird auch ein Zusammenhang zur Whitehead-Gruppe hergestellt.

Als Ausblick werden am Ende noch Vermutungen iiber K fiir nicht notwen-
digerweise abzéhlbar zerlegbare Von-Neumann-Algebren und einen Zusammen-
hang zur topologischen K-Theorie présentiert.



2 Die Gruppe K,

1 Vorbereitungen

Definition 1. Sei A ein Ring und B € M,(A) eine Matrix. Es bezeichne
Rp: A" — A" die Abbildung, die durch die Multiplikation mit B von rechts
definiert ist. Es heifle B ri, falls Rp injektiv ist.

Definition 2 (Logarithmus auf S'). Man betrachte S' C C. Der Hauptzweig
log: C\ R,y — C definiert eine Funktionenklasse log € L>(S!). Diese Klasse
sei ebenfalls mit Logarithmus bezeichnet.

Lemma 3 (Spektren Unitirer und Positiver). Sei A eine Von-Neumann-
Algebra und u € A wunitir. Dann gilt o(u) C S'. Ist p € A positiv, so gilt
J(p) C Rzo.

Definition 4. Eine Von-Neumann-Algebra A heifit abzdihlbar zerlegbar, wenn
jede Familie von paarweise orthogonalen nichtverschwindenden Unterprojektio-
nen von id4 abzéhlbar ist.

2 Die Gruppe K,

Das wichtigste Werkzeug zur Bestimmung von K einer endlichen Von-Neu-
mann-Algebra ist die zentrumswertige Dimension, welche eine universelle Di-
mensionsfunktion ist. Bei unendlichen Von-Neumann-Algebren wird benutzt,
dass jede echt unendliche Projektion auf einen Modul projiziert, der in K-Theo-
rie verschwindet.

Definition 5 (zentrumswertige Dimension). Sei A eine endliche Von-Neu-
mann-Algebra mit zentrumswertiger Spur 7 und P ein endlich erzeugter A-
Modul. Fiir geeignetes n € N sei ferner M € M, (A), M = (m;;);;, eine idem-
potente Matrix mit im Ry, = P. Die zentrumswertige Dimension von P ist
definiert als

A(P) =) 7(ai;) € Z(A)w = {a € Z(A)la =a’}.

=1

Bemerkung 6. Die Matrix M kann selbstadjungiert gewéhlt werden, wird dann
also zu einer Projektion in der Von-Neumann-Algebra M, (A) (s. [Liic02, Th.
6.24]). Da eine (selbstadjungierte) Projektion stets postiv ist und die zentrums-
wertige Spur eine positive Abbildung ist, ist der Wert der zentrumswertigen
Dimension stets positiv und damit insbesondere selbstadjungiert. Fiir die zen-
trumswertige Spur von M, (A) gilt dann (mit Z(M, (A)) = Z(A), s. [SZT9, Sec.
3.16])
n- TMn(A)(M) = A(P)

Die Wohldefiniertheit von A folgt aus [Liic02, 6.4].



Lemma 7. Seien P und Q) endlich erzeugte projektive A-Moduln. Dann gilt
A(P® Q) =A(P) + AQ).

Beweis. Seien Mp bzw. Mg Matrizen iiber A, so dass die Bilder von R, bzw.

Ry, isomorph zu P bzw. ) sind. Dann gilt mit M = (A{)P ]\2 o ), dass das Bild

von Ry isomorph zu P @ @Q ist. Mit der Additivitéit der zentrumswertigen Spur
folgt die Behauptung. O

Satz 8 (K fiir endliche Von-Neumann-Algebren). Sei A eine endliche
Von-Neumann-Algebra. Dann induziert die zentrumswertige Dimension einen
Monomorphismus

A: Ko(A) = Z(A)s,,
der ein Isomorphismus ist, falls A vom Typ II; ist.

Beweis. Seien P und @ endlich erzeugte projektive A-Moduln. Dann gilt [P] =
Q] € Ko(A) genau dann, wenn P und @ stabil isomorph sind (s. [Mil71, p. 3]),
es also einen endlich erzeugten projektiven A-Modul V mit PV =2 Q &V
gibt. Nach Lemma 7 und der Eigenschaft, dass zwei Projektionen genau dann
dquivalent sind, wenn ihre zentrumswertige Dimension iibereinstimmt ([KR97,
Th. 8.4.3 (vi)]), ist dies genau dann der Fall, wenn A(P) = A(Q) gilt. Damit
ist die Injektivitdt von A gezeigt.

Nach [KR97, Th. 8.4.4 (ii)] besteht das Bild der Dimensionsfunktion ei-
ner Von-Neumann-Algebra vom Typ II; genau aus den positiven Operatoren
in der abgeschlossenen Einheitskugel ihres Zentrums. Mit Bemerkung 6 folgt,
dass sémtliche positiven Operatoren von A im Bild von A liegen. Da die Gro-
thendieck-Gruppe von Z(A)* gerade aus den selbstadjungierten Elementen von
Z(A) besteht (dies folgt z. B. aus [Ped95, Prop. 4.4.9]), ist die Surjektivitidt von
A gezeigt. O

Bemerkung 9. Auch fiir Von-Neumann-Algebren vom Typ Iy 148t sich das
Bild von A genau bestimmen, s. dazu z. B. [KR97, Th. 8.4.4 (i)].

Lemma 10. Sei A eine Von-Neumann-Algebra und p € A eine echt unendliche
Projektion. Dann gilt
fim(p) = 0 € Ko(4).

Beweis. Nach dem Halbierungslemma gibt es eine Projektion ¢ € A mit ¢ < p
und ¢ ~ p — q ~ p. Da dquivalente Projektionen isomorphe Bilder haben, gilt
im(p) = im(p — q¢) ® im(q), also in Ky(A)

[im(p)] = [im(q)] + [im(p — ¢)] = [im(p)] + [im(p)]
= [im(p)] =0 € Ky(A).



3 Determinanten

Satz 11 (K, fiir unendliche Von-Neumann-Algebren). Sei A eine echt
unendliche Von-Neumann-Algebra. Dann verschwindet Ko(A).

Beweis. Sei P ein endlich erzeugter projektiver A-Modul und p € M, (A) eine
Projektion mit im(p) = P. Es bezeichne 1,11 € M, 1(A) die Einheitsmatrix.
Es gilt Z(Mp11(A)) = Z(A) - 1,,41. Jede zentrale Projektion ¢ € M, 1(A) mit
c(p®14) # 0148t sich also als ¢ - 1,41 mit einer nichtverschwindenden zentralen
Projektion g auf A darstellen. Da A echt unendlich ist, ist ¢ eine unendliche
Projektion, also auch ¢ ([KR97, Th. 6.3.8]); somit ist p@® 14 eine echt unendliche
Projektion, insbesondere gilt nach Lemma 10: [im(p @ 14)] = 0 € Ko(M,,(A)).

Das Inverse des Morita-Isomorphismus (s. [Ros94, Th. 1.2.4]) u: Ko(A) —
Ko(M,41(A)) bildet eine Klasse [Q] auf die Klasse [A""! @y, ., (4) Q] ab. So-
mit gilt p~([im(p & 14)]) = [im(p) ® im(14)] = [P] + [A]. Nach Lemma 10
verschwinden echt unendliche Projektionen in Ky und es gilt

[P]=p~ ([im(p & 1a)]) — [A] = 0— 0 =0 € Ko(A).
O

Korollar 12. Fir die Ky-Gruppe einer Von-Neumann-Algebra A gilt nach dem
Satz iiber die Typzerlegung

Ko(A) = Ko(A1,) ® Z(Arn ) sa-

3 Determinanten

Definition 13 (normalisierte Determinante). Sei A eine Von-Neumann-
Algebra vom Typ I,,. Fir f € Z(A) sei n,(f) = upn € Z(A), wobei f = up
die Polarzerlegung von f mit unitdrem « und positivem p sei. Sei det: My (A) =
My, (Z(A)) — Z(A) die gewohnliche Determinante. Definiere det,, = 1, o det.
Sei B eine Von-Neumann-Algebra vom Typ I;. Dann ist die normalisierte

Determinante
detporm: My(B) — Z(B)

durch das Produkt der einzelnen det,, auf den Komponenten vom Typ I,, defi-
niert.

Definition 14 (Fuglede-Kadison-Determinante ([FK52])). Sei A eine Von-
Neumann-Algebra vom Typ II;. Man setze die zentrumswertige Spur 7: A —
Z(A) auf M, (A) fort und definiere die Fuglede-Kadison-Determinante

detgr,: Gl (A) — Z(A)+

durch
det pr(M) = exp (%T(log(M*M))) :



4 Die Gruppen K; und K7

4.1 Die Gruppe K;

Wichtig fiir die Bestimmung von K fiir endliche Von-Neumann-Algebren sind
die Determinanten aus dem vorigen Abschnitt. Sie induzieren jeweils Isomor-
phismen auf Teile des Zentrums der Algebra. Im unendlichen Fall werden nur die
abzéhlbar zerlegbaren Von-Neumann-Algebren behandelt. In ihnen kann man
zeigen, dass ein Automorphismus eines Moduls nur auf einem unendlich kleinen
Teil von der Identitéit verschieden ist und damit in K; verschwindet.

Satz 15 (K fiir Von-Neumann-Algebren vom Typ Iy). Die normalisierte
Determinante induziert fir eine Von-Neumann-Algebra A vom Typ Iy einen
Isomorphismus

detyorm: K1(A) — Z(A)™.

Beweis. Es gibt einen lokalkompakten Raum X mit einem Borelmaf pu, fiir den
L®(X) = Z(A) gilt. Sei T € M,(L®(X)) mit detyem(7) = 1. Nach [LR93,
Lemma 2.2] kann man annehmen, dass T diagonal und entweder positiv oder
unitar ist. Seien tq, s, ..., t, die Diagonaleintriage und sei

t1
tito

A= ,
H7:1 t

Sei U die Matrix, die den Rechtsshift darstellt; A und U sind unitar mit 7" =
AUA™IU*. Ist T positiv, so kann man ebenfalls eine invertierbare Matrix A und
eine unitdre Matrix U mit T = AUA™'U* finden (s. [LR93, Prop. 2.4]).

In jedem Fall erfiillt A auBerdem die Bedingungen ||A|| < ||T'|| und |[|[A7!]| <
|77||. Diese Bedingungen garantieren, dass A auch ein Element in einem un-
endlichen Produkt von Von-Neumann-Algebren sein kann. Damit gilt

T =[A,U].

Man kann zeigen, dass sich jedes beliebige T' als Produkt von zwei Kommuta-
toren schreiben l&sst. O

Lemma 16. Sei A eine abzdhlbar zerlegbare Von-Neumann-Algebra ohne einen

Anteil vom Typ I und M eine mazimal abelsche Unteralgebra. Dann gibt es eine
Projektion P € M mit P ~1— P.

Beweis. Dieses Lemma folgt aus [KR92, 6.9.28]. O

Lemma 17. Sei A eine abzdhlbar zerlegbare Von-Neumann-Algebra, die entwe-
der vom Typ I, oder rein unendlich ist und T € A.



4 Die Gruppen K; und K}’

(1) Ist T normal, so gibt es eine Projektion P € A mit PT = TP und P ~
1 — P sowie Elemente T, Ty € A mit T =TTy und

Ist T positiv, unitdr, invertierbar, oder ri, so gilt dasselbe fiir Ty und T5.

(2) Ist T' positiv und invertierbar mit det s, (T) = 1, so gibt es invertierbare
positive Ty, Ty € A, invertierbare a,b € A und eine Projektion P € A, die
mit T kommutiert und P ~ 1 — P erfiillt, so dass

T = TYIbABA'B™!

T, = PP+ (1—-P)

T, = 1-P)1y(1-P)+P
detfk(Tl) = detfk<T2) =1

Beweis. Den Beweis findet man in [LR93, Lemma. 3.5]. O

Satz 18 (K, fiir Von-Neumann-Algebren vom Typ II,). Sei A eine Von-
Neumann-Algebra vom Typ II;. Dann induziert die Fuglede-Kadison-Determi-
nante einen Isomorphismus

detfk: Kl(A) — Z(A)X’+.

Beweis. Der vollsténdige, recht lange und teilweise sehr technische, Beweis fin-
det sich in [LR93, Sec. 3]. Dort wird gezeigt, dass jedes positive und invertierbare
T mit det ¢4 (T) = 1 das Produkt von neun Kommutatoren ist. O

Lemma 19. Sei A eine Von-Neumann-Algebra und T € A invertierbar. Gibt
es eine Folge paarweise orthogonaler Projektionen Py, P, ... mit

Vn: Py~ Py, Y P.=1, T=PTP+(1-P),

n=1
so qilt [T] =0 € Ky(A).
Satz 20 (K fiir unendliche Von-Neumann-Algebren). Sei A eine abzihl-
bar zerlegbare echt unendliche Von-Neumann-Algebra. Dann gilt

Ki(A) = 0.

Beweis. Sei [T] € K1(A). Nach Lemma 17 kann 7" als invertierbar angenommen
werden. Ferner gibt es eine Projektion P mit P ~ 1 — P und

T =PTP+ (1-P).
Da 1 — P echt unendlich ist, gibt es nach dem Halbierungslemma fiir P, := P

eine Folge von Projektionen mit

o0

Vn: Py~ Pupr, Y Po=1, T=PTP+(1-P).
n=1
Mit Lemma 19 folgt die Behauptung. O



4.2 Die schwache K-Gruppe K7’

4.2 Die schwache K-Gruppe K7

Die schwachen K-Gruppen werden wie die gewohnlichen definiert, mit dem ein-
zigen Unterschied, dass in der Definition Automorphismen durch injektive Endo-
morphismen ersetzt werden. Diese entsprechen bei Moduln iiber Von-Neumann-
Algebren gerade den schwachen Isomorphismen.

Diese Gruppen wurden in [LR91] benutzt, um die Reidemeister-Von-Neu-
mann-Torsion einzufithren, deren Werte dort liegen. Dies ist eine verfeinerte
Invariante fiir kokompakte echt unstetige Operationen von diskreten Gruppen
als Isometrien einer riemannschen Mannigfaltigkeit, die das Alexander-Polynom
und die dquivariante Reidemeister-Torsion umfasst.

Definition 21 (schwache K-Gruppen). Sei A eine Von-Neumann-Algebra.
Die schwache K-Gruppe Ki(A) ist definiert als die Gruppe der Konjugations-
klassen von injektiven Endomorphismen von endlich erzeugten freien R-Moduln,
die folgenden Relationen geniigen.

— Esist [f] 4+ [h] = [g] genau dann, wenn es ein kommutatives Diagramm
0—U—=V—"W—0
b
0—U—=V—">W—=0

mit exakten Zeilen gibt.
— Es gilt [gf] = [f] + [g] fiir alle f,g: U — U.
— Es gilt [idy] = 0.

Satz 22 (K}’ fiir Von-Neumann-Algebren). Sei A eine Von-Neumann-Al-
gebra.

(1) Ist A vom Typ Iy, so induziert die normalisierte Determinante einen Iso-
morphismus

detyorm: K'(A) — Z(A)Y =G({a € Z(A)|a ri}).

(2) Ist A vom Typ Iy, so gilt
K’(A) =0.

(3) Ist A abzihlbar zerlegbar und echt unendlich, so gilt ebenfalls

KP(A) = 0.

Beweis.



5 FEinige Vermutungen

(1) Dies geht analog zum Beweis von Satz 15. Details findet man in [LR93,
Sec. 2].

(2) Dies geht dhnlich wie der Beweis fiir ;. Ein Unterschied ist, dass man
mit injektiven Abbildungen keine Kommutatoren bilden kann, was zu ei-
ner Umformulierung vieler Gleichungen fiihrt. Ferner ist der positive Teil
der Polarzerlegung eines injektiven Operators injektiv und kann daher
bereits als Produkt von Kommutatoren geschrieben werden (s. [LR93,

Prop. 3.9(3))]).
(3) Dies folgt aus [LR93, Th. 4.2].
U

Satz 23. Sei G eine diskrete Gruppe und Wh'(G) := Wh(G)/Torsion. Ist H C
G ein endlicher Normalteiler, so ist die von der Induktion induzierte Abbildung

WH' (H)Y — Wh'(G)
mjektiv.

Beweis. Dies wird in [LR93, Th. 5.1] bewiesen. O

5 Einige Vermutungen

Die Gruppen K; und K7}’ wurden bisher nur fiir abzdhlbar zerlegbare Von-
Neumann-Algebren bestimmt. Diese Bedingung wird nur in Lemma 16 benétigt.
Daher liege folgende Vermutungen nahe.

Vermutung 24. Sei A eine echt unendliche Von-Neumann-Algebra. Dann gilt
Ki(A) = KI'(A) = 0.

Vermutung 25. Sei A eine Von-Neumann-Algebra vom Typ I1,. Dann ver-
schwindet K}’(A) und die Fuglede-Kadison-Determinante induziert einen Iso-
morphismus K(A) = Z(A)T.

Ein Satz von Suslin und Wodzicki ([SW90]) besagt, dass fiir stabile C*-Alge-
bren die algebraische K-Theorie mit der topologischen iibereinstimmt. Darauf
griindet die folgende Vermutung.

Vermutung 26 (A. Thom). Sei N der fast-endlichdimensionale II,-Faktor
und A eine Von-Neumann-Algebra. Dann gilt

K.(ABN) = K*(A&N).
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