Seminarvortrag

Clifford-Moduln

Benedikt Plitt und Michael Weiermann

21. & 28. April, 3. Mai 2004

Wir definieren Clifford-Algebren und die Gruppen Pin und Spin.
Anschlieflend fithren wir Clifford-Moduln ein, untersuchen ihre Struk-
tur und definieren mit ihrer Hilfe die Algebra A,. Mit der Diffe-
renzbiindel-Konstruktion présentieren wir einen alternativen Zu-
gang zur relativen K-Theorie. Zu guter Letzt erkldren wir noch
Clifford-Biindel und Spin-Strukturen und beweisen ein Analogon
zum Thom-Isomorphismus.
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Einleitung

Dieser Vortrag orientiert sich im Wesentlichen an dem Artikel von Atiyah, Bott
und Shapiro [ABS64], in dem die K'O-Theorie von reellen Vektorbiindeln mit
Hilfe von Clifford-Algebren und Spinoren untersucht wird. Wir beginnen in
Abschnitt 1 mit der Einfithrung der grundlegenden Objekte, ndmlich Clifford-



1 Clifford-Algebren und Spin-Gruppen

Algebren und Spin-Gruppen. Weiterhin berechnen wir dort die reellen und
komplexen Clifford-Algebren.

In Abschnitt 2 definieren wir Clifford-Moduln und geben eine Verkniipfung
an, durch welche die Menge der Clifford-Moduln iiber einer Clifford-Algebra zu
einem Ring wird. Auflerdem erkléren wir die Algebra der reellen und die der
komplexen Clifford-Moduln.

Der Abschnitt 3 stellt mit der Differenzbiindelkonstruktion und verallgemei-
nerten Euler-Charakteristiken einen alternativen Zugang zur relativen K-The-
orie vor, die der urspriinglichen Definition von Grothendieck fiir K-Theorie
in [Gro71] dhnelt.

Wir betrachten auflerdem noch in Abschnitt 4 den Thom-Komplex eines
Vektorraumbiindels, in Abschnitt 5 die Spin-Orientierung auf der reellen K-The-
orie und schlieBlich in Abschnitt 6 noch geometrische Anwendungen. Uber die-
se drei Abschnitte wird Michael Weiermann referieren, daher sind sie in dieser
Ausarbeitung sehr stark verkiirzt. Eine ausfiihrliche Ausarbeitung wird Michael
Weiermann zur Verfiigung stellen.

1 Clifford-Algebren und Spin-Gruppen

In diesem Abschnitt werden die notigen Objekte, ndmlich Clifford-Algebren
und -Gruppen und die Gruppen Pin und Spin, sowie einige Abbildungen zwi-
schen ihnen eingefiihrt. Auflerdem werden die grundlegenden Eigenschaften
festgehalten. Einige zusétzliche und ausfiihrlichere Informationen findet man
in [Hus94, Kap. 12].

1.1 Aligemeine Clifford-Algebren

Definition 1. Sei K ein Kérper und E ein K-Vektorraum. Die Tensoralgebra
iiber E ist die graduierte Algebra

T(E)=) T'E=) E¥=K®E®(EQE)®---
=0 =0

mit der Verkniipfung
o0 i oo k o0 i j
(Z @;U) . (Z bk®ykl) LSS 1y R R
=0 j=1 k=0 =1 k=0 i+j=k =1 =1
Ist Q: £ — K eine quadratische Form, so sei I(Q) das zweiseitige Ideal
Q) =({z®z—Q(z) 1z € T(E)})
in T(E). Wir definieren die Clifford-Algebra von @ als
C(Q) =T(E)/1(Q)



1.1 Allgemeine Clifford-Algebren

mit der kanonischen Inklusionsabbildung (siehe Proposition 2.1)
ig: E—=T(E) - C(Q).
Proposition 2. Clifford-Algebren haben folgende Figenschaften.
(1) Die Abbildung ig: E — C(Q) ist injektiv.

(2) Ist A eine unitale K-Algebra und ¢: E — A eine lineare Abbildung mit
der Figenschaft
Vo € E: ¢(x)? = Q(z) - 1,
so existiert genau ein Algebrenhomomorphismus gg: C(Q) — B, so dass
$OiQ = ¢ gilt. Die Algebra C(Q) ist also die universelle Algebra beziiglich
solcher Homomorphismen (beachte auch [Hus94, Satz 12.4.2]). Die Ab-
bildung gz~5 heifit Erweiterung von ¢.

(3) Mit Hilfe der kanonischen Projektion m: T(E) — C(Q) erhdlt man eine
Z)2Z-Graduierung auf C(Q) durch

Q)= (Z T”(E)> . CHQ) =7 (Z TQHI(E)) :

(4) Sei FT(E) = ., T'E die Filtrierung von T(E). Sie induziert eine Fil-
trierung auf C(Q), so dass die entstehende graduierte Algebra isomorph
zur dupPeren Algebra AE ist. Also gilt dimg C(Q) = 29™E und fiir eine
Basis {e;}1<i<n von E bildet 1 € K zusammen mit den Produkten der
Form

€iy "€yttt €ips i1<i2<"‘<’ik

eine Basis von C(Q).

Definition 3. Mit ® sei das graduierte Tensorprodukt von graduierten Al-
gebren bezeichnet, d.i. fiir zwei graduierte Algebren A und B die graduierte
Algebra, die durch
(ARB)f = Y A'® B
i+j=k

gegeben ist.
Die Graduierung auf C'(Q) ist ,natiirlich in folgendem Sinne.

Proposition 4. Sei E = E| & FE5 eine orthogonale Zerlequng von E beziiglich
Q). Bezeichnet Q1 die Einschrdinkung von Q) auf Ey und Qs diejenige auf Es,
so gibt es einen Isomorphismus

¥ C(Q) = C(Q1)BKC(Qo)

von graduierten K-Algebren.
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Beweis. Siehe [Hus94, Satz 12.4.7]. O
Definition 5.

(1) Die Transposition auf C(Q) sei die Erweiterung des Antiautomorphis-
musses von T'(E), der durch

THE) = THE), 21®2:0 @10 @101,
gegeben ist. Das Transponierte von z € C'(Q) sei mit z* bezeichnet.

(2) Der kanonische Automorphismus o von C(Q) sei die Erweiterung der
Abbildung
E — C(Q), x— —ig(x).

(3) Mit Querung sei der durch z — T := a(a') gegebene Antiautomorphis-
mus von C(Q) bezeichnet.

Bemerkung 6.

(1) Es gilt

(2) Die Graduierung von C(Q) kann auch mit Hilfe von « definiert werden,
und zwar folgendermaflen.

Q) ={z € C(Q)la(z) =z}, Q) ={z € C(Q)la(z) = —z}

1.2 Reelle Clifford-Algebren
Definition 7. Fiir k € N\ {0} sei Qx: R* — R gegeben durch

Qk(xlv"ka) :_fo

Die Algebra Cj, sei die Clifford-Algebra C(Qy) und es sei Cp = R. Wir identi-
fizieren im Folgenden R¥ bzw. R mit ig, (R¥) C Cy bzw. R -1 C Cj.
Proposition 8. Die Algebra C ist als R-Algebra isomorph zu C und es gilt

Cr =2 010018 - - - ®C)

~
k Faktoren

Beweis. Wiederholte Anwendung von Proposition 4. O



1.2 Reelle Clifford-Algebren

Korollar 9. Firi=1,... k sei e; das i-te Element der Standard-Basis von
RF C Cy. Diese Elemente erfiillen die Relationen
Vi:e? = —1 und  Yi#j:ee;+ee;=0 (10)

und erzeugen Cy multiplikativ. Man kann Cy mit der universellen R-Algebra,
die von einer Eins 1 und den Symbolen e; firi=1,... k mit den Relationen
(10) erzeugt wird, identifizieren.

Notation 11. Im Folgenden bezeichne F einen beliebigen der Schiefkorper R,
C und H. AuBlerdem stehe F(n) fiir die Matrix-Algebra M,y (F).

Proposition 12. Es existieren kanonische Isomorphismen
F(n) R(n) @ F,
R(n) @r R(m) R(mn),
CerC CeoC,
Her C C(2),
H ®p H R(4).

11 1R

12

Definition 13. Fiir £ > 1 sei (), die universelle R-Algebra, die von einem
neutralen Element 1 und Symbolen ¢ (i = 1,...,k) erzeugt wird und in der
die Relationen

(e)>=1 und  Vi#j:ee;+ee; =0
gelten. (Diese Algebra kann man mit C(—Q)y) identifizieren.)

Proposition 14. Es gibt Isomorphismen
Chiy = Cr@rCy  und  Chypy — Cf Qg Ca.

Beweis. Sei R’* der von den ¢} in Cj, aufgespannt Unterraum. Weiterhin sei die
lineare Abbildung

w:le+2_>Ck®Cé 1/}( /):{ei_2®6/16/2 QS'ZSI{J

i 1® ¢, 1<i<2

gegeben. Sie erfiillt die universelle Eigenschaft und kann so zu einem Homo-
morphismus ¢: C;_, — Cp ® Cy fortgesetzt werden. Da dieser Basiselemente
auf Basiselemente abbildet und beide Rédume die gleiche Dimension haben, ist
er bijektiv. Den zweiten Isomorphismus erhélt man, indem man in der Argu-
mentation die gestrichenen mit ungestrichenen Symbolen vertauscht. O

Bemerkung 15. Nach Proposition 9 ist klar, dass
C,=C und Cy=2H
gilt und aus Definition 13 folgt
CIZR@®R  und 5= R(2),
so dass sich mit den Propositionen 12 und 14 die Tabelle 1 ergibt.
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k| Cy C,’C Ck®RC=O,/€®R(C
1|C R&R CeC

2 | m R(2) C(2)

3| HoH C(2) C(2) & C(2)

4 | H@) H(2) C(4)

5 | C(4) H(2) & H(2) | C(4) ® C(4)

6 | R(3) H(4) ()

7 | R8) & R(S) | C(8) C(8) & C(8)

8 | R(16) R(16) C(16)

Tabelle 1: Die reellen und komplexen Clifford-Algebren

Bemerkung 16. Nach Proposition 14 erkennt man leicht, dass
Cy = Cy, Crya = Cp Qr Cy und Crs = C Qr Cy

gelten. Da auBlerdem Cs = R(16) gilt, gilt fir Cy, = F(n) die Gleichung Cy g =
F(16n); man spricht von der Periodizitdt mit Periode 8. Im komplexen Fall ist
die Periode 2.

1.3 Spin-Gruppen

Definition 17. Die Clifford-Gruppe T'); sei die Untergruppe von C°, die aus
allen Einheiten x € C;° mit der Eigenschaft

Vy € RF: a(z)yz™! € R
besteht.

Proposition 18. Die Abbildung « erhdilt ebenso wie die Transpositionsabbil-
dung die Gruppe I'y; somit induziert o einen Automorphismus und die Trans-
positionsabbildung einen Antiautomorphismus auf U'y. Die Querung induziert
also einen Antiautomorphismus auf I'y.

Definition 19. Die verschrinkt-adjungierte Darstellung von I'y ist der Homo-
morphismus p: T’y — Aut(R¥), fiir den p(z) die lineare Abbildung R¥ — RF
mit y — a(z)yzr ! ist.

Proposition 20. FEs gilt
ker(p: T, — Aut(RF)) = R*.
Definition 21. Sei N: C};, — C} durch
N(z)=x-Z

definiert.



1.3 Spin-Gruppen

Bemerkung 22. Fiir 2 € R* gilt N(z) = ||z|*.
Proposition 23. FEs gilt N(I'y) C R*.

Proposition 24. Die Abbildung N: I'y, — R* st ein Homomorphismus und
es gilt N(ax) = N(z).

Proposition 25. Die Gruppe p(T'y) ist eine Untergruppe der Gruppe der Iso-
metrien von RF.

Definition 26. Fiir £ > 1 sei Pin(k) der Kern von N: I'y — R*.
Satz 27. Die Sequenz

PlPin(k)

11— 7/27Z — Pin(k) > O(k) > 1

ist exakt, wobei Z/27 von —1 € Ty erzeugt wird.

Beweis. Sei e; der erste Standard-Basis-Vektor von R* C Cy. Es gilt N(e;) =
—eq1e; = 1 und

_ —e;, falls i=1
p(er) - e; = aler)ee; b= { e, falls i+ 1;

also ist e; € Pin(k) und die Abbildung p(e;) ist die Spiegelung am zu e
orthogonalen Unterraum. Da sich dieses Argument auf jede Orthonormalbasis
von R* anwenden 148t, folgt, dass die Einheitssphire {x € R¥|N(z) = 1} in
Pin(k) liegt und somit alle Spiegelungen von R* in p(Pin(k)) enthalten sind.
Diese Spiegelungen erzeugen O(k) ([Koe97, Abschnitt B.5.5.4]) — p ist also
surjektiv.

Wegen

ker plpinky = ker pNker N = {A\1 € Cx|N (A1) = 1,X € R}
gilt auBerdem \* =1, also A = £1, d. h. ker p|pin) = Z/2Z. O

Definition 28. Fiir £ > 1 sei Spin(k) die Untergruppe von Pin(k), die unter
p auf SO(k) abgebildet wird.

Proposition 29. Ist

Pin(k)? = Pin(k) N C}, und Pin(k)! = Pin(k) N C},
so gilt

Pin(k) = Pin(k)" U Pin(k)* und Spin(k) = Pin(k)°.

Korollar 30. Die Gruppe Spin(k) ist fir k > 2 zusammenhingend und fir
k > 3 einfach zusammenhdngend.



1 Clifford-Algebren und Spin-Gruppen
Definition 31. Die kompleze Clifford-Gruppe I'f, sei die Untergruppe der in-
vertierbaren Elemente x € C), ®g C, fir die

Vy € RF: a(z)yz~! € R
gilt.
Bemerkung 32. Die Propositionen 18 bis 25 besitzen komplexe Analoga.
Satz 33. Sei U(1) die Untergruppe von Cy ®g C, die von den Elementen der

Form 1® z mit |z| = 1 erzeugt wird, und sei fir k > 1 die Gruppe Pin®(k) der
Kern der Abbildung N¢: I'; — C*. Die Sequenz

1—U(1) —— Pin‘(k) > O(k) > 1 (34)

st exakt.
Korollar 35. Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus
Pin(k) X792 U(1) = Pin°(k).
Dabei operiert /27 als {£1} auf Pin(k) und U(1).
Beweis. Durch die Inklusionen Pin(k) < Cj und U(1) — C wird eine Inklusion
Pin(k) xz/92 U(1) — C, @r C
induziert, die durch einen Homomorphismus
Y: Pin(k) xz/92 U(1) — Pin“(k)
faktorisiert. Weiterhin ist die Sequenz
1 ——U(1) ——Pin(k) xz/02 U(1) —— Pin(k)/Z/2Z ——1  (36)

offensichtlicherweise exakt und ¢ induziert einen Homomorphismus zwischen
exakten Sequenzen (34) und (36). Nach dem 5Ser-Lemma in Verbindung mit
Satz 27 ist ¢ ein Isomorphismus. O

Definition 37. Die Gruppe Spin“(k) sei das Urbild von SO(k) unter
p°: Pin(k) — O(k).
Bemerkung 38. Nach Korollar 35 gilt

Spin®(k) = Spin xz,52U(1).



Bemerkung 39. Wihrend der natiirliche Homomorphismus
j: U(k) — SO(2k)
sich nicht auf Spin(2k) liften 148t, kann man den Homomorphismus
[:U(k) — SO(2k) x U(1), (T)=j(T) xdetT

zu [: U(k) — Spin®(2k) liften.
Ist T € U(k) beziiglich einer Orthonormalbasis von C* von der Form

exp ity
exp ito

exp ity

so gilt beziiglich der entsprechenden Basis {e;} von R?* die Formel

k .
~ t. t: ts
l(T) = H <COS§] + Sinaj . €2j—162j) X exp ZZ2 j.

J=1

2 Clifford-Moduln

Wir definieren und untersuchen Clifford-Moduln und konstruieren die Algebren
A, und AS, die im zweiten Teil des Vortrags wesentlich werden. AuBlerdem

bestimmen wir die konkrete Struktur dieser Algebren.

Definition 40. Sei M (C}) die von den irreduziblen (d. h. von nichttrivialen Un-
termoduln freien) Z/2Z-graduierten Cy-Moduln erzeugte freie abelsche Gruppe
und N (CP) die von den ungraduierten CP-Moduln erzeugte freie abelsche Grup-
pe. Die entsprechenden Gruppen fiir die komplexifizierten Algebren seien mit

M¢(Cy,) bzw. mit N¢(C}) bezeichnet.

Proposition 41. Der Funktor R: M — M?°, der einem graduiertem Cj-Mo-
dul M = M° @ M' den CP-Modul M° zuordnet, induziert fiir jedes k einen

Isomorphismus N
M(Cy) — N(Cy).
Analog gilt im komplexen Fall
M(C) = N%(CY).
Proposition 42. Sei ¢: R* — CY,, durch
o(e;) = ejepin fir i=1,...,k

definiert. Die Erweiterung von ¢ ist ein Isomorphismus

=0
Cr = Ciya-



2 Clifford-Moduln

Definition 43. Sei i: Cy, — Cyyq die Erweiterung der kanonischen Inklusion
R* — RF und i*: M(Cry1) — M(Cy) der von ihr induzierte Homomorphis-
mus sowie A, = coker¢*. Entsprechend sei Af = M(Cy)/i*(M¢(Ck+1)). Fiir
einen irreduziblen graduierten Modul M iiber C} bzw. Cp ®r C sei a; bzw.
a$ die reelle bzw. komplexe Dimension von M°. Diese Daten sind in Tabelle 2
aufgelistet.

1 C 7 7/27 | 1 7 0|1
2 H 7 /22| 2 | Z®Z | Z | 1
3 He H 7 0 4 7 0| 2
4 H(2) 7B 7 7 4 | ZZ | Z | 2
5 C(4) Z 0 8 / 0|4
6 R(8) 7 0 8| ZaoZ | Z | 4
7| R(8) & R(8) 7 0 8 7 0|8
8 R(16) 7.®7 Z 8| ZaZ | Z | 8
My 8 = My Aprg = Ay agg = 16ay
Mg, o = Mg Afyg = AR Urp = 205,

Tabelle 2: Die Gruppen M©(C},) und A!” sowie die Dimensionen a\”.

Bemerkung 44. Die meisten Eintrage von Tabelle 2 ergeben sich direkt aus
Tabelle 1, denn die Algebren F(n) sind einfach, haben also nur eine Klasse
irreduzibler Moduln, die durch die Operation von F(n) auf F" gegeben ist.
Lediglich die Gruppen Ay, und Aj, miissen noch untersucht werden.

Bemerkung 45. Fiir einen graduierten Modul M = M° @ M! ist M* =
M @ M° ebenfalls ein graduierter Modul. Dadurch werden Operationen auf
M (Cy) und M¢(Cy) definiert, die auch mit * bezeichnet seien.

Proposition 46. Sind x und y die Klassen der beiden verschiedenen irredu-
ziblen graduierten Moduln in M(Cy,), so gilt

=y und Yyt =x.
Lemma 47. Sei y € R* \ {0} und sei A(y) der durch y induzierte innere
Automorphismus von Cj, (d. h. A(y) - w = ywy~'). Ebenso bezeichne A(y) den

dadurch induzierten inneren Automorphismus von M(Cy). Bezeichnet A°(y)
sowohl die Einschrinkung von A(y) auf CY als auch den durch sie induzierten

10



2.1 Grassmann-Algebren

Automorphismus von N(CY), so gilt fir v € M(Cy)
Aly) -z = a*
A’(y)- R(z) = R(a")
Aer)p(w) = la(w)),

wobei R: M(Cy,) — N(C?) den Funktor aus Proposition 41 und ¢: Cy_; — Cy,
die Abbildung aus Proposition 42 bezeichnet und o der kanonische Automor-
phismus von CY, ist.

Korollar 48. Es gilt Ay, = Z und AS,, = Z.

2.1 Grassmann-Algebren

Definition 49. Die komplexe Grassmann-Algebra sei die graduierte C-Algebra

e

A(C) = S M (CH),

=0

wobei AJ(CF) die j-te duBere Potenz von C* sei. Fiir v € C* sei d, der Vektor-
raum-Endomorphismus von A(C*) mit

dy(w) =v A w.

Das Standard-Skalarprodukt auf C* induziert ein Skalarprodukt auf A(CF). Sei
0, die zu d, beziiglich dieses Skalarprodukts adjungierte Abbildung. Auflerdem
sei die Paarung

s: CF @p A(CF) — A(CP), vRw — dy(w) — §,(w)
gegeben.
Bemerkung 50. In A(C*) gilt die Gleichung
(dy — 6,020 = — o2 w.

Definition 51. Sei kK = 4n und sei w = ey - - - e4,,. Das Zentrum von C’,S wird
von 1 und w erzeugt und die Projektionen auf die beiden Ideale von CY sind
durch (1 Fw)/2 gegeben.

Ist M ein irreduzibler graduierter Cj-Modul, so operiert w auf M° als
¢ = +1. Ein graduierter C;,-Modul heifie e-Modul, wenn w als € auf M operiert.

Bemerkung 52.
(1) Ist M ein e-Modul, so ist M* ein —e-Modul.
(2) Ist M ein e-Modul und M’ ein &-Modul, so ist M&M’ ein ee’-Modul.

11



2 Clifford-Moduln

Bemerkung 53. Durch s wird A(C*) zu einem Cy, ®r C-Modul mit einer
natiirlichen Z/27Z-Graduierung

AO — ZAZT(Ck), Al _ ZA2T+1(CI€),
r=0 r=0

die mit s vertriiglich ist. Also ist A(C*) ein irreduzibler Z/2Z-graduierter Mo-
dul, und zwar (aus Dimensionsgriinden) iiber Cy, ®g C. Da des Weiteren fiir
u = 1v die Gleichung

(dy = 8,){d = 8.)(Laoiery) = =i o] (Luocen)
gilt, ist A(C*) ein (—i)*-Modul.
Definition 54. Der graduierte Cy, ®g C-Modul A(C*) definiere die Klasse
(—1)"(u)" € AL

Bemerkung 55. Mit Hilfe der Formel fiir I: U(k) — Spin®(2k) aus Bemer-
kung 39 sieht man leicht, dass das Diagramm

U(k) —— 5 Spin®(2k)
End(C*) —2— End(A(CH))

kommutiert, in dem i die Inklusion ist, A der funktorielle Homomorphismus ist
und ¢ von s induziert wird.

2.2 Produkte von Clifford-Moduln

Bemerkung 56. Sei M ein graduierter C,-Modul und N ein graduierter Cj-
Modul. Thr graduiertes Tensorprodukt M QN ist ein graduierter C.2C;-Modul
vermoge

(M&N)° = M°®N° & M'®N", (M&N)! = M°®N* @ M'&N°,
worauf C,®C) mittels
(r@y)-(men)=(—1)%"x-m)® (y-n), (yeCl, me M, q,i=0,1)

operiert.
Weiterhin gibt es einen Isomorphismus ¢y ;: Cyyy — Ci @ C, der als die
lineare Erweiterung der Abbildung

bus(es) = e ®1 1<i<k
RV T 1 e k<i<k+l

12



2.2 Produkte von Clifford-Moduln

der Basiselemente definiert ist.
Die Operation (M, N) — M&N — ¢Z,5(M(§)N) fithrt zu einer Paarung

M(Cy) @z M(Cy) — M(Crya),

die M* = ".° , M(Cy) zu einem Z-graduierten Ring macht. Dieses (assoziati-
ve) Produkt sei mit (u,v) — wu - v bezeichnet.

Proposition 57. Fir u € M(Cy) und v € M(C)) sowie den Einschrdnkungs-
Homomorphismus i*: M(Cy) — M(Cy—;) gelten folgende Formeln.

*

(u-v) ' =u-v

R BECEN 2 falls kl gerade
= (v-u)*,  falls kl ungerade

w-i'v =" (u-v) (k>1)

Korollar 58. Ist A € M(Cy) die Klasse eines irreduziblen Cs-Moduls, so in-
duziert Multiplikation mit A einen Isomorphismus

o~

M(Ck) — M(Ck+8)

Korollar 59. Das Bild von v*: M, — M, st ein Ideal; somit erbt der Quoti-

entenring
o0
A= A
k=0

eine Ringstruktur von M,.

Proposition 60. Fiir k > 0 induziert Multiplikation mit A einen Isomorphis-
mus
A — Apss.

Satz 61. Es ist A, der von 1 € Ay, £ € Ay, up € Ay und A € Ag erzeug-
te antikommutative graduierte Ring mit den Relationen 26 = 0, £ = 0 und
2

=4\

Beweis. Wegen Ay = 7,/27 gilt 26 = 0. Da a; = 1 und ay = 2 gilt (Tab. 2),
erzeugt €2 die Gruppe A,. Auflerdem gilt wegen Az = 0, dai €3 = 0 ist; es
bleibt also lediglich p? zu berechnen.

Sei also p die Klasse eines irreduziblen Cy-Moduls M in Ag; M ist ein e-
Modul. Der Modul M®M ist daher ein 1-Modul in Cg (2 = 1). Ist A € Ag die
Klasse des irreduziblen 1-Moduls W iiber Cg, so gilt aus Dimensionsgriinden
MM = AW, also p? = 4\ (man beachte dabei ay = 4, ag = 8, sowie
(M&M)® = M°QM° @ M'@M?). O

13



3 Die Differenzbiindel-Konstruktion und relative K-Theorie

Bemerkung 62. Korollar 59 gilt auch in der komplexen Version, also ist auch
A¢ eine graduierte Algebra. In diesem Fall erzeugt schon der zu einem irredu-
ziblen Cy ®g C-Modul gehorige Erzeuger die Algebra A¢.

Satz 63. Der Ring AS ist isomorph zum Polynomring Z[u] mit deg u¢ = 2.

Beweis. Fiir k > 1 sei w = e;-+-¢; € Cy. Fiir k = 21 gilt w? = (=1)!, d.h.
fiir einen irreduziblen komplexen graduierten Cy-Modul M operiert w als =i
auf MO Ist pf € M¢(Cy) der durch einen irreduziblen —i'-Modul gegebene
Erzeuger, so gilt uf = (u°)! fiir u¢ = ps. O

Bemerkung 64. Der Komplexifizierungshomomorphismus A, — AS$, p —
2(1¢)? bildet A auf (u¢)* ab.

3 Die Differenzbiindel-Konstruktion und relative
K-Theorie

Wir definieren die Gruppen L,(X,Y) und verallgemeinerte Euler-Charakte-
ristiken. Mit deren Hilfe geben wir mit der Differenzbiindel-Konstruktion eine
Alternative zur Konstruktion der relativen K-Theorie an. Mehr iiber relative
K-Theorie findet sich in [Kar78].

In diesem Abschnitt arbeiten wir in der Kategorie der endlichen CW-Kom-
plexe bzw. der endlichen CW-Paare.

3.1 Die Gruppen L,(X,Y)
Definition 65. Fir Y C X sei %,(X,Y) die Menge der Sequenzen von Vek-
torraumbiindeln

On On—1 o1

E=(0——E, "3 E, " T By —0)

iiber X, deren Homomorphismen o; iiber Y definiert sind und die iiber Y
exakt sind. Ein Isomorphismus in €,,(X,Y’) sei durch ein iiber Y kommutatives
Diagramm

(o4

> E@ > Ei—l >
2 /
> EZI > E’L—l >

mit Isomorphismen iiber X als vertikalen Pfeilen gegeben. Eine elementare
Sequenz in 6, (X,Y) sei von der Form

idg
0 > >0 > F ) >0 > >0 .

Die (direkte) Summe zweier Sequenzen sei auf die offensichtliche Weise defi-
niert.
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3.1 Die Gruppen L,(X,Y)

Definition 66. Es gelte £ ~ F genau dann, wenn elementare Sequenzen
Pt () € 6, existieren, so dass

EOP' @ P 2XFaQ'® - dQ°

gilt. Dies ist die Aquivalenzrelation, die durch stabile Isomorphie unter Additi-
on von elementaren Sequenzen erzeugt wird. Die Menge der Aquivalenzklassen
werde mit L, (X,Y") bezeichnet; sie wird durch & zu einer abelschen Halbgrup-
pe. Fiir Y = () schreibe man L, (X) statt L,(X,Y).

Definition 67. Eine Sequenz E € %, wird durch Hinzufiigen von F, . := 0
zu einer Sequenz in %, 1. Somit ergeben sich Abbildungen

b1 > 6 > G >,

L1 > L2 > L3

~

vermoge derer wir
C = 6 :=1limE, und L:=L,:=lmlL,

definieren konnen.

Bemerkung 68. Durch eine Aquivalenzrelation wie in Definition 66, die man
auf Sequenzen beliebiger endlicher Linge erweitert, entsteht € aus L.

Lemma 69. Seien E und F' Vektorraumbiindel tiber X und f: E — F ein
Monomorphismus iber Y C X. Gilt dim F' > dim E+dim X, so kann f bis auf
Homotopie relativ Y eindeutig zu einem Monomorphismus iiber X fortgesetzt
werden.

Lemma 70. Firn > 1 ist die Abbildung
L,(X,Y)— L,1(X,Y)
ein Isomorphismus.
Beweis. Sei ?nﬂ die Teilmenge von %, 1, die aus allen Sequenzen F mit
dim E,, > dim F,, 1 + dim X (71)

besteht. Fiir n > 1 kann jedes E € %, durch Addition einer elementaren
Sequenz auf eine Form gebracht werden, in der es (71) erfiillt; d.h. die Ab-
bildung €1 — Lny1 ist surjektiv. Fiir jede Sequenz E € %,y kann o,
nach Lemma 69 zu einem Monomorphismus o7, iiber X fortgesetzt werden.
Sei B, = coker o, und P die elementare Sequenz mit P, = B, = E, 1. Sei

15



3 Die Differenzbiindel-Konstruktion und relative K-Theorie

auBerdem p{, durch das tiber Y kommutative (iiber Y gilt kero, = imo,41)
Diagramm

B—" g

o
En—l
definiert und
E'=(0 > B B, B, L N >0 ).
Ein Spalt der iiber X exakten Sequenz
0—— FEn1 AN E, > B! >0

definiert einen Isomorphismus
PoE SE
in ¢, d.h. dass die Abbildung L,,(X,Y) — L,+1(X,Y) surjektiv ist.

" . . . L h
Ist 0, eine zweite Erweiterung von 0,4, mit einer zugehorigen Sequenz

E", so gibt es nach Lemma 69 einen Isomorphismus ¢: E, = E! der den iiber
Y gegebenen erweitert, d. h. dass das Diagramm

P
E —" B,
| id

"
1/ Pn
E " B,

iiber Y kommutiert. Also gilt £ ~ E” in 6, es gibt also eine wohldefinierte
Abbildung E +— E’ von den Isomorphieklassen in €, in die Isomorphieklassen
in %,. Weiterhin gelten fiir elementare Sequenzen

die Gleichungen
(EeQ)=E, (E®RXE®R;

so dass die Klasse von F’ in L, nur von der Klasse von F in L,,; abhingt.
Wegen der Surjektivitit von €1 — Lniq induziert £ — E’ eine Abbildung
L,y — L,. Aus deren Konstruktion 148t sich leicht erkennen, dass sie die
beidseitige Inverse zur Abbildung L, — L, ist. O

Proposition 72. Fir 1 <n < oo sind die Homomorphismen
Li(X,Y)— L,(X,Y)

Isomorphismen.
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3.2 Verallgemeinerte Euler-Charakteristiken

3.2 Verallgemeinerte Euler-Charakteristiken

Definition 73. Eine Euler-Charakteristik fir %, ist ein natiirlicher Homomor-
phismus (d.i. eine natiirliche Transformation von Funktoren)

x: Lo(X)Y) — K(X,Y),

der fiir Y = ) durch

gegeben ist.

Lemma 74. Ist x eine Fuler-Charakteristik fir 6y, so ist
x: L (X) — K(X)
ein Isomorphismus.

Lemma 75. Sei A ein Monoid und B eine Gruppe. Ist ¢: A — B ein Epi-
morphismus mit ¢~ (1) = 1, so ist ¢ ein Isomorphismus.

Lemma 76. Ist x eine Euler-Charakteristik fir €, und Y = {x}, so ist
x: Li(X,)Y) — K(X,Y)

ein Isomorphismus.

Beweis. In dem Diagramm

0—— Li(X,Y)—2 5 L (X)—2 5 Ly(Y)

0— > KX, Y)—— > K(X)—— > K(Y)

sei v die von der Identitét €,(X,Y) — %,.(X) induzierte und 3 die von der
Einschrankung %,,(X) — %,(Y) auf Y induzierte Abbildung. Nach Lemma 74
sind die beiden rechten vertikalen Abbildungen Isomorphismen. Da in dieser
Situation die lange exakte K-Sequenz nach [AH60, Bem. zu Prop. 1.4] zerfallt,
ist die untere Zeile exakt; es geniigt nach dem 5Ser-Lemma und Lemma 75 also,
die Exaktheit der oberen Zeile zu zeigen.

Offensichtlich gilt fa = 0. Sei E € Li(X) mit §(F) = 0. Da Y ein Punkt
und x: L1(X,Y) — K(X,Y) ein Isomorphismus ist, ist das dquivalent zu
dim 1|y = dim Eyly, so dass Ei|y = Eyly gilt, was E € im « beweist.

Fiir

E:(O >E1 g >E0 /0)6(51(X,Y)

17



3 Die Differenzbiindel-Konstruktion und relative K-Theorie

sei «(F) = 0 in Ly(X). Es gilt xa(E) = 0 in K(X), also gibt es (wenn wir
oBdA dim £ > dim X annehmen) einen Isomorphismus 7: E; — FEj iiber X,
also gilt o771 € Aut(Eyly). Weil Y ein Punkt ist, ist dieser Automorphismus
zur Identitdt homotop (im reellen Fall ersetze man E; durch E; & 1, o durch
oc®1 und 7 durch 7@ (—1)), kann also zu einem Automorphismus p € Aut(Ep)
fortgesetzt werden. Also ist p7: Fy — Fjy ein Isomorphismus, der o erweitert,
d.h. F représentiert 0 € Li(X,Y). O

Lemma 77. Ist x eine Euler-Charakteristik fir 6, so ist x eine Aquivalenz
der Funktoren L, und K.

Lemma 78. Sind x und x' Euler-Charakteristiken fiir €1, so gilt x = x’.

Lemma 79. Es gibt eine bijektive Beziehung (x1 < Xn) zwischen Euler-Cha-
rakteristiken fiir ¢, und 6,, so dass das Diagramm

L,—1L,
lm Xn
K
kommutiert.
Beweis. Dies folgt aus Proposition 72 und Lemma 79. O

3.3 Differenzbiindel und der Isomorphismus zur relativen
K-Theorie

Bemerkung 80. Fiir ein Paar (X,Y) und ¢ = 1,2 sei X; = X x {i} und
A = X, Uy X;. Es gibt Retrakte m;: A — X;, die Spalte 7}: K(X;) — K(a)
fiir die exakten Sequenzen

00— S K(AX) —" S K(A) — " S K(X) ——0

liefern. Aulerdem induzieren die Inklusionen ¢;: (X,Y) — (A, X;_;) Isomor-

phismen ¢f: K(A, X;_;) — K(X,Y).
Definition 81 (Differenzbiindel). Fiir

E=(0 > B, — 7 E »0) € 61(X,Y)

konstruiere man das Differenzbiindel F', indem man FEj iiber Xy und E; iiber X;
entlang Y mittels o identifiziere. (Die Isomorphieklasse von F' hingt dann nur
von derjenigen von F ab.) Fiir F; = 7} (E;) gilt F|x, = F;, also F — F; € ker j7.
Das Element d(E) € K(X,Y) sei durch

pi(00) "d(E) = F — Fy

definiert.
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3.3 Differenzbiindel und der Isomorphismus zur relativen K-Theorie

Bemerkung 82.

(1) Die Abbildung d ist additiv und fiir ein elementares Biindel E gilt d(E) =
0; also induziert d einen natiirlichen Homomorphismus

d: Li(X,Y) - K(X,Y)

(2) Fir Y = 0 gilt A = XoII Xy, F = Ey x {0} I1 By x {1} und F, =
Ei X {0} HEI X {1}, also d(E) = E() — El.

(3) Die Abbildung d ist eine verallgemeinerte Euler-Charakteristik.

Proposition 83. Fiir 1 <n < oo existiert ein eindeutiger natiirlicher Isomor-
phismus

x: L,(X,)Y) — K(X,Y),
der fiir Y =0 durch

i=0
gegeben ist. (Sogar als Homomorphismus ist x eindeutig.)
Definition 84. Der Isomorphismus y aus Proposition 83 heifle die Euler-Cha-
rakteristik. Die Euler-Charakteristiken fiir verschiedene n koénnen nach Lem-
ma 79 identifiziert werden.

Zwei Elemente E,F € %,(X,Y) heilen homotop, wenn es ein Element
€ € 6, (X x1,Y x I) gibt, dessen Einschrankungen auf X x {0} und X x {1}
gerade F und F’ sind.
Proposition 85. Homotope Elemente in 6,(X,Y) definieren dasselbe Element
in L,(X,Y).
Bemerkung 86. Die zu j: L1(X,Y) — L,(X,Y) inverse Abbildung kann wie
folgt konstruiert werden. Zu E € %,(X,Y) kann man nach Einfithrung von

Metriken auf offensichtliche Weise die adjungierte Sequenz E* definieren. In
der Sequenz

F = <0—>@E2i;>®E21+1%0>
=0 1=0

sei 7 durch
* *
7'(61, €3, €s5, .. ) = (0161, 05€1 -+ 03€3,04€3 + O5€s5, . . )

gegeben. Da die betrachteten Sequenzen iiber Y exakt sind, ergibt sich die
Zerlegung
B = 09i11(Fair1) © 03;(Eai1).

Aus diesem Grunde gilt F' € €1(X,Y). Im Falle £ € €, gilt offensichtlicher-
weise ' = I'. Weil alle Metriken auf E homotop sind, gilt nach Proposition 85,
dass F ein (wohldefinierter) Reprisentant fiir j~'(F) ist. Ist E € 4, so kann
man mit Hilfe obiger Zerlegung leicht mittels Addition elementarer Sequenzen
zeigen, dal E zu j(F') dquivalent ist.
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3 Die Differenzbiindel-Konstruktion und relative K-Theorie

3.4 Das Produkt auf L(X,Y)
Lemma 87. Sind E1, ..., E, Vektorraumbiindel iber X und ist

On—1 o1

0 sy E, —" 5 E, 4 S > B, 0

ein Komplex tiber Y C X, so kénnen die Differentiale o; so fortgesetzt werden,
dass ein Komplex iiber X entsteht.

Definition 88. Sei Z,,(X,Y) die Menge der Komplexe der Liange n iiber X,
die iiber Y exakt sind. Zwei solche Komplexe F, F' heiflen homotop, wenn es
einen Komplex £ € 7,(X x 1,Y x I) gibt, dessen Einschrankungen auf X x {0}
und X x {1} gerade F und F sind. Durch Einschréinkung der Homomorphismen
auf Y ergibt sich eine natiirliche Abbildung

¢: 2,(X,Y) — 6.(X,Y).

Lemma 89. Die Abbildung ®: &, — €, induziert eine bijektive Abbildung von
Homotopieklassen.

Bemerkung 90. Fiir F € 2,(X,Y) und F € 2,,,(X',Y’) gilt
EQF € Dpm(X x X' X xY'UY x X')
und dieses Produkt ist additiv und mit Homotopien vertréglich.

Proposition 91. Das Tensorprodukt von Komplexen induziert ein natiirliches
Produkt

L,(X,Y)® L, (X' Y) — Ly (X x X', X xY'UY x X')
und fiir die Euler-Charakteristik x gilt
x(ab) = x(a)x(b).

Bemerkung 92. Proposition 91 geht im Wesentlichen auf [Dou61, Prop. LF]
zuriick.

Proposition 93. Se:

E = (0 > By —— F »0) € Z1(X,Y),
E = (0 y B, —2 5 E) »0) € D (XY
und sei in jedem Biindel eine Metrik gewdhlt. Ist
F = (0 > Iy ——— I »0) € (X x X', X xY'UY x X')

durch
Fi = EyQE ®EQE)

F, = EyQEy® E, ® E}

_ 1®0" o®1 )
T = (U*®1 —1®c'*

gegeben, wobei o*, 0’ die adjungierten Abbildungen von o,0’ sind, so gilt

X(F) = x(E) - x(E").
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4 Der Thom-Komplex
Satz 94. Die Abbildungen

a: A, — ZKO‘k(*) und o A — ZK‘k(*)

k>0 k>0
sind Ringisomorphismen.

Satz 95. Ist V' ein F-orientiertes Biindel iber X mit Orientierungsklasse py,
so ist F*(XV) ein freier F*(X)-Modul mit Erzeuger jiy .

Satz 96. Ist V' ein orientiertes reelles Vektorbiindel der Dimension n tiber X,
so gilt,

(1) wenn n = 0 mod 2 gilt und es ein Element py € K(XV) gibt, dessen
Einschrinkung fiir jedes P € X auf K(PV) der Erzeuger ist, dann ist
K*(XV) ein freier K*(X)-Modul mit Erzeuger py .

(2) wenn n =0 mod 8 gilt und es ein Element py € If(\é(XV) gibt, dessen
Einschrinkung fiir jedes P € X auf KO(PY) der Erzeuger ist, dann ist
KO (XV) ein freier KO*(X)-Modul mit Erzeuger py .

Satz 97.

(1) Ist P ein Spin(8k)-Biindel V = P Xgpinsk) R®, so ist If(\a*(XV) ein freier
KO*(X)-Modul mit Erzeuger py .

(2) Ist P ein Spin®(2k)-Biindel V = P Xgpine(or) C**, so ist K*(XY) ein freier
K*(X)-Modul mit Erzeuger us,.

5 Die Spin-Orientierung auf der K O-Theorie

Satz 98. Ist PY ein Spin(k)-Prinzipalbiindel, M ein graduierter Cy-Modul, Q =

PO XSpin(k) Spln(k—l—l), V = PO XSpin(k)Rky Tk = Q/ Spm(k), EO = QXSpin(k) MO

und p: KO(T*) — KO(B(V),S(V)) die natiirliche Projektion, so gilt
apo(M) = p(E").

6 Geometrische Anwendungen

Proposition 99. Ist X ein Punkt, so ist die Sequenz

(v,w)

M(V) —" s M(W) X220 KO(P(V), P(W)) ——— 0

exakt. Im komplexen Fall gilt die entsprechende Aussage.
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Literatur

Proposition 100. Sei ap die k-te Radon-Hurwitz-Zahl. Gilt m = Aag, so
enthdlt das Tangentenbiindel von RP™ ! (und somit auch das von S™ 1) ein
(k — 1)-dimensionales triviales Unterbindel.

Bemerkung 101. Adams hat in [Ada62] gezeigt, dass der Umkehrschluss
ebenfalls gilt.
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