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Einleitung

1. Falls A = R und & ein Spin(8n)-Biindel bzw. A = C und ¢ ein U(n)-Biindel iiber B ist,
hatten wir kannibalistische Klassen

PA(E) = (95 0 WF o dk)(1) € K*(B)

definiert, auBerdem weitere Klassen sh = bhg und bh = bhc.

2. Die untere Schranke J'(X) soll von der Form

J/(X) _ ]‘(/ﬂi%)

mit  T(X) C V(X)

sein. Zur Definition der Untergruppe V(X ) brauchen wir die kannibalistischen Klassen p*.



3. Die obere Schranke J”(X) soll von der Form

_ Kgr(X)
- W(X)

J'(X) mit W (X) C T(X)

sein.

1 Charakteristische Klassen (Fortsetzung)
1.1 pk fiir U(n)- und Spin(8n)-Biindel
In Joachim’s Vortrag hatten zuletzt folgendes

Korollar 1.1 Seien &1,&; unitire Biindel diber B fiir den Fall A = C, oder Spin(8n)-Biindel fiir
den Fall A = R, wobei n € N. Sind die zu &§1,&2 assoziierten Sphdren-Biindel faserhomotopiedqui-
valent, dann gibt es ein Element xp € Kx(B) derart, dass

bha(§2) = bha(&1) - cha(l+xa)

i) = phe). Talton)

. (unabhingig von 1)

Wir geben nun die Proposition an, aus dem Korollar 1.1 folgt. Sei dazu ein kommutatives Diagramm

(Eh El) — - (EQ, EQ)
lpl ipz
B1 ! BQ

gegeben, wobei nicht vorausgesetzt ist, dass es von einer Biindelabbildung induziert wird. Seien
@H,i, 9K, die Thom-Isomorphismen in den verallgemeinerten Kohomologietheorien H bzw. K fiir
&, 1 =1,2. Definiere Elemente

ko= (pgnog 0dra)(l) €K (B)
h (¢ma 09" 0 dm2)(l) € H(By)

Proposition 1.2
h- f*(e(T,&2)) = e(T', &) - T(k).
BEWEIS: Sei 1 € K*(Bz). Dann gilt
T natiirlich, d.h.

Tog* =g "oT

((07119" 6m.2) (675 Tox2)) (1) (' Tox (@K1 0x.2)) (1)

Def. k

Def. (T, z2) 1« -1
= (¢H719 ¢H,2) (C(Tv §2)) = (¢H,1T¢K71)(k)
———
=1-¢c(T,€2)
Lemma,
Korollar 1w *
= (¢H,lg ¢H,2)(1) f (C(T7 52)) = C(T’ 51) : T(k)

N— ——
=h
BEWEIS DES KOROLLARS:
1. Wenn die zu {1, §2 assoziierten Sphéirenbiindel faserhomotopiedquivalent sind, gibt es ein kommutatives Dia-
gramm

E», E3) ,

(

_ g
(B, BEl)) ———
p1
B

BN



wobei g faserweise den Grad +1 hat und f = id : B — B. Bestimmen wir nun die virtuelle Dimension des
Elementes

k= (¢x9"6K2)(1) € K*(B)
iiber jeder Zusammenhangskomponente von B durch Einschréinkung auf eine einzelne Faser (dies sind Sphéren),
so ergibt sich diese zu +1 (entsprechend des Grades von g). Sei € ein triviales virtuelles Biindel mit derselben
virtuellen Dimension wie k auf jeder Zusammenhangskomponente von B. Dann hat ¢ - k virtuelle Dimension
1 und es gilt
e-k=14xp

fir ein 25 € Ka(B) wegen Kp(X) = Z ® Kp(X) (Kp(X) ist die Menge aller Elemente von virtueller
Dimension 0).

2. Betrachte nun den Fall pf\ Det. (qﬁ;(l\llkqﬁK)(l). Wegen h = k ist das Ergebnis von Proposition 1.2
kopa(&) = ph(€) - Th(k)
Multiplikation
mit e = ¥l (e)
= e koph(&) = ph(6) Wl(e) - Wh(k)
Teil 1,
¥ Ringhom. ! 1 1
= (I+zp) - pp(62) = pal€r) Va(l+za)

Da g* faserweise den Grad £1 hat, gibt es zu g eine inverse Homotopiedquivalenz ~. Diese liefert ein zu k
inverses Element (¢;(12’Y*¢K,1)(1)7 d.h. auch 1 + z, ist invertierbar. Wir erhalten die Behauptung

Wh (14 24)
ph(e) = pher) - TALTIA).
+zA
3. Der Fall fiir bhy ist shnlich. Es gilt chp(e) - h = 1 € HO(B). Proposition 1.2 liefert in diesem Fall
Multiplikation
mit cha ()

h - bha(§2) = bhp(&1) - cha(k) = bha(€2) = bha(£1) - cha(1 + zp).

Soweit der Nachtrag zum letzten Vortrag. Jetzt wird ein Resultat présentiert, mit dessen Hilfe wir
die Klassen p% berechnen kénnen:

1.2 Erweiterung von pf auf virtuelle Biindel

Bis jetzt haben wir p§ nur fiir bestimmte Klassen von Biindeln definiert. Wir wollen die Definition
auf virtuelle Biindel erweitern.

Notation 1.3 Sei S C C ein Unterring und X ein endlicher CW-Komplex sowie G eine kompakte
zusammenhéngende Lie-Gruppe und A = R oder C.

f,g e~ Abbildungen von endlichen CW-Komplexen
Biindel tiber X

§m e

k,A e~ Elemente von Kx(X), d.h. virtuelle Biindel iiber X

w,v e~ Elemente von Kx(X)® S, d.h. tensorierte virtuelle Biindel

a,B e~ Darstellungen

0,6 e~ Elemente von Rp(G) = Ra(G), d.h. virtuelle Darstellungen

P, p e~ Elemente von Ry (G) ® S, d.h. tensorierte virtuelle Darstellungen

U,p e~ Elemente der Vervollstéindigung Comp(R(G) ® S)

Bemerkung 1.4 Wir haben Verkniipfungen

B-a = Komposition von Darstellungen 3, a ~» Darstellung
a-& = durch Darstellung o von Biindel ¢ induziertes Biindel ~~ Biindel
&-f = durch Abbildung f von Biindel £ induziertes Biindel ~~ Biindel
f-g9g = Komposition von Abbildungen ~» Abbildung

Genauer:



1. fiir Darstellungen G — GL(n,A) und 8 : GL(n,A) — GL(n',A’) die Darstellung 8-« durch die Komposition
Boa:G— GL(n',A’) erklart ist;

2. Sei {U; }ier eine lokale Trivialisierung des gegebenen GL(n, A)-Biindels £, und sei 7 : E — X die Projektion.
Definiere den Totalraum des von einer Darstellung o : GL(n,A) — GL(n’,A’) induzierten Biindels a-y durch

Wies Ui x (A"

(u, @) ~ (u, o ()}

B(a-€§) =

wobei u; = u; € U; NU; und of; = a(A) € GL(n', A') die Ubergangsmatrix, welche durch Ubergangsmatrix
A: A" — A™ des Biindels ¢ fiir u € U; N Uj; induziert wird.

Alternativ betrachte das zu £ assoziierte GL(n, A)-Prinzipalbiindel P — X, dessen typische Faser iiber z € X
der Raum der Isomorphismen R? — 71 ({x}) ist. Lokale Trivialisierungen von ¢ induzieren lokale Trivialisie-
rungen des assoziierten Prinzipalbiindels und liefern damit eine Topologie auf der disjunkten Vereinigung der
Fasern. Durch Komposition linearer Abbildungen operiert die Gruppe GL(n,R) der Isomorphismen R™ — R™
von rechts und durch

{Isomorphismen R — 71'71({33})} X R™ — pil({x})v (fyu) = f(u)

wird ein Isomorphismus PX g (n,r)R™ = E von Vektorbiindeln induziert. Fiir die Darstellung o : GL(n, A) —
GL(n',A’) ist

P =P Xgrm,a) GL(n',A") = P xo GL(n/,A") = (P x GL(n',A"))~, wobei (pg,g") ~ (p,a(9)g’),
ein GL(n', A’)-Prinzipalbiindel. Es operiert GL(n’, A’) von rechts durch Komposititon und wir erhalten das
induzierte Vektorbiindel mit Totalraum E' = P’ X g1 (n/,A%) (A

3. &- fist das durch f: X’ — X induzierte Biindel f*¢ iiber X'.
4. f - g ist die normale Komposition fog: X — X" fiir Abbildung g: X — X’ und f: X' — X"
Durch lineare Fortsetzung iiber dem ersten Faktor dieser Verkniipfungen ergeben sich

¢-a = Komposition von vir. Darst. ¢ und Darst. o ~» virt. Darst.
0-¢ = durch virt. Darst. ¢ von Biindel ¢ induziertes virt. Biindel ~» virt. Biindel
k- f = durch Abb. f von virt. Biindel x induziertes virt. Biindel ~» virt. Biindel

Beispiel 1.5 (Satz von Bott) Sei¢ ein U(n)-Biindel. Dann wird pk (&) von & durch die virtuelle
Darstellung induziert, deren Charakter

k
zF—1 _ _
| R

1<r<n 1<r<n

ist. Ist & dagegen ein Spin(8n)-Biindel, dann ist p&(&) von & durch die reelle virtuelle Darstellung
induziert, deren Charakter

1k — ik
2 =zt Lk—1)  L(k-3) —1(k—1)
H 1 _ 1 - H (Z’I‘Q +Z’r? +~~+Z’r2 )
1<r<dn 2¢ — 2Zr° 1<r<4n

18t.

BEWEISIDEE: Splitting-Principle und Beweis fiir Linienbiindel (im komplexen Fall).

Bemerkung 1.6
1. Der Charakter einer Darstellung o : G — GL(n, A) ist die A-wertige Komposition

a Spur
Xa:GHGL(n,A)%A.

2. Sei T = S! x ... x 8! Der (bis auf Konjugation eindeutige) maximale Torus der kompakten Lie-Gruppe U(n)

ist gegeben durch
T =5 x...x 8" = {Diagonalmatrizen in U(n)}.

Die Inklusion ¢ : T < U(n) induziert (wie in K-Theorie und Kohomologie) einen Monomorphismus ¢* :
RA(U(n)) — RA(T) der entsprechenden Darstellungsringe. Nun ist jede komplexe Darstellung (und jede
virtuelle Darstellung) bis auf Isomorphie eindeutig durch ihren Charakter festgelegt. Ist z; der Charakter,
welcher durch die Projektion p; : T — S! auf den i-ten Faktor gegeben ist, so kann man Bild(¢*) mit den
symmetrischen Polynomen in den z; identifizieren.



Die kanonische Einbettung U(4n) — SO(8n) liefert einen maximalen Torus T in SO(8n). Die Inklusion
T — SO(8n) ldsst sich zu einer Abbildung ¢ : T — Spin(8n) liften, welcher einen Monomorphismus * :
Ra(Spin(8n)) — RA(T) induziert und dessen Bild die symmetrischen Polynome in 4n Variablen z; sind,
dessen Exponenten in den z; alle von der Gestalt

1 1
(5 - gerade) oder (5 - ungerade)

sind. Fiir SO(8n) gilt die analoge Aussage ohne den Faktor % welcher von der 2-blétrigen universellen

Uberlagerung Spin(8n) — SO(8n) kommt (dies gilt wegen 8n > 3 fiir k € N).

3. Beispiel 1.5 wird garantieren, dass wir tatsichlich eine Erweiterung der Definition der p* erhalten, d.h. wird
ein virtuelles Biindel k durch eine Biindel £ reprisentiert, so gilt p’f\ -k = pa(§).

4. Die Folge der p* (vgl. Def. 1.8) wird exzponentiell sein und fiir
€ = triviales Biindel der Dimension 2n tiber R
wird pF(e) = k™ gelten, so dass wir p*(—&) = k™ erhalten. Also sind wir gezwungen Nenner einzufiihren,

um p* (k) fiir virtuelle Biindel x zu definieren, d.h es wird p*(k) € K (X) ® Z[%] gelten.

Allgemeiner erhalten wir fiir den Ring S durch S-lineare Fortsetzung iiber dem ersten Faktor

pa Z (p®s) a Def. (¢-a)®s ~ tens. virt. Darstellung € RA(G)® S
P& e (f®s)-& Def. (0-&) ®s ~ tens. virt. Biindel € Kx(X)® S
wef & (k®s)-f Dot (k- f)®s ~ tens. virt. Biindel € Kx(X)® S

Wollen wir die Vekniipfung p* -  fiir eine virtuelle Darstellung @ definieren, so miissen wir die
die Vervollstéindigung des (tensorierten) Darstellungsrings einfiihren. Betrachte dazu das Ideal I in
RA(G)®S, welches aus Elementen von virtueller Dimension 0 besteht, d.h. diejenigen (tensorierten)
virtuellen Darstellungen, deren Charakter auf der Identitéit von G verschwindet. Definiere

Comp(RA(G)® S) = lim RalG) @S

0o—m Im

und analog Comp (K (X) ® 5).
Erinnerung: Seien I, J Ideale in einem Ring R, dann ist das Produkt I - J definiert durch

< oo
I-J::{Zakbk|akel,bkej}.

k=1
Wir erhalten nun weitere Verkniipfungen

p-a ~» Element in Comp(Ra(G) ® S)
¢-& ~» Element in Comp(Kx(X)®S) = Kx(X)®S§5,

denn Komposition mit einem Faktor von rechts erhélt virtuelle Dimensionen und Tensorprodukte.
Die letzte Gleichung gilt, weil fiir einen endlichen CW-Komplex X der Dimension ¢ die Menge
(K(X))?t! und damit T97! trivial ist, d.h. (Kx(X) ® S)/I™ = KA(X) ® S fiir alle m > ¢+ 1.
Wir bemerken noch, dass alle Verkniifungen assoziativ sind.

Bemerkung 1.7 Sei (G(n))nen eine der Folgen von Gruppen
(G(n))nen € {(U(dn))nen, (SO(dn))nen, (Spin(dn))nen}
fiir eine feste Zahl d € N. Seien
m :G(n) x G(m) — G(n) und w2 : G(n) x G(m) — G(m)

die Projektionen von G(n) x G(m) auf die beiden Faktoren, wir erhalten die universelle Whitney-
Summen-Abbildung

i mas ) x o~ e, v (3 1),

wobei fiir den Fall G(n) = Spin(dn) die Abbildung m; @ 75 als Liftung der entsprechenden Abbil-
dung fiir SO(dn) definiert wird. Beachte, dass 71, 7o und 71 @ 7o Darstellungen sind.



Definition 1.8 Sei p, € RA(G(n)) ® S fir alle n € N. Dann heifst die Folge (pn)nen
exponentiell falls  ppam - (M1 @) = (pn - ™) Q@ (pm - m2) € RaA(G(n) x G(m)) ® S.
Analog definiert man eine exponentielle Folge (ppn)nen, falls pn, € Comp(RA(G(n)) ® S).

Lemma 1.9 Sei (p,)nen eine exponentielle Folge und o : H — G(n), 8 : H — G(m) beliebige
Darstellungen. Dann gilt

Prtm - (@@ B) = (pn - @) @ (pm - B).
Sind weiterhin &, n zwei Biindel mit Strukturgruppen G(n) bzw. G(m), so folgt

Prtm - (B N) = (pn - &) ® (pm - 1)
FEs gilt die analoge Aussage fir eine exponentielle Folge (pn)nen C Comp(RA(G(n)) ® S).

BEWEIS: Wir zeigen nur die zweite Behauptung: Betrachte das kartesische Produkt & x n mit Strukturgruppe G(n) x
G(m). Dann gilt

(mem) - Exn)=&n  m-(Exn=¢ und m-(Exn)=n.
Weil (pn)nen exponentiell ist, ergibt sich

pntm - (E®N) = pngm- (M @72)-Exn) = ((pn-m) @ (om - 72)) (€ x )
= (pn-m-EXN))®(pm - -m2-(EXxN) = (pn- &) @ (pm 1),

Der Beweis der ersten Behauptung verlduft dhnlich.
Notation 1.10 Ist (G(n))nen € {(SO(dn))nen, (Spin(dn))nen}, so schreiben wir
Ksoa) bzw. Kspin(d)

fiir die entsprechenden Grothendieck-Gruppen K. Dabei ist Ko (X) analog zu K (X) definiert,
nur lassen wir hier ausschlielich Biindel mit Strukturgruppen G(n) zu. Rg(H) = Re(H) wird mit
Darstellungen o : H — G(n) der Gruppe H definiert. Fiir d = 1 schreiben wir Kgo fiir Kgo(a)-
Die Gruppe Kgo ldsst sich injektiv in Ky einbetten als die Untergruppe der Klassen &, fiir welche
die erste Stiefel-Whitney-Klasse wq(x) = 0 ist. Unter der Zerlegung

Kp(X) = Z & Kg(X) = Kso@)(X) = dZ & Kso(X)

Lemma 1.11 Sei K € {Kx(X),RA(G)}, allgemein kann K ein beliebiger augmentierter Ring
sein. Dann gilt

1. FEin Element in Comp(K ® S), dessen virtuelle Dimension in S invertierbar ist, ist selbst
invertierbar in Comp(K ® S).

2. Sei ¢ € Comp(K ® S) ein Elemente, dessen virtuelle Dimension eine Quadratwurzel in s
besitzt, so dass 2s in S invertierbar ist. Dann besitzt ¢ eine Quadratwurzel in Comp(K ® S),
die bis auf das Vorzeichen eindeutig ist.

BEWEIS: Wir beweisen nur Teil 2), der erste Teil wird &hnlich bewiesen.

2. Es gilt
li K®S K®S K®S .
Jm —— = (c1,¢2,...) € T X" X | Pmt1(Cmy1) =cm ¢,
wobel pm+1 : ﬁﬁﬁ — KI‘?EL die Quotientenabbildung ist (beachte I™*+1 C I™ = KI?;S C Ilf,g_sl ). Sei also é
gegeben und sei ¢, die Komponente von ¢ in K}‘?,;S Es geniigt, fiir jedes m ein 4y, € I/I™ zu finden mit
. K®S  (ZoK)®SsS _(Z®S) I 7 I
2 ~ ~ .~ P
(s+im)“ =cm, € Tm o o Tm = @Im_SEBIm.

Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nach m. Fiir m = 1 ist ¢; € @ D % gerade die virtuelle

Dimension und besitzt somit nach Voraussetzung die Quadratwurzel s € S, so dass mit 0 € % = {0} die

Gleichung erfiillt ist. Nehmen wir also an, dass ein solches Element existiert und (bis auf Vorzeichen) eindeutig



ist fiir ein beliebiges, aber fest gewihltes m € N. Wihle ein Element s + j, € % mit pm+1(s + jm) =

s+ 1im € KI%S

. Dann folgt

2 m
(8 +jm)° =cm —em, wobelep, € T

‘Wenn nun % iiberhaupt eine Quadratwurzel s + 4,41 von ¢p,+1 enthélt, so muss diese von der Gestalt
$ + jm + Om sein, und da nach Induktionsannahme die Quadratwurzel s + iy, eindeutig ist, ergibt sich aus

m

(Prt1(s 4+ Jm +0m))% = Pma1((s + jm + 0m)?) = Pmt1(Cms1) = cm = (s +im)? = 6m € 7T

m
Setzen wir als 6, € I,Inﬁ voraus, so ist die Gleichung

K®Ss . 1 968, — N m
Waqmvaent zu S80m = Em 1N W’

(S+]m+6m)2 = Cm+1 in
und letztere Gleichung lédsst sich nach Voraussetzung eindeutig nach d,, auflésen. Wir haben also gezeigt,
dass fiir jedes m eine (bis auf Vorzeichen) eindeutige Quadratwurzel in K;%S der virtuellen Dimension s hat,
also gilt dasselbe fiir é.

1. Der erste Teil kann analog bewiesen werden.

Lemma 1.12 Sei p = (p,) eine exponentielle Folge in Comp(RA(G(n)) ® S) und die virtuelle
Dimension von p1 sei invertierbar in S. Sei § € Rg(H) und k € Kg(X). Dann kinnen Ver-
kniipfungen

p-0 € Comp(Rp(H)®S) und p-k €Comp(RA(X)®S)=Kx(X)® 85
mit folgenden Figenschaften definiert werden:
1. p ist exponentiell (d.h. p- (0 4+ ¢) = (p-a)-(p-B)), vgl. Lemma 1.9)
2. Ersetzen wir p durch o bzw. k durch £, so ergeben sich die zuvor definierten Vekniipfungen.

BEWEIS: Sei s die virtuelle Dimension von g1. Dann ist s™ die virtuelle Dimension von py, denn
pn <é ﬂ'z’) p expo;entiell é pr(m2).
i=1 =1
Es ist s™ in S invertierbar, weil nach Voraussetzung s in S invertierbar ist. Lemma 1.10.(1) beweist, dass jedes der
Elemente p - « bzw. p - £ invertierbar ist, weil ihre virtuelle Dimension invertierbar ist. Wir definieren (pn)nen als
expoenentielle Folge auf auf der freien abelschen Gruppe F', welche von den Isomorphieklassen von Biindeln £ bzw.

Darstellungen « erzeugt wird. Es ist nur noch zu zeigen, dass (pn)nen auf den Quotienten Rg(H) bzw. Kg(X)

wohldefiniert ist, dies folgt jedoch mit Lemma 1.9 aus der Tatsache, dass (fn)nen exponentiell ist.

Bemerkung 1.13 Wir fiithren die letzte verallgemeinerte Verkniipfung ein. Sei (6,,)nen eine additi-
ve Sequenz (d.h. sie respektiert direkte Summe, analog zu exponentiellen Sequenzen) von virtuellen
Darstellungen mit 6,, € Rx(G(n)). Durch S-Linearitét iiber dem zweiten Faktor kénnen wir

(On)nen - € Kp(X)® S bzw. (On)nen-p € RA(G(n))®S

definieren. Ist auflerdem 6 multiplikativ (in der offensichtlichen Weise) und bildet Elemente von
virtuellem Grad 0 auf Elemente von virtuellem Grad 0 ab, so kénnen wir

(0r)nen-p € Comp(RA(G(n)) ® S)
erkliren. Diese Situation tritt zum Beispiel auf, falls §;, = U* die Adams-Operation ist. Die ent-

sprechende Assoziativgesetze sind weiterhin fiir alle Kompositionen giiltig.

1.3 Exponentielle Sequenzen: Beispiel

Definition 1.14 Firk € N sei Q = Z [H die additive Gruppe von Briichen der Form 5, wobei
p,q € 7. Z[%] st ein Unterring von C.



Beispiel 1.15 Sei pf € Re(U(n)) = Re(U(n)) mit Charakter

21

zr — 1
1<r<n r

Die Folge ist exponentiell, wie man anhand der Charaktere iiberpriift. Die virtuelle Dimension von
oY ist k, denn

2 —1 k=1 _k—2
=z 4+ T4+ +xn+1
zZ1 — 1
hat an der Stelle z; = 1 den Wert k. Fiir k = 0 gilt p* = 0, andernfalls ist k invertierbar in
Z[1]. Fiir k € Kc(X) koénnen wir also mit Lemma 1.13 (p¥),en - £ als Element von K¢ (X) ® Z[4]
definieren. Wenn « von einem U (n)-Biindel £ reprisentiert wird, so gilt p* - k = pE(€).

Joachim hat in seinem Vortrag die Klassen p% (£) definiert fiir den Fall, dass ¢ ein Spin(8n)-Biindel
iiber einem endlichen CW-Komplex X ist. Es wire daher plausibel, p*(k) fiir virtuelle Biindel
ki € Kgpin(s)(X) zu definieren. Tatséchlich definiert Adams die Klassen p¥ () fiir k € Kgo(2)(X),
d.h. k ist eine Linearkombination von SO(2n)-Biindeln, n € N. Er unterscheidet dabei zwei Félle:
.,k ungerade” und ,.k gerade”.

Beispiel 1.16 Sei k ungerade. Betrachte die Formel

H z

1<r<n

k k

[
SN

= H (zé(k_l) + zré(k_g) +...F zr_%(k_l))

— Z_
-z 1<r<n

N|=

z

Dies ist ein Polynom, in dem die z, als ganzzahlige Potenzen auftreten. Es stellt sich heraus,
dass es invariant unter der Weyl-Gruppe von SO(2n) ist und somit der Charakter einer virtuellen
Darstellung pf von SO(2n) sein muss. Weiterhin ist diese Darstellung sogar reell. Wir erhalten
daher eine Folge (p¥),cn von reellen virtuellen Darstellungen

Pk € Rr(SO(2n)) = Re(SO(2n))

mit den angebenen Charakteren. Man rechnet wieder nach, dass die Folge exponentiell ist und die
virtuelle Dimension von p¥ gleich k. Wie zuvor kann man fiir x € K, so(2)(X) das Elemente Pk Z[%]
in Kr(X)®Z[1] definieren. Wird x von einem Spin(8n)-Biindel représentiert, so gilt p*-x = pf ().

Beispiel 1.17 Sei k gerade. Adams konstruiert eine Folge von Elementen
1
pr € Comp(Re(SO(2n)) @ Z[E])

in der Vervollstindigung des Darstellungsrings folgendermaflen. Er betrachtet zunéchst die virtuelle
Darstellung 6% von Spin(2n), deren Charakter durch

z%k — z_%k
H 1 _1
1<r<n 22—z 2
gegeben ist und stellt fest, dass
1 1
0% € Re(Spin(2n)) ® Z[;] = Re(Spin(2n)) ® Z[].

Der Charakter dieser Elemente ist wohldefiniert und ist eine endliche Laurentreihe in den z, mit
Koeffizienten aus Z[]. AuBierdem lassen sich die Elemente anhand ihres Charakters unterscheiden,
und es lisst sich somit wie in den vorangegangenen Beispielen iiberpriifen, dass #* exponentiell ist.
Betrachte nun die Abbildung

id@id: SO(2n) — SO(4n), M (]‘04 A‘})



Diese liftet zu einem eindeutigen Homomorphismus
7 :50(2n) — Spin(4n)

und wir definieren

o =[5, 7 € Comp(Ra(SO(2n) © Z[1]) = Re(SO(2n)).

Die Wurzeln existieren wegeb Lemma 1.12.(2) und wir wihlen das Vorzeichen so, dass die virtuelle
Dimension von p¥ gleich k™ ist. Da die Folge der 6% exponentiell ist und die Wurzeln eindeutig sind,
ist auch die Folge der p¥ exponentiell. Die virtuelle Dimension von pf ist wieder k und dasselbe
Verfahren wie zuvor liefert fiir £ € Kgo(2)(X) Elemente p* - & € Kp(X) ® Z[1]. Wird & durch ein
Spin(8n)-Biindel ¢ reprisentiert, so gilt p* - k = pk(£).

1.4 Berechnung der Operationen pk auf Kgo(RP"), Kg(S") fiir n = 1,2
mod 8 und n > 2 sowie Kg(S'")

Bemerkung 1.18 Sei ¢ das kanonische Linienbiindel iiber RP". Dann gilt &2 =1und A =& — 1
ist ein Erzeuger von Kg(RP™). Letztere Gruppe ist zyklisch von der Ordnung 2/ (vgl. Adams:
Vectorfields on Spheres), wobei f die Anzahl der ganze Zahlen s mit 0 < s < n ist, fiir dies =0, 1,2
oder 4 mod 8 gilt. Insbesondere gilt Kg(RP™) ®Z[}] = 0, wenn k gerade ist (da 3 € Z[}]), so dass
der einzige interessante Fall ,,k ungerade” bleibt.

Die Operation p* ist auf Ks0(2)(X) definiert (vgl. Beispiele 1.17 und 1.18), so dass p* auf allen

Vielfachen von 2\ in K’R(RP") erklart ist. Der Wert 2/\ wird in der multiplikativen Gruppe
- 1 .
1+ Kr(RP") ® Z[%] ~ 1 4+ Kg(RP")

der Elemente von virtueller Ordnung 1 liegen.

Um die Struktur dieser Gruppe transparenter zu machen, definieren wir Z/2/*1 =: J,s41 als den
Restklassenring modulo 2/+1, und Gos+1 als die multiplikative Gruppe der ungeraden Restklassen
modulo 2/, Dann gilt Jys41 ®Z[%] & Jor+1 fiir ungerade k (da k teilerfremd zur Gruppenordnung
27+1 der zyklischen Gruppen Jys+1 und somit % bereits eine Einheit in Jys+1 ist); und wir kénnen
einen Ringhomomorphismus

1

1
a: Kr(RP") ® Z[E] — Jort1 @ Z[k]

durch «(¢) = —1 (bzw. dquivalent a(\) = —2) erkldren. Diese Abbildung « induziert einen Iso-
morphismus
1

1+ Kz(RP™) R L[,

] = G2f+1.

Die Untergruppe 1+ Kso(RP™) ®Z[1] (definiert als orientierte Biindel) wird von « auf die Gruppe
der Restklassen abgebildet, welche kongruent zu 1 mod 4 sind.

Satz 1.19 Die Operationen p* auf Kso(RP™) sind gegeben durch

. wobei - — {1 falls k = 1 mod 4
2Kk B

k
2AN) =14~y .
prRA) =1+ —1 falls k=3 mod 4

Aquivalent sind sie gegeben durch



Bewers: Sei ¢ : O(1) — SO(2l),£1 + +1. Dann gilt 21¢ = i€. Wir berechnen die Darstellung pFi von O(1), wobei

pf wie in Beispiel 1.17 ist. Der Wert des Charakters von pf an der Stelle 1 ist k!. Ersetzen wir z; = —1, so gilt
1 1 1 =
Lk-1) 1(k-3) —1(k-1) 1 falls K = 1 mod 4
2 2 2 _ _ )
o o et {—1 falls k = 3 mod 4

Also ist der Wert des Charakters an der Stelle —1 genau &', Sei A' die Identititsdarstellung von O(1), dann ergibt
sich
pFi = a+bAl wobei 4@ +b= kll (wegen Wert kll an der Stelle 1) '
a—b=c¢" (wegen Wert &' an der Stelle —1)

Daraus folgt

k _ kie k _ _ _ >\=:§>—1 k ,i
pf(2e) = pfie =a+be = a(pf(E) =a—b=c" (wegen a(§) =-1) a(pf (21N) =

Dieselbe Methode liefert den ersten Teil der Aussage.

Bemerkung 1.20 Wir betrachten nun den Fall X = S fiir n = 1,2 mod 4. In diesem Fall gilt
~ 1
Kgr(S™) =Z/2 = Kr(S™)® Z[%] =0 falls k gerade.

Also bleibt ,,k ungerade” der einzig interessante Fall. Die Operation p¥ ist auf f{R(S”) fir n > 2
definiert (wir miissen garantieren, das jedes Element isomorph zu einem Spin-Biindel ist, d.h.
die erste und zweite Stiefel-Whitney-Klasse miissen verschwinden. Fiir n > 2 verschwinden die
relevanten Gruppen, fiir n = 2 scheint es auch zu gehen).

Satz 1.21 Sein = 1,2 mod 8 und n > 2. Dann sind die Operationen p* auf RR(S”) gegeben
durch
1 falls k=1,7 mod 8

k(o _
p(z) 1+x falls k=3,5 mod 8

BEWEIS: Betrachte eine Abbildung g : RP™ — S™ vom Grad 1. Dann ist die Abbildung

g*: Kg(S™) — Kp(RP™)
injektiv und wir kénnen p*(x) mit Satz 1.20 durch die Natiirlichkeit der Klassen pF berechnen. Fiir 2 = 0 ist das
Resultat trivial, sei also ohne Einschréinkung z # 0. Dann gilt g*z = 2f~1), wobei 27 die Ordnung des Erzeugers
A =¢—1von Kr(RP™) ist. Es gilt

ungerade

- n 1.k ~ n via «
L+ Kx®PM@Z[L] 2 1+ Kr(®RPY) = Gy,

Lemma: Sei Jn, = Z/m der Restklassenring modulo m und G, die multiplikative Einheitengruppe in Jm, d.h. die
Menge aller Restklassen von ganzen Zahlen, welche teilerfremd zu m sind. Gilt m = pf und f > 2, dann ist G,
die direkte Summe der Untergruppe bestehend aus £1 und der Untergruppe von Restklassen, welche kongruent zu
1 mod 4 sind. Letztere Untergruppe ist zyklisch von der Ordnung 2f=2.

Also ist in diesem Fall Gyp11 = Z/2® Z/2f~1. Die (multiplikative) Ordnung des Elementes £ (vgl. Satz 1.20) teilt

k
22 wenn k = 1,7 mod 8; und sie teilt 2f~1, wenn k = 3,5 mod 8. Also folgt

s)2f*2 B {: 1 falls k=1,7 mod 8

alof (2~ — (=
(0" @N) <k # 1 sonst

Aber wenn pF(z) # 1, muss p*(z) = 1 + « gelten. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Satz 1.22 Sei X = S* und x € Kg(S*"). Dann gilt
k 1 2n
pi(x) =1+ §(k — Dagpz.

(71)271—13"

5 , wobei B,, die n-te Bernoulli-Zahl ist. Weiterhin gilt

Bemerkung 1.23 Es gilt o, =
fiir die Koeflizienten

1 1
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BEWEIS DES SATZES 1.23: Da z in der reduzierten K-Theorie der 4n-dimensionalen Sphére liegt, ist  eine Linear-
kombination von Spin-Biindeln, weiterhin kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass dies Spin(8m)-Biindel
sind (fiir verschiedene Werte von m), ansonsten addiere triviale Biindel von passender Dimension. Eine Proposition
aus Joachim’s Vortrag liefert fiir jedes Biindel

zeKp(54m)

sh(x) -(chee(p* (@) "L kImwh sh(z) “ LI Wl o (o)
N —
=bhg(z)
Auflerdem erhilt man aus einem Korollar desselben Vortrags
log sh(z) "= —agschasc(x), wobei logl+x = ~—z° firx € HZ (8% Q
£2) " 3 Lot e1va=3 > (50

wobei ¢ die Komplexifizierung bezeichnet. In diesem Fall sind bis auf den Fall ¢ = 2n alle relevanten Kohomologie-
gruppen trivial. Wegen sh(z) € K*(S*"; Q) tritt also nur fiir s = n ein von Null verschiedener Term auf. AuBerdem
gilt immer die Relation 22 = 0 und somit

%agnchgnc(m) Kor. log sh(x) =0 sh(z) —1 = sh(z) =1+ %agnchgnc(z)
Daraus folgt wegen ¥ (z) = k®z fiir # € H2%(X;Q), dass fiir s = 4n sich die rechte Seite der Gleichung zu
Tk (sh(z) =1+ %anagnChanx
berechnet. Daraus folgt
1+ éaznchgnc(m)) - (chee(p®(x)) =1+ %kQ”agnchgncx

d.h. fiir pF(z) =1+ %(kQ” — 1)agnx erhalten wir

1 1 2_ 1 1 1
1+ Eaznx) (14 5(162" — Daanz) v =0 + Eaznx +14+ i(kQ" —Dagnz =1+ §k2"o¢2nx

und damit die Behauptung wegen der Eigenschaften des Charakters.

2 Die untere Schranke .J’

2.1 Konstruktion

Wir erinnern uns, das Kgo(2)(X) sich in Kgr(X) einbetten ldsst als Untergruppe der Elemente ,
fiir die (i) erste Stiefel-Whitney-Klasse wy (z) verschwindet und (ii) die virtuelle Dimension von z
gerade ist.

Definition 2.1

_ U +y)

V() = {o € Kaow(X) | 3y € Ka(X) : pHlo) =1

€ Ka(X)® Z[%] Yk 0}

Lemma 2.2 V(X) ist eine Untergruppe von Kg(X).

BEWEIS: Sei € V(X). Dann hat « virtuelle Dimension 0, denn: Betrachte ein triviales Biindel 2 der Dimension
n. Dann gilt wegen der Eigenschaften der Adams-Operation p*(z) = k™. Aber fiir y € Kr(X) ist 1 + y ein 1-
dimensionales Biindel und bleibt unter der Adams-Operation ein 1-dimensionales Biindel, d.h. ¥* (1 4 y)/(1 +y) ist
ein 1-dimensionales Biindel. Also kann p¥(z) = k"x = U*(1 + y)/(1 + y) nur fiir n = 0 erfiillt sein. Sei

. 1 1
1+ Kr(X)® Z[E] := multiplikative Gruppe der Elemente von virtueller Dimension 1 in Ky ® Z[E}

Sei weiter
I1 := multiplikative Gruppe H 1+ Kr(X)® Z[%])
k0
Wir definieren eine Funktion
k
6:(1+R'R(X))—>H, (1+y)n—>(w) .
1+y  Jkzo

Da ¥* multiplikativ fiir jedes k ist, ist § ein Homommorphismus. Ebenso ist die Funktion
p:Kso(X) =1, =z (p"(x))ko
ein Homomorphismus und deshalb die Menge
V(X) = p ' (5(1 + Kr))

eine Unterguppe.
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Definition 2.3 Ka(X)
(X) = 2
J'(X) VX

Satz 2.4 J'(X) is eine untere Schranke fir J(X) in folgendem Sinn: Es gilt T(X) C V(X) und
die Quotientenabbildung Kr(X) — J'(X) faktorisiert durch einen Epimorphismus J(X) — J'(X),
d.h. wir haben folgendes Diagramm.:

Quotientenabbildung

Kr(X) J(X) =———= Kr(X)/T(X)
Quotientenabbildu& e /EI Epimorphismus
J'(X) == Kg(X)/V(X)

BEWEIS: Wir erinnern uns an Marco’s Vortrag und an die Definition von T'(X) als Untergruppe von Kg(X), welche
von allen Elementen der Form [€] — [n] erzeugt wird, wobei £ und 1 orthogonale Biindel waren, deren zugehorige
Sphérenbiindel faserhomotopiedquivalent sind.
Sein X ein gegebener endlicher CW-Komplex. Dann wird T'(X) von Elementen [£'] — [n'] erzeugt, wobei & und n’
orthogonale Biindel sind, deren assoziierte Sphdrenbiindel faserhomotopiedquivalent sind (soweit nichts neues) und
n' ist trivial mit durch 8 teilbarer Dimension. Seien némlich £ und 7 orthogonale Biindel iiber X, deren assoziierte
Sphérenbiindel faserhomotopiedquivalent sind. Dann gilt dasselbe fiir die Whitney-Summen £ & ¢ und n @ ¢ fir ein
beliebiges Biindel ¢ und es gilt

el —Mmed=I[E— Ml
Wir kénnen weiterhin ¢ immer derart wahlen, dass n @ ¢ ein triviales Biindel ist mit durch 8 teilbarer Dimension.
Seien nun ¢ und i’ wie zuvor. Dann verschwinden die Stiefel-Whitney-Klassen von &', da Stiefel-Whitney-Klassen
Faserhomotopieinvarianten sind, denn &’ @7’ ist trivial (da £ und n’ orthogonal), ebenso 1 nach Konstruktion, d.h.
die Stiefel-Whitney-Klassen verschwinden. Also gilt auch wegen

0=wi(€ &) T N wi(€)wi(n) = wi(€)  fiiralle k > 0.
itji=k ‘ﬁéf—’
e

Insbesondere kénnen wir £’ zu einem Spin(8n)-Biindel liften. Korollar 1.1 findet Anwendung und zeigt die Existenz
eines y € Kg(X) derart, dass

’ / F(1+y)

) = o) - LLEY)
1+

fiir alle k, d.h. !

kiren _ 1/ _\I}k(1+y)

() - b = T0E)

in Kp(X)® Z[%], da die p* exponentiell sind. Dies beweist [¢'] — [1/] € V(X) und somit T(X) C V(X).

2.2 Beispiele: J'(RP"), J'(S") fiir n = 1,2 mod 8 und J'(5")
Beispiel 2.5 Sei X = RP™. Dann ist die Quotientabbildung

Kg(RPn) — J'(RP™)
ein Isomorphismus.

BewEIs: Die Gruppe Kg(RP™) ist von der Ordnung 2/ und daher verschwindet Kg(RP™) ® Z[%] fiir gerade k. Es
geniigt daher ungerade k zu betrachten und in diesem Fall gilt

~ 1

7]

Kr(RP™) ® Z[k ~ Kp(RP™)

Die Adams-Operation liefert fiir ungerade k und y € RR(RP")
Uk(l+y)
ey o

Fiir jedes Element v € V(RP"™) gilt daher (i) p*(v) = 1 fiir alle ungeraden k, und (ii) verschwindet wegen V(X) C

Kso(2)(X) die erste Stiefel-Whitney-Klasse w1 (v) fiir jedes Element v € V/(RP™).

Bedingung sichert (ii) sichert, dass v ein gerades Vielfaches v = 2IX des Erzeugers A von Kg(RP™) ist (und disposes

(?) aus dem niedrigdimensionalen Fall n = 1.) Nach Satz 1.22 hat fiir k = 3,5 mod 8 das Elemente pF(2)) die

Ordnung 2/~ in der multiplikativen Gruppe 1+ Kg (RP™). Daher impliziert die Bedingung (i) p*(2I\) = 1 fiir alle

ungeraden k, dass [ durch die Ordnung 2f~1 teilbar ist, d.h. 21\ =0 in f(R(]RP").

Also folgt Vg(RP™) = 0, denn jedes Element € V(X) hat virtuelle Dimension 0, d.h. V(X) C Kr(X), und somit

die Behauptung.

1.
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Beispiel 2.6 Sei X =S™ mitn=1,2 mod 8. Dann ist die Quotientenabbildung
KR(Sn) N J/<Sn>
ein Isomorphismus.
BewEIs: Wir betrachten wieder eine Abbildung f : RP™ — S™ vom Grad 1, so dass die induzierte Abbildung
o Ra(S™) — Kn(RPY)
ein Monomorphismus ist. Betrachte das folgende kommutative Diagramm

i,
Ka(s") —— I g (mP

iqmpn
J/
J(smy — 2D prmpn

Da K(f) ein Monomorphismus ist und ggpr ein Isomorphismus, muss auch ggn ein Monomorphismus und damit

ein Isomorphismus sein.

Beispiel 2.7 Sei X = S Dann ist J'(S*") zyklisch von der Ordnung m(2n).

BEWEIS: Sei z € V(S4"), d.h. es gilt
TUk(14y
Py = LY
1+y
fir alle k € Z. Mit Satz 1.23 erhalten wir

1
L S (" = Dagne = 14 (6" = 1)y (+)

fiir aap, mit %agn = i(é’;)) wie in Joachim’s Vortrag, wobei d(2n) und m(2n) teilerfremd sind. Gleichung (x) ist in
14+ Kg(584") @ Z[%] giiltig, in Kg(S%") haben wir nach Definition von Z[%]
EF ) (27 — 1)Mx = kF R (k2™ — 1)y (%)
m(2n)

fiir einen geeigneten Exponenten f(k). Ein weiterer Satz aus Joachim’s Vortrag besagt, dass der grofite gemeinsame
Teiler der Zahlen {k/(F) (k2" — 1)},ez ein Teiler von m(2n) ist. Also kénnen wir mit einer Linearkombination der
Gleichung (xx) zeigen, dass
d(2n)x = m(2n)y.
Also ist @ durch m(2n) teilbar in Kg(S4™).
Umgekehrt sei « durch m(2n) Gleichung
d(2n)z = m(2n)y
nach y l6sen und berechnen dann, dass
14y

fiir alle k € Z gilt, d.h. x € V(S47).

3 Die obere Schranke J”

3.1 Konstruktion

Definition 3.1 Fine V-Gruppe ist eine abelsche Gruppe Y zusammen mit gegebenen Endomor-
phismen V¥ : Y — Y fir jedes k € Z. Eine W-Homomorphismus f : Y; — Y, ist eine Grup-
penhomomorphismus von V-Gruppen Y1, Ys, welcher mit den Endomorphismen U* fir alle k € Z
kommutiert, d.h.

f

Y ————Y,
Y; —f>y2

ist ein kommutatives Diagramm fir alle k € Z. Eine W-Untergruppe ist eine Untergruppe U
von Y, so dass die Inklusion U — Y eine V-Abbildung ist. Eine V-Quotientengruppe ist eine
Quotientengruppe Y/U, so dass die Projektion Y — Y /U eine U-Abbildung ist.
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Beispiel 3.2 Die Gruppen K (X) sind U-Gruppen mit der Adams-Operation ¥*

Definition 3.3 Sei Y eine U-Gruppe und e : Z x Y — Ny eine Funktion, die jedem Paar (k,y)
eine nicht-negative ganze Zahl e(k,y) zuordnet. Dann definiert man die Untergruppe

Y, = <k6(k,y)(\1;k _ 1)y> = Z a(k,y)k*®9 (TF — 1)y 5 C Y,
(k,y)ELXY

wobei die ganzzahligen Koeffizienten a(k,y) fast immer 0 sind.

Bemerkung 3.4 Fiir e; > ey, d.h. e1(k,y) > ea(k,y) fiir alle (k,y) € ZxY folgt Y., C Ye,, denn

yoo= Y alkykt V@R 1y = 3 a(ky)kBVTAEV (R 1)y
(k,y)EZXY (k,y)EZXY
= Yo alkyktEV 2@k 1)y = > alky)ke2BV(@F — 1)y,
(k,y)ELXY Y (k,y)ELXY
=:a(z,y)EZ

wobei wegen e > eg die Differenz A(k,y) > 0 ist.

Definition 3.5 Die Gruppe J"(Y) wird als der folgende Quotient definiert:
J'(Y) =Y/ Y
e

wobei e die Menge aller Funktionen Z x'Y — Ny durchliuft.
Bemerkung 3.6 Eine U-Abbildung f : Y7 — Y5 induziert eine Abbildung
f* : J//(Yl) — J”(YQ).

Denn unterscheiden sich y; € Y1 und y{ € Y1 um ein Element aus ﬂel (Y1)e,, so sollten sich f(y1) € Y2 und

f(y1) € Y2 nur um ein Element aus [, (Y2)e, unterscheiden.
Sei also eg : Z X Yo — Np eine Funktion, dann liefert diese eine zugehorige Funktion

er:Z x Y, (k7y1)H62(k7f(y1))
Fiir das Bild der Untergruppe (Y1)e; unter f gilt f((Y1)e;) C (Y2)ey, denn mit y1 € (Y1)e, folgt

Eofe fowk
Fap) IR S alk, yn)ke ) (Uh — 1)(£(y))

(k,y1)ELXY]

Ronmstruktion  §™ gy k2B IO (WE — 1) (f(y) € (Va)es
(k,yl)EZxYl

Also folgt
FO)(Ver) € N V2)es
e1 eo

und damit die Wohldefiniertheit der induzierten Abbildung.

Definition 3.7 Fiir einen Raum X definiert man
JY(X) == J"(KA(X)) und fiir den Fall A =R J'N(X) = JR(X) = J"(Kr(X)).

Definiere auflerdem
W(X) = N (Ke(X)).,

e:ZxX Kgr(X)—Ng

dh. J"(X) = Ka(X)/W(X).

Bemerkung 3.8 In Marco’s Vortrag wurde die Untergruppe T(X) C Kg(X) definiert, welche
von allen Elementen der Form [£] — [n] erzeugt wird, wobei ¢ und 5 orthogonale Biindel iiber X
sind und die assoziierten Sphérenbiindel faserhomotopieéiquivalent sind. Die Gruppe J(X) wurde
als der Quotient Kg(X)/T(X) erklart.

Aus Marcus’ Vortrag entnehmen wir die Giiltigkeit der Adams-Vermutung;:
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Satz 3.9 (Adams) Seik € Z, X ein endlicher CW-Komplex und y € Kg(X). Dann existiert ein
e(k,y) € No, so dass

FEED (T~ 1)(y) = 0 € J(X)
gilt, wobei J : Kr(X) — J(X) die kanonische Projektion ist.
Proposition 3.10 Sei X irgendein Raum, fir den die Adams-Vermutung fir alle k € Z und alle
y €Y = Kg(X) giiltig ist. Dann ist J"(X) =Y/, Ye (wobei e alle Funktionen e : Z x Kr(X) —
Ny durchliuft) eine obere Schranke fir J(X) in folgendem Sinn: Es gilt W(X) C T(X), so dass

die Quotientenabbildung Kr(X) — J(X) durch einen Epimorphismus J"'(X) — J(X) faktorisiert,
d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

Quotientenabbildung

Kr(X) J(X)
P 7
Projektion P - /3 Epimorphismus
J//(X)

BEWEIS: Nach Definition gilt J(X) = Kg(X)/T(X), d.h. T(X) ist der Kern der Quotientenabbildung Kg — J(X).
Die Adams-Vermutung liefert eine Abbildung e : Z x Kr — No, (k,y) — e(k,y) derart, dass k¢(F¥) (¥* —1)(y) unter
der Quotientenabbildung auf 0 € J(X) abgebildet wird. Also gilt Ye C T'(X) und somit W(X) =, Ye C T(X).

Der Homomorphiesatz liefert die Behauptung, weil die Quotientenabbildung surjektiv ist.

3.2 Alternative Konstruktion (Y endlich erzeugt)

In diesen Abschnitt sei die abelsche Gruppe Y immer endlich erzeugt.

N = N %

{e:ZxY —No} {f:Z—No}

Proposition 3.11

und es folgt J"(Y) =Y/, Ys.

BEWEIS: ,,C” Die Menge der von y € Y unabhéngigen Funktionen {f : Z — Np} ist eine Teilmenge von {e : ZXY —
No} enthalten. Dies liefert unmittelbar die erste Inklusion.
,,0” Seien y1,...,yn Erzeuger von y € Y. Fiir eine Funktion e : Z X Y — Np wird eine zugehorige Funktion

f:Z—-Ng, k— 11%13%<ne(k7yr)
definiert. Dann gilt f(k) > e(k,y) fiir alle y und somit nach 3.4 Yy C Ye, also (; Yy C [, Ye.
Proposition 3.12 1. Seien Y7 und Yo endlich erzeugte W-Gruppen. Dann gilt
J'YV1eYs)=J" (Y1) e J'(Ya).
2. Sei P ein Punkt. Dann gilt
J"(P) =7.
3. Sei X ein endlicher zusammenhdngender CW-Komplex. Dann gilt
J"(X)=7® J"(X), wobei J"(X) := J"(Kg(X)).

BEWEIS:
1. BEsgilt (Y1 ®Y2)y = (Y1) ® (Y2), denn es existiert die eindeutige Darstellung
(V1@ Y2)s 2 (y1,y2) = alk)k/ P (TF = 1)(y1) + D a(k)k ®) (TF — 1)(y2)
kez kez

und somit

N ieYa)r= [ )se (] (2

f:Z—Ng f:Z—Ng f:Z—Ng
2. Es gilt Kg = Z und weiterhin (¥* — 1)(y) = 0 fiir alle k € Z und alle y € Kg(P), d.h N Y ist trivial.
3. Kp lisst sich als Summe Kg(P) ® Kg(X) schreiben und somit folgt die Behauptung aus Teil 1) und Teil 2).
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3.3 Beispiel: J/(RP"), J"(5") fiir n = 1,2 mod 8 und J"(5*")

Beispiel 3.13 Sei X = RP" der reell projektive Raum. Dann ist die Quotientenabbildung
Kgr(RP™) — J”(RP")

ewn Isomorphismus.

BEWEIS: f(]R(]RIP’”) ist zyklisch von der Ordnung 29 (vgl. Adams, Vectorfields on Spheres) fiir geeignetes g. Wihle f
derart, dass f(k) > g fiir gerade k = 2m € Z. Dann gilt

KR Wk — 1) (y) = mf R 2/ (F) =9 .29 ((w2™) — 1)(y) = 0 € Kp(RP™).
€L
fiir solche k nach einem Lemma aus Marcus’ Vortrag (Dort nur fiir Linearkombinationen von O(1)-Biindeln, aber
Herr Adams sagt, dass es auch sonst funktioniert. Ohne Beweis.) Fiir ungerade k folgt aus demselben Lemma, dass
Uk (y) = y € Kr(RP") und daher kf(¥)(¥* — 1)(y) = 0. Also gilt Y; = 0 und daher N Yy = 0. Daraus folgt die
Behauptung.

Beispiel 3.14 Sei X = S™ die n-Sphire mit n = 1 oder 2 mod 8. Dann ist die Quotientenabbil-
dung
K]R(Sn) N J”(Sn)
ewn Isomorphismus.
BEWEISs: Sei f : RP™ — S™ eine Abbildung vom Grad 1. Dann ergibt sich das folgende kommutative Diagramm
-

KR(Sn) inj. (ohne Bew.) K]R(RIP”)
l 7

" n S " n
4 (S ) 3 (Bem. 1.6) 4 (RP )

\LN (Bsp. 1.12)

Also ist auch der linke vertikale Pfeil ein Monomorphismus und damit auch ein Isomorphismus.

Bemerkung 3.15 Sei n eine natiirliche Zahl und seine Primfaktorzerlegung durch

n = ov2(n)  gvs(n)  gvs(n)

gegeben. In Joachim’s Vortrag wurde die zahlentheoretische Funktion m(t) so definiert:

0 fallst #0 mod p —1

falls erade
1+y,(t) fallst=0 modp—1 brmeer

vp(m(t)) = {
falls p = 2

(m()) 0 fallst # 0 mod 2
2 =
? 24 1v5(t) fallst=0 mod 2

Man betrachtet also fiir das Argument ¢ die Primzahlzerlegung von ¢ und die Reste ¢ mod p fiir alle
Primzahlen p. Entsprechend der Fallunterscheidung wird der Funktionswert m(t) durch Festlegung
der Exponenten in seiner Primzahlzerlegung definiert.

Beispielsweise gilt m(2s+ 1) =2, denn t =2s+1 =1 mod 2 und fiir ungerade p gilt 2s +1 # 0
mod p — 1, weil p — 1 gerade ist. Da ¢ selbst ungerade ist, ist vo(m(t)) = 1 der einzige von Null
verschiedene Exponent in der Primfaktorzerlegung von m(t), d.h. m(t) = 2.

Beispiel 3.16 Sei X = S%". Dann ist J”(S*") zyklisch von der Ordnung m(2n)

BEWEIS: Sei y € Kg(54"). Dann sagt liefert die Adams-Operation
RO = 1)) = KB E" = 1)),

d.h. die Untergruppe Yy C f(R(S‘l") = Z besteht aus Vielfachen von h(f, 2n), wobei h(f,2n) der gréfite gemeinsame
Teiler der ganzen Zahlen

{KF®E (k2 —1) | ke 7}
ist, d.h. J”(S") ist zyklisch. Ein Satz aus Joachim’s Vortrag (Satz 2.7. aus Artikel IT) besagt:

h(f,t)|m(t) wund Vt3f:7Z — Nog mit h(f,t) = m(t)
Daraus folgt die Behauptung.
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Satz 3.17 Das Bild J(m4,-1(S0)) des stabilen J-Homomorphismus bzw. dquivalent die Gruppe
J(S*™) ist zyklisch von der Ordnung

1. m(2n), falls 4n =4 mod 8;
2. entweder m(2n) oder 2m(2n), wenn 4n =0 mod 8.

BEWEIS:
1. Sei 4n =4 mod 8. Dann ist _ _
r: Ke(S5') — Kg(5*")
ein Epimorphismus. Ein Satz aus Marco’s Vortrag (Satz 1.4 in Artikel I) beweist die Giiltigkeit der Adams-
Vermutung fiir X = S$2", also auch in diesem Fall. Behauptung 3.10 liefert deshalb das kommutative Dia-

gramm
Quotientenabbildung ~ Quotientenabbildung ~
KR(S4n) J(S4n) bzw. KR(S4n) J(S4n)
7 7
e e
e e
Projektion ~ 3 Epimorphismus Projektion ~ 3 Epimorphismus
e e
J//(S4n) j//(s4n)

Nach Beispiel 3.16 ist J/(S4™) zyklisch von der Ordnung m(2n), d.h. die Ordnung von J(S4™) muss ein Teiler
von m(2n) sein.

Auf der anderen Seite liefert ein Resultat von Milnor, Kervaire, Atiyah, Hirzebruch, dass die Ordnung von
J(S8%7) ein Vielfaches von m(2n) sein muss, was die erste Behauptung zeigt.

2. Im zweiten Fall 4n = 0 mod 8 ist die Argumentation dhnlich. Man verliert den Faktor 2, weil das Bild von
r: Ko(S%") — Kg(S*")

aus Elementen besteht, welche durch 2 teilbar sind.

3.4 Weitere Eigenschaften von J” und J”

Lemma 3.18 Sei

A—>B—=C 0
eine exakte Sequenz von endlich erzeugten U-Gruppen derart, dass J"(A) endlich ist. Dann ist
auch die Sequenz

J//(A) ZH* J//(B) J* JI/(C) O
ezakt.
BEWEIS: Das Diagramm
A ! B - c
JNA) — gy — e

kommutiert und weil j nach Voraussetzung ein Epimorphismus ist und ebenso die Quotientenabbildungen, muss
auch j* ein Eimorphismus sein. Ebenso folgt aus diesem Diagramm j, o4+ = 0, so dass nur noch Ker(j.) C Bild(i«)
zu zeigen ist.
Sei b € B mit j«(b) =0, d.h.
ibye [ Cr
{f:Z—No}
Es ist J(A) endlich nach Voraussetzung, wihle also Représentanten a1, ...,aq € A fiir die Elemente von J'(A).
Fiir jedes f : Z — No gibt es ein ar € A mit b—i(ay) € By (1). Sei namlich fo : Z — No, k — fo(k) eine Funktion.
Wegen j(b) € Cy, gilt
J(b) = Y KoM (UF —1)(ep)
keZ
fiir geeignete Elemente ¢ € C, welche fast immer 0 sind. Weil j surjektiv und linear ist, gibt es Elemente by € B
mit j(bg) = ¢ fiir alle k € Z und somit

Jbo=d> KW@ — 1)) =0 = b=> KW @R —1)(by) € Ker(y)
kEZ k€EZ
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Wegen der Exaktheit der Ausgangssequenz gibt es ein Element a € A mit
i(a) = b=y KW (T* —1)(by) = b =i(a)+b— Y kP® @ 1))
keZ keZ
Sei o der Représentant von a in J”(A), d.h. a —ar €y Ay C A, bzw. fiir geeignete a, € A gilt
a = ar+ Y koW (@ —1)(a) = b= i(ar)+ Y kOE(TF — 1) (b, +iay)).
kEZ kEZ

Dies bedeutet b — i(ar) € By.
Wir zeigen nun: Es gibt ein Element o mit b — (o) € By fiir alle (!) f : Z — Ng (2). Nehmen wir das Gegenteil
an, so gibt es fiir jedes c- eine Funktion fr : Z — No mit b — i(ar) ¢ By,. Definiere eine Funktion fmax : Z — No
durch

fmax(k) = 1?3%2 f'r(k)
Dann gilt fmax > fr und daher nach Bemerkung 1.4. By .. C By, fiir alle 1 <7 < ¢. Nach Annahme ergibt sich
also b —i(ay) ¢ By, .. im Widerspruch zu (1).
Wir haben bewiesen, dass ein «, existiert mit b — i(a,) € ﬂfo, d.h. in J”(B) gilt b = ix(c) und damit die
Behauptung.

Lemma 3.19 Sei Y eine endlich erzeugte V-Gruppe mit Filtrierung
Y=Y1D2Y.D>...0Y,=0

von W-Untergruppen Yy derart, dass J"(Yy/Yy11) fiir alle ¢ endlich ist. Dann ist J"(Y) endlich.

BeEweIs: Die Aussage durch Induktion nach n bewiesen.
Der Induktionsanfang ist klar. Sei die Aussage fiir n — 1 bereits bewiesen. Die Sequenz

Inklusion Projektion

Yn-1 Yn Yn—l/Yn —0

ist exakt und nach Induktionsannahme ist J”(Y,,_1) endlich sowie nach Voraussetzung Y, und Y,,_1/Y,, endlich
erzeugt (weil Y endlich erzeugt ist), d.h. nach Lemma 1.18 ist die Sequenz

Inklusions Projektion,

J"Yn-1) ———————— J" (V) ———————= J"(Yp—1/Yn) —0

ebenfalls exakt und spaltet. Weil die Gruppen J”(Y;,—1) und J”(Y,—1/Y%) nach Induktionsannahme endlich sind,
ist wegen der Exaktheit auch die Gruppe J”(Y;) = J”(Y) endlich.

Lemma 3.20 Sei \/ S? eine endliche 1-Punkt-Vereinigung von q-Sphdren und Y ein V-Quotient
einer W-Untergruppe U von Kx(\/ S?). Dann ist J"(Y) endlich.

BEwEIS: Wenn K (S9) endlich ist, so auch K (\/ S%), und ebenso Y als Quotient U/V einer Untergruppe V sowie
dann auch J”(Y) als weiterer Quotient einer endlichen Gruppe. Also geniigt es die Fille

A=Rundg¢g=0 mod4 sowie A=Cundg¢g=0 mod 2
zu betrachten. Sei ¢ = 2n. Dann sind die Adams-Operationen U* auf Y durch U*(y) = k™y fiir y gegeben. Wie in
Beispiel 3.16 (,,J(S4") ist zyklisch von der Ordnung m(2n).”) wird das Vielfache m(n) - y von y € K (S%™) auf 0
in J(Y) abgebildet (es landet tatsichlich in J”(S4™)), d.h. insbesondere das Vielfache jedes Repriisentanten eines

Elementes in Y wird auf 0 abgebildet. Nun ist Y endlich erzeugt, weil R’A(\/ S%) endlich erzeugt ist, d.h. auch jeder
Erzeuger hat m(n)-Torsion. Also ist J”(Y) endlich.

Satz 3.21 Sei X ein endlicher zusammenhingender CW-Komplexz. Dann ist J"(X) endlich.

BewEIs: Es lisst sich Y := K (X) filtrieren, indem man fiir das n-Geriist X (™) von X
Yy := Bild(5* : Ko (X, X071y K, (X))

definiert. Dabei ist j* von der kanonischen Inklusion (X, X(0>) — (X, X ()Y induziert, beachte f(A(X) = Ka (X, {pt})
und X(© = {pt}, da X zusammenhingend ist. Betrachte das kommutative Diagramm

*

s KA(X, X9) —— KA (X, X971) ——> K (X9, X7 1) 2

0 Yot Y, Yq/Yg41 ———0
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WEeil die beiden Zeilen exakt und die ersten beiden senkrechten Pfeile die surjektiven Abbildungen j* sind, ist auch
der dritte senkrechte Pfeil K (\/ S9) 22 Kx (X9, X971) — Yy/Yy41 surjektiv. Also ist Yy/Yy41 ein ¥-Quotient des
Kerns des Verbindungshomomorphismus 6* in der oberen exakten Sequenz. Aber nach Konstruktion verschwindet
die virtuelle Dimension von jedem y € Yy /Yg41, d.h. Yy /Yg41 ist ein U-Quotient einer Untergruppe von f((V S9).
und somit J”(Yy/Yy41) nach Lemma 3.20 endlich. Also sind die Voraussetzungen von Lemma 3.19 erfiillt und somit
folgt, dass J”/(Y') endlich ist.

Satz 3.22 Sei X — Y — Z eine Kofaserung von endlichen zusammenhdingenden CW-Komplexen
derart, dass die Sequenz

% «

KA(Z) —2— KA(Y) —— KA (X) —0

exakt ist. Dann ist auch die Sequenz

TUZ) L= Ty) — T(X) —>0

exakt.

BeEwEs: Es K (Z), KA(Y) sowie K5 (X) sind endlich erzeugt. AuBierdem ist nach Satz 3.21 J”(Z) endlich. Dann
folgt die Behauptung mit Lemma 3.18.

Der folgende Satz zeigt, dass trotz des Limes iiber Funktionen f : Z — Ny bzw. e : Z XY — Ny in
der Definition von J”(Y") dieser Limes tatséchlich angenommen wird:

Satz 3.23 Sei X ein endlicher zusammenhingender CW-Komplex, und sei Y = K (X). Dann
gibt es eine Funktion F : Z — N,k +— F(k) derart, dass

(| Yr="Yr
{f:Z—No}

BeweErs: Nach Satz 1.20 ist J”(X) endlich. Seien y1,...,yn Reprisentanten in Y = K4 (X) fiir die von 0 verschie-
denen Elemente in J} (X). Wegen yq & (1, Yy gibt es eine Funktion fq derart, dass yq ¢ Yy, . Definiere F': Z — No
durch
F(k) = k).
(k) = max fq(k)

Weiterhin gilt ﬂf Y; C Yr und wir erhalten eine Quotientenabbildung
0:v/ () —=Y/Yp
{f:Z—No}

Nach Konstruktion gilt F' > f; und daher Y C Yy, fiir alle 1 < ¢ < n. Also folgt yq ¢ Y fiir alle 1 < g < n. Also
werden die von 0 verschiedenen Elemente yi € Y/ ﬂf Yy auf von 0 verschiedene Elemente in Y/Yr abgebildet, d.h.
0 ist injektiv. Folglich gilt Y/ ﬂf Yy CY/YF und daher Yr C ﬂf Yy, was die Behauptung beweist.

19



