UBUNGEN ZUR LINEAREN ALGEBRA II
— BLATT 3 —

Siegfried Bosch, Tilman Bauer 17. April 2007

Ubung 1 (Bosch, Aufg. 5.1.1). Sei R ein kommutativer Ring und t € R. Betrachten Sie
den Ringhomomorphismus
¢: R[T] - R
f e f(0),

der t anstelle der Variablen T einsetzt. Zeigen Sie:

kerg = R[T]- (T —t) := {(T - t)g | g € R[T]}.

Tipp: Sie konnen die Frage zundchst auf den Fall t = 0 reduzieren, indem Sie den
Einsetzungshomomorphismus R[T| — R[T] betrachten, der T durch T + t ersetzt.

Ubung 2 (Bosch, Aufg. 5.1.2). Sei V ein nichttrivialer Vektorraum {iber einem Korper
K. Betrachten Sie zu einem Endomorphismus ¢ € Endg (V) den Einsetzungshomomor-
phismus

®: K[T] — Endk(V)
f=f(9),
der ¢ anstelle der Variablen T einsetzt. Bestimmen Sie ker @ in den Féllen ¢ = 0 und
e =id.
Ubung 3 (Bosch, Aufg. 5.1.3). Sei R ein kommutativer Ring und RN die Menge aller
Folgen (a;)ien von Elementen a; € R.

(a) Zeigen Sie, dass durch die gleichen Formeln wie beim Polynomring, also durch

(ai)i + (bi)i = (a; + by),
(@i)i - (bi)i = (ci)i mit ;= ) auby,

i=p+v

eine Ringstruktur auf RN erklart wird. Dieser Ring wird mit R[T] bezeichnet und
Ring der formalen Potenzreihen genannt. Zeigen Sie, dass sich seine Elemente als
unendliche Reihen };°, a;T* darstellen lassen.

(b) Esseiq € R[T] - T. Zeigen Sie, dass der Ausdruck ) ;> ;4" Sinn ergibt und ein
Element f definiert, fiir das f - (1 — gq) = 1 gilt.

(c) Bestimmen Sie die Gruppe R[T]* aller Einheiten in R[T].
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Ubung 4. Ein Monoid (auch Halbgruppe genannt) ist eine Menge M mit einer Verkniipfung
-+ M x M — M, die assoziativ ist und ein neutrales Element e € M besitzt. (Es ist also
eine Gruppe, bis darauf, dass man die Existenz von Inversen nicht fordert.)

Sei nun R ein kommutativer Ring und M ein Monoid. Dann definiert man R[M], den
Monoidring von M tiber R, als die Menge RM) aller durch Elemente von M indizierten
Folgen (ay)mem in R, in denen alle bis auf endlich viele a,, = 0 sind. Definiere

(ﬂm)meM + (bm)meM = (am + bm)meM

(am)mem - (bm)mem = (Cm)mem mit ¢y = Z Ay Dy
m=m'-m"

(a) Zeigen Sie, dass R[M] mit dieser Struktur ein Ring ist. (Warum ist die Summe in
der Definition des Produkts endlich?)

(b) Sind M, N zwei Monoide, so bezeichne M x N das Monoid der Paare {(m,n) |
m € M, n € N} mit komponentenweiser Verkniipfung. Geben Sie einen Ringiso-
morphismus

(RIM]) [N] = R[M x N].

(c) Zeigen Sie, dass sich der Monoidring R[IN"] fiir das Monoid IN” der n-Tupel von
g & p

natiirlichen Zahlen als Ring der Polynome der Form }; ; a; i, Tf Téz . T,il” in
n Variablen auffassen ldsst. Man schreibt hierfiir auch: R[N"] = R[T, Ty, ..., Ty).

Ubung 5%. Definieren Sie einen sinnvollen Gradbegriff fiir Polynome in RT3, ..., Ty],
der im Fall n = 1 mit dem Grad eines Polynoms in einer Variablen {ibereinstimmt, und
der folgende Axiome erfiillt:

e deg(f + g) < max{deg f,degg}
o deg(f-g) < degf + degg, Gleichheit gilt, falls R ein Integritdtsring ist,
e deg f(Ty,...,Ty) = deg f(Tya), -, Ty(n)) fiir alle Permutationen o € &,.

(Nattirlich miissen Sie zeigen, dass die Axiome tatsdchlich erfiillt sind!)




