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Übung 1 (Bosch, Aufg. 7.1.3). Sei Φ eine positiv definite symmetrische Bilinearform
auf einem R-Vektorraum V. Für x, y ∈ R, y 6= 0, sei p(t) die Polynomfunktion p(t) =
|x + ty|2 mit t ∈ R. Bestimmen Sie alle Nullstellen von p(t) und folgern Sie daraus die
Schwarzsche Ungleichung

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 (x, y ∈ R).

Zeigen Sie außerdem, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear unabhängig
sind.

Übung 2 (Bosch, Aufg. 7.1.4). Seien V, Φ wie zuvor und x, y ∈ V − {0}. Zeigen Sie:

(a) −1 ≤ Φ(x, y)
|x| · |y|

≤ 1. Also gibt es genau einen Winkel ω ∈ [0, π] mit cos ω = Φ(x,y)
|x|·|y| .

(b) Der Cosinus-Satz gilt: |x − y|2 = |x|2 + |y|2 − 2 |x| · |y| · cos ω.

Übung 3 (Bosch, Aufg. 7.2.1). Betrachten Sie R3 als euklidischen Vektorraum mit dem
Standard-Skalarprodukt. Wenden Sie das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
auf die folgende Basis an:

v1 =

1
1
0

 , v2 =

1
0
1

 , v3 =

0
1
1

 .

Übung 4. Für n ∈ N sei Vn ⊆ R[T] der Untervektorraum aller Polynome vom Grad
≤ n. Zeigen Sie, dass durch

〈 f , g〉 =

1∫
−1

f (t)g(t) dt, f , g ∈ Vn,

ein positiv definites Skalarprodukt auf Vn definiert wird.

Wenden Sie das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis 1, T, T2

von V2 an.

Übung 5∗. Sei Sn ⊆ Rn×n der Untervektorraum der symmetrischen Matrizen, d.h. sol-
cher Matrizen (sij), für die sij = sji für alle 1 ≤ i, j ≤ n gilt. Zeigen Sie, dass durch

〈A, B〉 = Spur(AB)

eine positiv definite symmetrische Bilinearform gegeben ist, und bestimmen Sie eine
Orthonormalbasis. Zur Erinnerung: die Spur einer Matrix A = (aij) ist

Spur(A) = a11 + · · ·+ ann.

Abgabe bis Di, 26. Juni, 08:10 in den Briefkästen.


