
ÜBUNGEN ZUR LINEAREN ALGEBRA I

— BLATT 8 —

Siegfried Bosch, Tilman Bauer 5. Dezember 2006 (korrigierte Fassung)

Nikoläuse, linearen Abbildungen unterworfen
(a) r′ = g, g′ = r (b) x′ = x − y, y′ = y (c) r′ = r + x, g′ = g + y, b′ = b + r

Übung 1 (Bosch, Aufg. 2.1.2). Gibt es R-lineare Abbildungen R4 → R3, die die folgenden
Vektoren ai ∈ R4 jeweils auf die angegebenen Vektoren bi ∈ R3 abbilden?

(a)
a1 = (1, 1, 0, 0), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 1, 1), a4 = (0, 0, 1, 1);
b1 = (1, 2, 3), b2 = (2, 3, 1), b3 = (3, 1, 2), b4 = (2, 0, 4)

(b)
a1 = (0, 1, 1, 1), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (1, 1, 0, 1);
b1 = (1, 2, 3), b2 = (2, 3, 1), b3 = (3, 1, 2)

(c)
a1 = (0, 1, 1, 1), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (1, 1, 0, 1), a4 = (0, 2, 0, 1);
b1 = (1, 2, 3), b2 = (2, 3, 1), b3 = (3, 1, 2), b4 = (2, 0, 4)

Übung 2 (Bosch, Aufg. 2.1.5). Sei V ein K-Vektorraum und f : V → V ein Endomorphis-
mus (d.h. ein Homomorphismus eines Vektorraums auf sich selbst) mit f 2 = f . Zeigen
Sie:

V = ker f ⊕ im f .

Übung 3. Seien U1, U2, U3 endlichdimensionale Untervektorräume von V. Zeigen Sie:

dim(U1 + U2 + U3) = dim(U1)+ dim(U2)+ dim(U3)−dim(U1∩U2)−dim((U1 + U2)∩U3)
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Übung 4 (Bosch, Aufg. 1.6.7). Seien U, U′ lineare Unterräume eines endlichdimensio-
nalen K-Vektorraums V. Unter welcher Bedingung besitzen U und U′ ein gemeinsames
Komplement in V? Das heißt: wann gibt es einen Unterraum C, so dass V = U ⊕ C =
U′ ⊕ C gilt?

Übung 5∗. Wir nennen eine Folge von Vektorräumen und linearen Abbildungen

U1
u2−→ U2

u3−→ U3

exakt, falls im(u2) = ker(u3) gilt. Eine längere Folge . . .
fi−→ Ui

fi+1−−→ Ui+1
fi+2−−→ . . . nennen

wir exakt, falls jede Teilfolge aus drei aufeinanderfolgenden Vektorräumen exakt ist.

Gegeben seien nun Vektorräume und Abbildungen

U1
u2 //

f1
��

U2
u3 //

f2
��

U3
u4 //

f3
��

U4
u5 //

f4
��

U5

f5
��

V1
v2 // V2

v3 // V3
v4 // V4

v5 // V5,

so dass obiges Diagramm exakte Zeilen hat und kommutiert, d.h.,

vi ◦ fi−1 = fi ◦ ui für 2 ≤ i ≤ 5.

Zeigen Sie: sind f1, f2, f4 und f5 Isomorphismen, so auch f3. Gilt die analoge Aussage
auch für Monomorphismen bzw. Epimorphismen?
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