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Das Zornsche Lemma geht auf Kuratowski zurück: hier seine Formulierung
(Fundamenta Mathematicae 3, 1922).

Übung 1. Betrachten Sie folgendes Erzeugendensystem W auf R4:

(1, 2,−1, 0) , (1,−2,−2, 1) , (1, 0, 1,−1) , (0,−1, 1,−1) , (1, 1, 1, 1)

(Sie müssen nicht zeigen, dass es tatsächlich ein Erzeugendensystem ist.) Zeigen Sie, dass
folgende Systeme linear unabhängig sind, und ergänzen Sie sie zu einer Basis, indem
Sie geeignete Vektoren aus W hinzufügen. (Der Basisergänzungssatz sagt aus, dass das
immer möglich ist.) Begründen Sie in jedem Fall, dass Ihr Ergebnis eine Basis ist.

(a) (1, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0) , (0, 1, 1, 0);

(b) (2,−2,−1, 0) , (0,−2,−3, 2);

(c) (0, 6, 4,−3).
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Übung 2 (Bosch, Aufg. 1.6.1). Bestimmen Sie Komplemente zu folgenden linearen Un-
terräumen des R3 bzw. R4:

(a) U = 〈(1, 2, 3) , (−2, 3, 1) , (4, 1, 5)〉;
(b) U =

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | 3x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 0

}
.

Übung 3. Sei I eine total (auch: streng) geordnete Menge. Das heißt: es gibt eine Relation

”≤“ auf I, die folgende Eigenschaften hat (für i, j, k ∈ I):

(Reflexivität) i ≤ i;

(Transitivität) i ≤ j ∧ j ≤ k ⇒ i ≤ k;

(Antisymmetrie) (i ≤ j ∧ j ≤ i) ⇒ i = j;

(Totalität) i ≤ j ∨ j ≤ i.

Sei nun weiterhin V ein K-Vektorraum mit einer Basis (xi)i∈I und (αij)i, j∈I ein System
von Koeffizienten in K mit αij = 0 für j ≤ i, und für jedes j ∈ J gelte αij = 0 für alle bis
auf endlich viele i ∈ I. Zeigen Sie: Mit

yj := xj + ∑
i∈I

αijxi

bildet (yj)j∈I ebenfalls eine Basis von V.

Zeigen Sie an einem Beispiel, dass man die Bedingung αij = 0 für j ≤ i nicht ersatzlos
streichen kann.

Übung 4 (Bosch, Aufg. 1.6.2). Sei V = ∑n
i=1 Ui eine Zerlegung eines endlichdimensiona-

len K-Vektorraums V in Untervektorräume Ui ⊆ V. Zeigen Sie, dass die Summe der Ui
genau dann direkt ist, wenn dim V = ∑n

i=1 dim Ui gilt.

Übung 5∗. Eine Flagge in einem Vektorraum V ist eine Menge F von Unterräumen von
V mit der Eigenschaft, dass für verschiedene U, U′ ∈ F gilt, dass entweder U ⊂ U′ oder
U′ ⊂ U gilt. Eine Flagge heißt maximal, wenn man zu F keine weiteren Unterräume
hinzufügen kann, ohne die Flaggeneigenschaft zu verlieren.

(a) Zeigen Sie: Jeder Vektorraum besitzt eine maximale Flagge.

(b) Eine Basis B von V heißt an eine Flagge F angepasst, falls für jedes U ∈ F eine
Teilmenge von B eine Basis von U ist. Zeigen Sie, dass jede Flagge eine angepasste
Basis besitzt.
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