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Siegfried Bosch, Tilman Bauer 14. Oktober 2006

Hermann Graßmann führte 1844 den Begriff des reellen Vektorraums (bei ihm: Ausdeh-
nungsgebiet) und seine Axiomatik ein. Allerdings war seine Sprache so philosophisch,
dass die Arbeit zunächst kaum rezipiert wurde.

Übung 1 (Bosch, Aufg. 1.4.1). Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und U ⊆ V ein
linearer Unterraum. Für welche Elemente a ∈ V ist

a + U := {a + u | u ∈ U}

wiederum ein linearer Unterraum von V?

Übung 2 (Bosch, Aufg. 1.4.3). Sei K ein Körper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.
Dann lässt sich jedes beliebige Erzeugendensystem A von V zu einem endlichen Erzeu-
gendensystem verkleinern, d.h., es gibt eine endliche Teilmenge B ⊆ A, so dass 〈B〉 = V
gilt.
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Übung 3 (Bosch, Aufg. 1.4.4). Sei K ⊆ L ein Teilkörper und V ein L-Vektorraum. Au-
ßerdem sei (xj)j∈J ein Erzeugendensystem von V als L-Vektorraum und (αi)i∈I ein Er-
zeugendensystem von L, aufgefasst als K-Vektorraum. Hierbei sind I und J beliebige
Indexmengen. Zeigen Sie: die Produkte (αixj)(i,j)∈I×J bilden ein Erzeugendensystem von
V als K-Vektorraum.

Übung 4 (Bosch, Aufg. 1.4.5). Gegeben seien Punkte x, y ∈ R2 − {0}, die nicht ge-
meinsam auf einer Geraden durch den Ursprung 0 ∈ R2 liegen, d.h., αx 6= βy für alle
α, β ∈ R∗. Zeigen Sie, dass x, y bereits ein Erzeugendensystem von R2 bilden. Gilt eine
entsprechende Aussage auch, wenn man R durch einen beliebigen Körper K ersetzt?

Übung 5∗. Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Eine absteigende Filtrierung von V
ist eine Folge

V = V0 ⊇ V1 ⊇ V2 ⊇ . . .

von linearen Unterräumen. Wir nennen eine Folge von Elementen (xi)i∈N von V eine
Cauchy-Folge, falls es für jedes n ∈ N ein N ∈ N gibt, so dass für alle i, j ∈ N mit i, j ≥ N
gilt: xi − xj ∈ Vn. Wir sagen außerdem, dass eine Folge (xi) gegen x ∈ V konvergiert, falls
es für jedes n ∈ N ein N ∈ N gibt, so dass für alle i ≥ N gilt: x − xi ∈ Vn. Wir nennen die
Filtrierung (Vi) vollständig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.

Bezeichne mit KN = { f : N → K} den Vektorraum aller Funktionen von N nach K und
mit K(N) den Untervektorraum derjenigen Funktionen f : N → K, für die f (i) 6= 0 für
höchstens endlich viele i gilt.

Zeigen Sie:

(a) Auf dem Vektorraum V = KN ist die Filtrierung

Vn = { f ∈ KN | f (0) = · · · = f (n − 1) = 0}

vollständig.

(b) Auf W = K(N) ist die Filtrierung Wn = W ∩Vn nicht vollständig.
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