UBUNGEN ZUR LINEAREN ALGEBRA I

— BLATT 10 —
Siegfried Bosch, Tilman Bauer 19. Dezember 2006
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Ubung 1 (Bosch, Aufg. 2.2.6). Betrachten Sie fiir Vektoren ay, .. ., a, eines K-Vektorraums
V den von den g; erzeugten affinen Unterraum A C V sowie den von den 4; erzeugten

linearen Unterraum U C V. Zeigen Sie: A C U und

dimg U, falls 0 € A;

dimK A=
dimgU —1, fallsO ¢ A.

Ubung 2 (Bosch, Aufg. 2.2.8). Seien U, U’ lineare Unterrdume eines K-Vektorraums V.

Zeigen Sie: Die kanonische Abbildung
U—u+U —»Uu+u)/u
induziert einen Isomorphismus

~

u/unu) = wu+uh/u.

Abgabe bis Dj, 9. Januar, 08:10 in den Briefkdsten. Frohe Weihnachten!



Definition. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen. Der Kokern von
f ist der K-Vektorraum coker f := W/ (im f).

I"Jbung 3. Seien U f—l> Viund U f—2> V, zwei lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen.

Wir definieren einen neuen Vektorraum V; @ V, := coker(U 1 lh @ mfw), ViaVa).
u

Seien 1;: V; — V; @ V, die kanonischen Abbildungen V; — Vi @ Vo - Vi @ Vo (i =1, 2).
u u

Zeigen Sie:

UL}Vl

(a) Das Diagramm sz lzl kommutiert, d.h., 11 o f; = 1p 0 f5.
Va5 V18V,

(b) Vi @ V, hat folgende universbel'lle Eigenschaft: Ist T ein beliebiger K-Vektorraum mit
linelélren Abbildungen g;: V; — T (i =1, 2),sodass g1 0 f1 = g2 0 f2, so gibt es genau
eine lineare Abbildung g: V; ELl? Vo, = T,sodass gi =got(i=1, 2).

(c) Sind Vj, V, C V Untervektorrdume, so gibt es einen Isomorphismus

i+, SV @ W
inv,

Man nennt V; & V; auch Pushout oder amalgamierte Summe von V; und V; tiber U.
u

Ubung 4 (Bosch, Aufg. 2.3.3). Seien V, W zwei K-Vektorraume. Zeigen Sie, dass die
Abbildung

Homg(V, W) — Homg (W™, V*)
f=f
eine injektive, K-lineare Abbildung ist (also ein Monomorphismus).

Tipp: Fiir die Injektivitdt kann es hilfreich sein, Basen oder Komplemente zu verwenden.

Ubung 5*. Sei
(RIS RS VA (S R (R VAR S N

eine Folge von K-Vektorraumen und linearen Abbildungen, so dass f; o f; = 0 fiir i =
0,...,n gilt (so etwas nennt man einen Kettenkomplex). Definiere

H;i(V,) :=ker(fi_1)/im(f;) (0<i<n)
(Also ist der Kettenkomplex genau dann exakt, wenn H;(V.) = 0 fiir alle 7 gilt.)

Zeigen Sie unter der Annahme, dass alle V; endlichdimensional sind:

(=1)' dim V; = i(—l)idim H;(V,).
0 =0

M:

Diese Zahl nennt man die Euler-Charakteristik von V,, die Vektorrdume H;(V,) die Homo-
logie von V.




