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Determinanter

Historien bakom determinantbe-
greppet ar lite brokig. Den fors-
ta gangen determinantliknande
resultat uppticktes var av den
tyske filosofen och matematikern
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—
1716) nédr han kom fram till ett de-
terminantvillkor for nir ett 3x2-
system har en nollskild 16sning.
Han skrev ocksid upp l6snings-
formler som i all viasentlighet pa-
minner om vad vi numera kallar
Cramers regel.

Losningsformlerna aterupp-
tacktes pa 1730-talet av den
engelske matematikern Colin Maclaurin fér system upp till
storlek 4x4. Den schweiziske matematikern Gabriel Cramer
generaliserade regeln &r 1750 till att gélla godtyckligt stora
kvadratiska system och gav en allmidn metod for att berdkna
determinanter via utveckling.

Den som forst borjade studera determinanter som ett mer
sjalvstidndigt d&mne var den franske matematikern Alexandre-
Théophile Vandermonde och han kan sigas vara den som grun-
dade den moderna determinantteorin.

Teorin utvecklades vidare och fick den forsta systematiska
framstéallningen i ett viktigt arbete av landsmannen Augustin
Cauchy ar 1812, men det var forst pa 1840-talet som determi-
nanter blev mer kinda inom matematiken genom flera arbeten
av den tyske matematikern Carl Jacobi.

Gottfried Wilhelm Leibniz



Vad ar en determinant?

Vad kravs for att ett kvadratiskt linjart ekvationssystem

a11x1 + a12X2 + -+ ALy = bl
a2121 + ageT2 + - -+ + agpTy = ba

Anp1T1 + @p2T2 + -+ + GppTy = bn

ska ha exakt en 16sning?

Med andra ord, vad kravs allmént for att en kvadratisk matris
ska ha en invers?

Egentligen vet vi redan svaret: Det kravs att matrisen kan
radreduceras till enhetsmatrisen

Men det svaret ger oss inget direkt villkor for nar en allman
matris har en invers. Vi ska istéllet forsoka att harleda ett mer
direkt svar.

2 x 2-fallet
Vi borjar med 2x2-fallet. Ett allmént 2x2-system kan skrivas

a1171 + aj2T2 = by,
a2121 + ageTs = ba.

Lat oss for enkelhets skull anta att a7 # 0. For att 16sa systemet
multiplicerar vi andra raden med a;; och adderar en multipel
av forsta raden till andra raden,

1171 + a12T2 = by
a21T1 + az2T2 = by
Den andra raden blir da
(a11a22 - CL12G21) o = baa1; — brag.
Har ser vi att systemet har exakt en 16sning om

aiiasy — ajzaz # 0.

Vansterledets uttryck kallas for koefficientmatrisens determi-
nant och betecknas

a1l a2
= ai1a2 — a120a21-

a1 Aa22

Om a1 = 0 ser vi ocksa att systemet har exakt en 16sning om
determinanten # 0.



3 x 3-fallet

For 3x3-system blir det lite mer omsténdigt, men om man utfor
manipulationerna réatt fas i slutdnden att ett 3x3-system

a1121 + a12T2 + a13x3 = by
2171 + A22T2 + A23T3 = b
az1T1 + azeT2 + aszrs = b3

har exakt en 16sning om

(11022033 + A12023031 + 413021032
— (13022031 — (11023032 — A12021a33 7 0.
Detta uttryck kallas for koefficientmatrisens determinant och
betecknas
ailp aiz2 a3
a1 G2 23
aszr asz2 as3

P& ett liknande sitt kan vi g& vidare och definiera determinanter
for storre kvadratiska matriser.

Den viktiga egenskapen hos determinanter ar alltsa att
det A#0 <& A inverterbar.

Vi ska nu lira oss nagra olika tekniker for att berdkna determi-
nanter.

Snabbformler for sma determinanter

Det finns enkla minnesregler for hur man berdknar smé deter-
minanter.

2 X 2-determinanter
Om determinanten ar

d

ab‘

sd ritar vi ut héger- och vansterdiagonalerna

N s/

a_ b
c><d

e N

Determinantens virde ar nu hoégerdiagonalprodukten minus
vansterdiagonalprodukten

b N b/
“ = a>< =ad — bc
d cod
- +
Ovm’ng 1
3
Berak =
wion | 2 2]



3x3-determinanter (Sarrus regel)

Vi placerar kopior av de tva férsta kolumnerna till héger om
determinanten

Determinantens virde far vi genom att lagga ihop hogerdiago-
nalprodukterna och dra ifran vinsterdiagonalprodukterna.

1 4 7 o417 17 4
2 5 8 |= 2\5><8><2/5
3 6 9 XN
/3 /6 /9\ 3\ 6\
- + + o+

=1-5-9+4-8-34+7-2-6
—-3:5-7-6-8:-1-9-2-4=0.

Observera att denna regel géller endast for 3x 3-determinanter.

Ovm’ng 2
1 0 3
Berdkna 2 2 1 |=
2 1 4

Kofaktorutveckling

Nar vi kofaktorutvecklar en determinant uttrycker vi dess varde
i determinanter av mindre storlek (s.k. minorer) och reducerar
dérmed problemet ett steg.

Minorer

En minor M;; av en determinant &r den deldeterminant vi far
nir rad ¢ och kolumn j stryks i den stora determinanten.

1 5 8
Mos = =| 3 7
4 8 2
évm’ng 3
7T 8 1 4
6 3 4 0
Bestam minoren M3y till
&8 1 1 1
5 -1 0 4



Utveckling lings en rad Termen har ocksa ett tecken framfor sig som ges av motsvarande
element i foljande teckentabell

Vi kan berdkna en determinant genom att utveckla den ldngs + - 4+ -
en rad. Vi illustrerar med ett exempel, -+ - 4
- o+ -
3 4 0 5 -+ - +
6 2 0 1 - N ..
Denna tabell byggs upp med ett +:tecken i 6vre vanstra hornet
2 9 4 3 och sedan férekommer tecknen véxelvis.
o 3 7 2

Nasta term i utvecklingen blir 9 multiplicerat med motsva-
rande minor
I determinanten kan vi nu vilja en rad (vilken som helst), t.ex.

rad 3, som vi utvecklar langs 2 8 i) 4 0
=4+2-12 0 1
4 2 4—3
3 0 5 3 7
6 2 0 1 0 7 2
o 372 ;!
-9-16 0 1|+
0o 7

Varje element pd denna rad kommer ge upphov till en term i

kofaktorutvecklingen. ) )
Har har vi nu ett minustecken framfor termen eftersom motsva-

Termen som svarar mot det forsta elementet 2 far vi genom T .
rande position i teckentabellen har ett minustecken.

att multiplicera 2:an med minoren som &aterstar nir raden och

kolumnen som 2:an ingar i stryks. + - o+ -
- 4+ - +
4 0 5 + = o+ -
4
2 0 1 0 -+ -+
9 4 3 =4+2-12 0 1|+
3 7
3 7 2



Sedan far vi en term med 4 gdnger motsvarande minor

3 4 5) 10

6 2 1

o g 3:+2201

3 7

0 3 2

3 0 b 3 4 5
-9.16 0 1 |+ 4 6 2 1 | +

0 7 2 0 3 2

Denna gang med ett plustecken framfér. Som synes vixlar teck-
net mellan + och —. Den sista termen har darfor ett minustecken

3 4 0 1 0 5
6 2 0
o o 4 =+2-12 0 1
3 7 2
o 3 7
3 0 3 4
-9-16 0 1 |4+4-16 2 1
0o 7 0
3 4 0
-3-{6 2 0
o 3 7

Detta ar kofaktorutvecklingen av determinanten langs den tred-
je raden. De mindre determinanterna berdknas sedan med valfri
metod (t.ex. med Sarrus regel eller kofaktorutveckling).

Utveckling langs en kolumn

Kofaktorutveckling langs en kolumn gar till p&4 samma sétt som
langs en rad.

Sag att vi vill berdkna samma determinant som tidigare langs
den andra kolumnen

O N O W
W © N =~
~N B~ O O
N W = Ot

Precis som forut kommer varje element i kolumnen ge en term
i utvecklingen.
Elementet 4 ger termen: 4 gdnger motsvarande minor

3 4 0 5

6 2 0 1 60 1

5 o0 4 3 =—4.12 4 +
0o 7 2

o 3 7 2

Tecknet framfor termen ar — eftersom teckentabellen har ett
minus dar 4:an star

+ 1+
+ 1+



Vi fortsidtter sedan med de andra tre elementen som ger tre
minortermer med alternerande tecken,

3 4

6 2
2 9
0 3

+ 2.

+ 3.

Ovanstadende formel ar kofaktorutvecklingen av determinanten
langs den andra kolumnen.

Ovm’ng 4

a) Utveckla determinanten langs den andra raden.

1
0
4

4 6
2 3
1 2

b) Utveckla determinanten langs den tredje kolumnen.

3

4 0
4 7 =8
3 1

0

0
4
7

5)

6
2

N W = Ot

W

0
0
4

Rad- och kolumnoperationer

Den andra tekniken som vi ska anvinda for att berdkna deter-
minanter &r rad- och kolumnoperationer. Tillvigagangssittet
liknar det vi anvinder vid gausseliminering. Via rad- och kol-
umnoperationer forenklar vi determinanten tills den blivit s&
enkel att vi direkt kan berdkna dess varde.

Radoperationer

Om vi utfér en radoperation pd en determinant sa forandras
dess varde enligt foljande regler:

o |[AP|=[A]
o |[Ae| =a|A|
o |AD|=—|A|
évm’ngé’
Ratt eller fel?
1 2 6 2-1 2-2 2-6
a) 2-11 0 5 |=]| 2 2-0 2-5
0 3 1 2-0 2-3 2-1
5 3 g8 1 1
b) 8 1 1 |=]0 5
0 6 5 2 3
3 2 0 3 2 0
c) —| 6 4 (=16 7 4
3 1 4 -3 -1 —4




For praktisk rdkning kan det vara enklare att vinda pa reglerna
och skriva

o |[A] =A%)
o |A|=1]de|, dira#0
o [A]l=—[A3

Strategin nér vi berédknar en determinant ar att vi med radope-
rationer omvandlar determinanten till en speciellt enkel determi-
nant, t.ex. en trianguldr determinant. Viardet av en triangulir
determinant dr namligen lika med produkten av diagonalele-
menten.

tll t12 oo tln
tog ... topn

Sats _ .| = tutee - tan
tnn

Beviset ar att kofaktorutveckla determinanten hela tiden lings
den forsta kolumnen,

117 tiz ... tin
too ... to
tog ... ton "
=111 +0+---+0

t
tnn nn

tsz ... t3n

= t11t22 = o =t11tan - ton-

Exempel

Vi illustrerar metoden med ett exempel,

0o 2 2
-2 6 1
1 -6 -1

Forst byter vi plats pa rad 1 och 3 fér att fa bort nollan i 6vre
vanstra hornet. Detta steg gor att determinanten byter tecken,

0o 2 2 1 -6 -1
-2 6 1 =—1-2 6 1
1 -6 -1 0o 2 2

Sedan vill vi ha nollor under 1:an i forsta kolumnen, och det
far vi genom att addera tva ganger forsta raden till den andra
raden. Denna radoperation &ndrar inte determinantens varde.

1 —6 —1 9 1 -6 —1
=—|-2 6 1 =—1 0 -6 -1
0 2 2 0 2 2

Vi byter plats pa rad 2 och 3.

1 -6 -1 1 -6 -1
=—| 0 -6 —1 :| =+ 0 2 2
0o 2 2 0 -6 -1

(Notera teckenbytet.)



Till sist adderar vi tre gadnger andra raden till tredje raden for
att fa en trianguldr determinant som vi direkt kan berdkna.

1 —6 —1 1 -6 —1
-0 2 2 ?: 0 2 2 [=1-2.5=10.
0 -6 —1 0 0 5

Kolumnoperationer

Pa determinanter kan vi ocksd utfora kolumnoperationer, och
da férandras determinantens virde enligt reglerna

. [Al=14)

° |A|:é|A], dar a #£ 0
@
o 1A= |4
évm’ng 6
Utfoér kolumnoperationerna.
4 3 3 1 -2 6
a) |-1 6 5 b) | 1 10 3
0o 1 8 5 3 6
7 @—T

-1 8

® @

Exempel

Vi ska berakna determinanten

2 1 7 1
0 1 0 1
4 2 2 2
-1 4 1 3

Det forsta vi kan notera ar att den andra och fjirde kolumnen
ar nastan lika, s& om vi subtraherar den ena kolumnen fran den
andra s& far vi en kolumn med méanga nollor i vilket 6ppnar for
en kofaktorutveckling,

2 1 7 1 2 1 7 0
r 0 1| O 1 0 0
4 2 2 2| |4 2 2 0
-1 4 1 3 -1 4 1 -1
Kofaktorutveckla den fjarde kolumnen
2 1 7
=(-1)| 0 1 0
4 2 2
Kofaktorutveckla den andra raden
2 7
—(—1)-1~‘ 4 9 '——1-(2-2—74)—24.

Det ar vanligt att man blandar olika tekniker pa detta sétt.



Exempel
Vad ar villkoret pé talet a for att ekvationssystemet

3r+ y+z4+av=1
r+ay+z+2v=2
ar+ y+z+2v=3
r+ y+z+av=4

skall ha precis en 16sning?

Skriver vi systemet i matrisform

3 1 1 a T 1
1 a 1 2 Y 2
a 1 1 2 = | |3
1 1 1 a v 4

sd vet vi att ekvationen har precis en 16sning nir koefficient-
matrisen har en invers och det ar nar dess determinant inte ar
noll. Vi berdknar alltsad determinanten. Vi bérjar med att utfora
négra radoperationer.

3 1 1 a
1 a 1 2
a 1 1 2
1 1 1 a
111a§>
1 e 12
T le 11 2
3 1 1 a

10

o O O =

Nar vi nu fatt en kolumn med manga nollor i kofaktorutvecklar

vi langs den

a—1

=—|1—a

—2

Sedan ser vi att forsta och andra kolumnen nastan ar lika.

1
a—1
1—a
—2

0

1—a

—2

a—1 0
=—l1l—-a 1-a
-2 -2
L@
a—1 0
=—| 0 1—a
0 -2

1 a

0 2—a
l—a 2-—a?
—2 —2a

2—a
2 — g2
—2a

2—a
2 —a?
—2a
2—a
2 —a?
—2a

Kofaktorutveckla den forsta kolumnen

=—(a—1)

1—a

—2

2 —q?
—2a

— —(a—1)((1 —a)(=2a) — (2 — a®)(~2))
=—(a—1)(4 — 2a).

Determinanten ar skild fran noll nér a # 1 och a # 2.



Determinantregler

Om A och B ar nxn-matriser och a ar en skaldr d& galler att

e det(aA) =a" det A

det(AB) =det A-det B

det(AT) = det A

1

det(A™1) = o A

Dessa determinantregler kan t.ex. anvindas for att forenkla de-
terminantuttryck innan de berdknas.

Cramers regel

Cramers regel siger att om matrisen A ar inverterbar si har det
linjara ekvationssystemet Ax = b l6sningen

Ty = for alla obekanta x;,

dar A; ar matrisen A men med kolumn 7 ersatt med hogerledet b.

Exempel
Bestam x ur ekvationssystemet

204+ y+ z=295
3x4+2y+ z2=7
dr+ y+22z=9

Eftersom vi bara vill bestdmma en variabel i systemet kan Cra-
mers regel vara lamplig. Nu vet vi visserligen inte om koeffici-
entmatrisen ar inverterbar men det méarker vi nir vi berdknar
determinanten i ndmnaren.

Enligt Cramers regel ar

5o 1 1

7 2 1

9 1 2
xr =

2 1 1

3 2 1

4 1 2

I téljardeterminanten har vi ersatt kolumnen som svarar mot x
med hogerledet. Sarrus regel ger

5 1 1
7 2 1 |=5-2.241-1-941-7-1-1-2-9
9 1 2

~5.1-1-1-7-2=—1,
2 1 1
321 (=222+1-1-44+1-3-1-1-2-4
412 ~2.1-1-1-3.2=—1.

Alltsa dr x = —1/—1 = 1.

11



Bevis av Cramers regel (3 X 3-fallet)
Ett allmént 3x3-system kan skrivas

1171 + a12T2 + a13T3 = by
2171 + a22T2 + a23T3 = b
ag1T1 + azaT2 + azzrs = b3

eller mer kompakt som en matrisekvation Ax = b.
Om vi borjar med att betrakta uttrycket

a1 ai2 ais
Io det A = To ag1 Q22 Q923
asip asz2 ass

s& kan vi multiplicera in x5 i den andra kolumnen (kolumnen
som just svarar mot xs)

ailp a2 a3
= a1 Qa22T2 423
as1 as2T2 Aass

Addera nu lampliga multiplar av kolumn 1 och 3 till kolumn 2,

aii 1222 ais
a1 a22T2 23
asi a32T2 433

@

ail  a11r1 + a12T2 + ai13xr3  a13
= | Q21 G21T1 + A22X2 + A23T3 Q23
as1 a31T1 + aszex2 + azs3rs ass

12

Enligt ekvationssystemet dr den andra kolumnen lika med ho-
gerledet

a1 b1 ais
= az1 by a3
ag1 bz ass

= det AQ.

Vi har alltsd visat att

det A2
det A~

rodet A = det Ay & To =

P& motsvarande satt far vi fram formlerna for x; och z3.



Adjunktformeln
Ség att vi har en 3x3-matris

ail; a2 a3
A= az1 G222 Q23
asyp asz2 ass

och vill bestdmma inversen till A,
11 T12 T13
-1
A = T21 T22 T23
r31 T32 X33

Ett sitt att gora detta pa ar att stilla upp AA™! = E,
a1l aiz2 a3 T11 Ti2 T13 1 0 0
a21 Q22 G23 T21 T22 T23 = 0 1 0 )
az1 azz ass T31 T3z X33 0 0 1

och férséka bestdmma z;;:na ur sambandet.

Om vi tittar p& den férsta kolumnen i enhetsmatrisen i hoger-
ledet sa ser vi att den bestdms genom att multiplicera raderna
i A-matrisen med forsta kolumnen i A~ !'-matrisen,

a1l aiz2 a3 T11 Ti2 T13 1 0 0
a1 G2 23 Top T22 x23 | =1 0 1 O
az1 az2 ass T31 T3z T33 0 0 1

Om vi bara vore intresserade av denna forsta kolumn s skulle
vi kunna skriva sambandet mellan leden som

a1 a2 a3 11 1
a1 Q22 23 o1 | =1| O

as1 az2 ass3 31 0

Fran detta samband kan vi 16sa ut x11, 21 och 31 med Cramers
regel

1 a2 ais
0 ago asg as2  A23
0 asx ass asy ass My,
X = = — ,
1 det A det A det A
a1 1 a3
a1 0 ass . as1 Gao3
a1 0 ass asy ass — My,
T g g g
21 det A det A det A’
a;n a2 1
as1 asy O a21 A22
az1 agz 0 asy as2 Mis
€T — = = .
31 det A det A det A

Tittar vi sedan pad de andra kolumnerna i enhetsmatrisen sa
kan vi p4 samma sitt bestimma de tva andra kolumnerna i
matrisen A~!. I slutinden fas formeln

+My =My +Mis
—Msy1 +Myy —Mos
+Msy  —M3zy +Mss

1
~det A

Detta kallas for adjunktformeln.

13



Exempel

2 5 5
Bestam inversen till -1 -1 0
2 4 3

Enligt adjunktformeln ges inversen av

+Mi1 —Mie +DMis
—Ms1 +Msy —Mas
+Msz1 —Mss +DMss

—1_ 1
det A

Vi berdknar determinanten och minorerna

2 5 5 2 3 5
detA=|-1 -1 0 |[=|-1 0
2 4 3 2 2 3

~1 0
Mu=|-1 -1 0 |=|", 5 |=-3
4 3
~1 0
Miz=|-1 =1 0 |=|", ; |=-3
2 3

14

Moy =

Mszy =

M3z =

Inversen ar A~!

-1 -1 :‘_
2 4
5 5
4 3
2 5
2 3
2 5
2 4
5 5
-1 -1 0 |[=]|_
2 5
-1 — =
2 5
-1 =1 =
-3 3 =2
—i 5 —4 2
-1
5 =5 3

NGRS
=~

(@)
(@)

=2,
= —5,
= 4,
= 2,
=5,
=5,
=3.
3 =5 —5
-3 4 5
2 -2 -3



Ett elkretsproblem

Bestdm hur mycket strom
som gar genom resistorn I3
i kretsen till hoger.

Inf6ér strommar och spanningar.

Ry Ry
+U{ R3 } +0
Ry Rs

U
I I i
+
I3
I4 15 + U,
4

Kirchhoffs strémlag ger

. I I .
" I3 " I =15+ I3
:liz st la=1s

— I, I

Kirchhoffs spanningslag

—U;—-Us34+U;=0

—Uy+Us+U3=0

+ U2
) }
+ Us

-~/

Ohms lag ger

Ui = Rily, Uz = Rply, Us= Rsls,
Uy = Ryly, Us = RsI5.
Stoppar vi in dessa samband i (3) till (5) s& far vi ekvationer
som bara innehaller strémmar
“Rili — Ryl3 + Raly = 0 (3)
—Rol5 + RsI5 + R3l3 =0 (4")
—Raly — R515 =-U (57)
(5)

Y

Stoppar vi sedan in I; och I enligt (1) och (2) in i (3') till (5’
sd far vi ekvationer som bara innehéller I, I3 och Iy,
—Ry1Is — (R1 + R3)Is+ Ry, =0
—Rols + (R1 + Rs)Is + Rs1, =0
—R513 — (R4 + R5)I4 =-U

eller 1 matrisform

—Rq —(Rl + Rg) Ry I 0
—Rs Rs + R;5 R5 I3 = 0
0 —R;5 —(R4 + R5) 1y -U

15



Eftersom vi bara scker I3 och koeflicientmatrisen innehéaller
manga symboluttryck ar det enklast att anvinda Cramers regel

—R4 0 R4
— Ry 0 R
0 U —(Rsi+Rs)
I3 =
—Ry —(R1+ R3) Ry
— Ry Rs + R5 R5
0 —R5 —(R4 + R5)

Taljardeterminanten rdknar vi ut med en kofaktorutveckling
langs den andra kolumnen,

—Ry 0 Ry
—Ry, O Rs = —(=U) ’
0 U —(Rsi+ Rs)

= U(R2Ry — R1R5),

—Ry Ry
—Rs  Rs

och ndmnardeterminanten rdaknar vi ut med Sarrus regel

—Ry —(R1+ R3) Ry
—Rs Rs + Rs5 Rs
0 —R5 —(R4 + R5)

= Rl(R3 + R5)(R4 + R5) 4+ 04+ R4RoR5
—0— R{R5R5 + RQ(Rl + R3)(R4 + R5)
= RiRoRys + R1RoRs + R1R3 R4 + R1R3R5
+ R1RyRs + RoR3 Ry + RoR3Rs + Ro Ry Rs.

16

Svaret ar alltsa

I3 =

RoRy — R R5

(

R{RoR4s + RiR2Rs + RiR3R4 + R1R3R5
+ RiR4Rs + RoR3 Ry + RoR3Rs + Ro R4 R

)

U.



Avsnitt 3. Determinanter

L6.1 Anvind determinanter for att avgéra om foljande matriser ar inverterbara.

1 2 3
1 2
a) ( ) b) 4 5 6
3 4
7 8 9
2 2 -1 .
o 2 3 o (i)
1 9 9 singp cosyp

En matris A &r inverterbar om och endast om det A # 0. Vi berdknar darfor
determinanten av respektive matriserna och kontrollerar om den &r noll.

a)  Med minnesregeln

a b “al b7
‘c J ’— /><d\ =ad — bc
- +
far vi
1 2
=1-4—-2-3=-2 .
‘3 4’ 5240

Alltsd ar matrisen inverterbar.

b) Vi berdknar 3x3-determinanten med Sarrus regel. Tag de tva forsta kol-
umnerna i determinanten och placera kopior av dessa till h6ger om deter-

minanten,
1 2 3 1 2

4 5 6 | 4 5
7T 8 9|7 8

Determinantens varde far vi genom att lagga ihop hégerdiagonalprodukter-
na och dra ifran vénsterdiagonalprodukterna
102030 17 2
4 5><6><4/5 =1-5-9+2-6-7+3-4-8
7 8><9><7\8
s _/ \+\+\+ —-3.5-7—-1-6-8—-2-4-9
=45+4+84+96 — 105 — 48 — 72 = 0.

AN
/

Matrisen &r inte inverterbar.

¢)  Sarrus regel ger

2 2 -1 2. 217 27 2
N XX
-1 2 2 -17 272021 2
- + + +

:24—U-2;2iém—n+«—n-2a
— (=) (=) (-1)—2-2-2-2.2.2
=—4-4—-4+1-8—-8=-27#0.

Detta visar att matrisen ar inverterbar.

d) Vi far att determinanten ar

cosp —singp . .
. =cosp-cosp — (—siny) -sinp
sing  cosp

= cos?p +sin’p = 1 # 0.

Matrisen ar darfor inverterbar (for alla virden pa o).

L6.2 Hur méanga l6sningar har ekvationssystemen?
x1 + 222 +3x3 =0
b) 2x1 + 3x2 +4x3 =0
3x1 +4x2 + 523 =0
2r1 +2x2 — 23 =0
c) 201 — xo+2x3 =1
—x1 + 229 + 2203 = 2

b)  Ett sitt att avgdra hur manga 16sningar systemet har ar att gausseliminera
till ett slutschema och dar avldsa svaret. I detta fall kan vi dock fa ett
snabbare svar genom att berdkna koefficientmatrisens determinant.

e Om det # 0 s& vet vi att systemet méste ha exakt en 16sning.

e Om det = 0 har slutschemat en nollrad vilket vanligtvis betyder att
vi antingen har en parameterlésning eller att systemet saknar 16sning.



Men i detta fall har vi ett homogent system (hogerledet bestar bara av
nollor) och d& kommer alla nollrader vara av typen 0 = 0. Vi kommer
alltsd ha en parameterldsning.

Om vi summerar s& har vi alltsd

e determinant #0 = exakt en 16sning,

e determinant =0 = parameterlosning.

Vi bestdmmer nu determinantens virde

1 2 3 MMo2.37 17 2
N XX
2 3 4 |= 2/3><4><2\3
3 4 5 /3 /4 /5\ 3\ 4\
- - - + +

+
=1-3-5+2-4-3+3-2-4
~3.3.3-1-4-4-2.2.5=0.

Systemet har darfor en parameterlésning.

¢) Vi kan anvinda samma resonemang som i b-uppgiften, men denna ging
kan vi inte utesluta att systemet saknar 16sning om determinanten ar noll
eftersom vi inte har ett homogent system. Vi har darfor att
e determinant #0 = exakt en l6sning,
e determinant =0 = parameterlosning eller saknar 16sning.
Skulle det visa sig att determinanten &r noll far vi g& den langa vigen och
gausseliminera.

Koefficientmatrisens determinant ar

2 2 -1
2 —1 2 | ={Se uppgift L6.1c } = —27 £ 0.
-1 2 2

Svaret dr att systemet har exakt en 16sning.

L6.4a For vilka varden pa konstanten a &r matrisen

11—a 2
5 2—a

inverterbar?

Vi kan bestdmma exakt ndr matrisen ar inverterbar genom att berdkna dess
determinant. Bara nar determinanten ar skild fran noll &r matrisen inverterbar.
Vi har

11 —-a 2

o9y, (11 —a)(2—a) —2-5=a® —13a + 12

och vi ser att nir a inte #r en rot till polynomet a? — 13a + 12 si #r matrisen
inverterbar, d.v.s. nar a # 1 och a # 12 ar matrisen inverterbar.

L6.10a Beridkna determinanten

O =~ O
N O W o
w
o

Vi ska 16sa uppgiften med tv& metoder.

Metod 1 (Kofaktorutveckling)

Vi kan vilja att kofaktorutveckla langs en rad eller en kolumn i determinanten.
Forslagsvis véljer vi en rad /kolumn med manga nollor i sig si att s& manga termer
som mojligt blir noll i utvecklingen. I v8r determinant spelar det ingen roll vad
vi véljer sd vi valjer rad 3,

1 0 2 0
0 3 0 -1
4 0 3 0
0 7 0 -2



Varje element i raden ger upphov till en term i utvecklingen

0
+4 -3

+[3.

Varje term ar elementet gdnger motsvarande minor och tecknen framfor termerna

2 0

0 -1 |-20-:
0 -2
1 0 0
0 3 -1
0 7 =2

ges av motsvarande rad i teckentabellen

Minorerna i utvecklingen kan vi rdkna ut pa valfritt sitt, t.ex. med kofaktorut-

veckling.

e | determinanten

0 2 0
3 0 -1
7T 0 =2

viljer vi att utveckla langs den andra kolumnen (eftersom vi bara har ett

nollskilt element dér)

+

+

e Vi utvecklar determinanten

1
0
0

0 O
3 -1
7 =2

1

—0 -

S O = O O N

langs den forsta raden

3 -1
7T =2

Om vi sammanstéaller utrdkningen har vi

1
0 3 0 -1 0
s 0 3 o |TF i 8:;
0 7 0 -2
1 0 0
+3.0 0 3 -1 |-0-
0 7 -2
3_
:4-<—2 ‘ S ’+o-o)-o
—1
s (1] 2 ovo)

=4-(=2)-04+3-1-0=—5.

Metod 2 (Radoperationer)

‘_0.(...)+0.(...)

1-(3-(=2)—(-1)-7)—04+0=1.

1 2 0
-0-] 0 0 -1
0 0 -2
0 2
3 0
7 0

Med hjélp av radoperationer kan vi reducera en determinant till en trianguldr de-
terminant vars virde dr produkten av diagonalelementen. Vid varje radoperation

andras determinantens virde enligt reglerna

o |A]= A7

o |A| = %\A@L dar a # 0,

o |A| = —|A3|

Nar vi radreducerar anvinder vi samma strategi som vid gausseliminering. Vi
borjar med (1, 1)-elementet och ser till att fa nollor under,

S =~ O =
~N O w O
S W O N

0
-1
0
-2

|
oo o~

0

3
0
7

2 0
0 -1
-5 0
0 -2



Notera att radoperationen 9 inte d&ndrade determinantens vérde. Vi gar vidare 1 -1 2 1

till (2,2)-elementet och utfor en radoperation s& att vi far nollor darunder, . . 3 -1 -1
L6.10b Beridkna determinanten

4 1 3 -1
1 0 2 0 1 0 2 0 -t =2
0 3 0 -1 0 3 0 -1
10 0 -5 0 10 0 -5 0 Den forsta fragan vi stiller ar: ska vi kofaktorutveckla eller anvinda radopera-
0 7 0 =2 0 0 0 % tioner? I detta fall 4r nog radoperationer att foredra eftersom kofaktorutveckling

brukar man normalt anvinda nir determinanten innehaller ndgon rad eller ko-
lumn med manga nollor. Vi far
Nu har vi fatt en trianguldr determinant och dess virde ar produkten av diago-

nalelementen 1 -1 2 1 S) 1 -1 2 1
1 3 -1 -1 o o4 -3 2
=1-3-(-5) -3 =-b. 4 1 3 -1 |0 5 -5 =5
-1 1 1 -2 0 0 3 -1
1 -1 2 1 1 -1 2 1
0 4 -3 2 .0 -3 -2
o -2 -3 o 0 1 2 gs)
0 0 3 -1 0 0 3 -1
1 -1 2 1
0 4 -3 -2
—_5. = 5141 (=T) =
=-31 - 2.1-4-1-(=7)=35
0 0 -7

Léagg maérke till att strategin vid radreduceringen inte dr identisk med vanlig
gausseliminering. Vi struntar i att radreducera uppét eftersom det récker med
att vi nar en trianguldr determinant pé slutet.



16 15 14 13 12

1 10 0 9 0
L6.10c Berdkna determinanten 0 8 0 7 0
6 5 0 4 3
0 2 0 1 0

Har ser vi att den tredje kolumnen har ménga nollor i sig, s& vi borjar med att
utveckla ldngs den. Eftersom det bara finns ett nollskilt element i kolumnen har
utvecklingen bara en term,

11 10 9 0
+14- 0 T
6 5 4 3
0 2 1 0

I den nya determinanten har den fjarde kolumnen endast ett nollskilt element s&
vi utvecklar ldngs den

11 10 9
=414-(=3)-| 0 8 7
0o 2 1

Att vi far ett minustecken framfor 3:an kan vi se genom att starta vid (1,1)-
elementet med ett +:tecken och sedan ga stegvis mot 3:ans position och vid varje
steg byta tecken

T
1

_|_
!

Den determinant vi nu har fatt dr en 3x3-determinant och den skulle vi kunna
rdkna ut med Sarrus regel men samtidigt ser vi att den férsta kolumnen bara har
ett nollskilt element, s& vi utvecklar langs kolumnen istillet,

=+14-(=3)-11 8
- 2 1
=+14-(=3)-11-(8-1—17-2) =2772.

L6.11a Ar matrisen inverterbar?

S O = =
O ==
—_= = = O
- _= O O

Vi vet att matrisen dr inverterbar om och endast om determinanten # 0.
Nér vi ska berdkna determinanten ser det ut att vara ett grénsfall mellan om
vi ska kofaktorutveckla eller radreducera. Vi kan bérja med en radoperation,

7

O = O =

0 0
1 0
1 1
1 1

—_ = = O
_= = O O
o O O =

1 1
1 1
0 1
0 0

Har kan det vara lampligt att utveckla lings den andra raden,

Vi har nu en trianguldr determinant och far virdet som produkten av diagonal-
elementen,

=—1-1-1-1=-1#0.

Matrisen ar alltsd inverterbar.



L6.12 Hur manga l6sningar har ekvationssystemet?

1’1—2£E2+ LE3+2:II4:0
201 + dxo + 223+ x4 =0
41 + 922 — 323 + 224 =0
621 + 3x2 + 623 + T2 =0

Forst och framst har systemet exakt en 16sning om koefficientmatrisens determi-
nant ar skild fran noll. Eftersom systemet &r homogent s& kommer det i fallet att
determinanten &r noll att ha en parameterlosning. Vi har alltsa

e determinant #0 = exakt en 16sning
e determinant =0 = oéndligt manga l6sningar

Determinanten ar

1 =2 2
2 5 2 1
4 9 -3 2
6 3 6 7
Det verkar inte finnas ndgon 6ppning fér en kofaktorutveckling s& vi radreducerar
istallet,
1 -2 1 2 1 -2 1 2
2 5 2 1 0 9 0 -3
4 9 -3 2 "o 17 -7 —6
6 3 6 7 0 15 0 =5

Har kan det vara ldmpligt att utfora en kolumnoperation fér att flytta nollorna
fran tredje kolumnen till den andra kolumnen.

1 -2 1 2 L1 o o
0 9 0 -3 0 0 9 _3
01T =T -6\ =7 g g 17—6:]

0 15 0 -5 0 0 15 5

t_ 7

1 1 -2 2 1 1 -2 2

0 -7 17 —6 0 -7 17 —6
=t o 0 9 -3 0 0 9 -3 | "

0 0 15 -5 0 0 0 0

Alltsa har systemet odndligt manga 16sningar.

6

L6.15 Matriserna

11 2 7 19 8 7 79 3 7
10 3 1 0 3 3 1 5 8 9 9
A=l 9 356 B=l o0 2 6 och C=1 1 4, 9 5
01 3 1 00 0 1 9 8 7 1

&r inverterbara. Beréikna det(C*AB(B*AC?)™").

Istéllet for att forst berdkna den komplicerade matrisprodukten och sedan ta
determinanten av allt ska vi anvdnda determinantreglerna

o det(AB) =det A-det B
o det(A™1) = (det A)~!

samt matrisrdknereglerna och férenkla uttrycket innan vi sétter igdng att rdkna.
Forst delar vi upp uttrycket i faktorer

det(C?AB(B*AC?)™") = det C? - det A - det B - det(B*AC?) .
Den sista faktorn kan férenklas med regeln for inverser,

1

=detC? -detA-det B ————
et C~ - det e det(B2ACY)

och vi utvecklar ndmnaren i determinantfaktorer

1 det B
=detC?-det A-detB - -
¢ ¢ P det B2 -det A - det C2  det B?

B det B 1
" detB-detB  detB’

Determinanten av B ar enkel att berdkna eftersom B &r en trianguldr matris,

1 9 8 7
0o 3 3
det B = =1-3-2-1=6.
¢ 0 0 2 6
0o 0 O 1
Vi har darmed att det(CQAB(BQACZ)_l) = 1 = }
det B 6



6 1
L6.17a Skriv upp inversen till matrisen ( 9 _7 ) med adjunktformeln.

Adjunktformeln sager att
T

Al 1 +Miy —Myo

det A \ —My; +Mao 7

dar Myy, Mys, Mo och Moy dr matrisens minorer.
Minoren M;; till matrisen far vi genom att stryka rad i och kolumn j i matrisen
och ta determinanten av delmatrisen. I vart fall ar

6—1
My = =7 My = =2
1
My = =1 My = L |=1

och determinanten ar

6 1
det A =
¢ ‘2—7

o L (-T2 a7
—i\-1 6 1\ 2 -6 )

1 /7 1 6 1 1 0
Kontroll: A~ 'A=— = )
ontro A4 ( 2 —6 ) < 9 —7 ) ( 0 1 )

‘GwULQM.

Inversen ar

1 2 3
L6.17b Skriv upp inversen till matrisen 0o 1 2 med adjunktformeln.
-1 0 1

Vi anvénder adjunktformeln aterigen

+My =My +Mis
—Msy1  +Myy —Mog
+Msz —Msy +Mss

1
T det A

Minorerna och determinanten far vi till

1 2 3
detA=| 0 1 2 |=0.
-1 0 1

Har ser vi att en invers saknas eftersom determinanten ar noll.

L6.20a Los systemet

rz+2y==6
3r+4y =8

med Cramers regel.

Vi skriver forst ekvationssystemet i matrisform

1 2 z\ (6
3 4 y ) \ 8 )"
For att vi ska kunna anvinda Cramers regel méste koefficientmatrisen vara in-
verterbar, d.v.s. determinanten vara skild fran noll,
‘ 1 2

—=1-4-2-3=-2+#0.
3 4’ 3 70

Enligt Cramers regel &r varje obekant lika med kvoten av tva determinanter

6 2 1 6

8 4 3 8
r=—— och Y=

1 2 1 2

3 4 3 4



Nere i ndmnaren har vi koefficientmatrisens determinant. I téljaren tar vi deter-
minanten av den matris vi far nér den kolumn i koeflicientmatrisen som svarar
mot variabeln ersidtts med hogerledet

6 2
8 4 49
. _6 8:74,
1 2 —2
3 4
16
3.8 1:8-6-3
y: = = .
1 2 —2
3 4

Vi kontrollerar ocksa svaret
T+2y=-4+2-5=6,
3x+4y=3-(—4)+4-5=28.

L6.20b Los systemet

r+2y— z=1
3x+ y+22=0
2c+ y+32=0

med Cramers regel.

Cramers regel ger att losningen (forutsatt att vi har exakt en 18sning) ges av

1 2 -1 1 1 -1 1 2 1
2 3 0 2 3
0O 1 3 2 0 3 2 1 0
T = , Y= , z =
1 2 -1 2 —1 1 2 -1
3 2 3 1 2 3 2
2 1 3 2 1 3 2 1 3

De fyra determinanterna berdknar vi med de vanliga metoderna

1 2 -1
. |3 2 |={Sarrus} =1-1-3+2-2-2+(-1)-3-1
2 1 3
-(-1)-1-2-1-2-1-2-3-3=-10,
1 -1 9
| 0 2 | = { Utveckla férsta kolumnen } :‘ 5 ’: 1,
0 3
1 -1 9
e | 3 0 2 |={Utveckla andra kolumnen}| 5 ‘5,
2 0 3
2 1 1
e | 3 1 0 |={Utveckla tredje kolumnen}:’ ) ’:1.
2 1 0
Loésningen ar alltsa
_ 1 _ 1 _ =5 _ 1 _ 1 _ _1
="~ "1 Y==i0T2 FT 0 " 10

L 12,
v+ y+22=3-(-%)+3+2-(-&)=-3+35-34=0,
20+ y+32=2-(—5%)+3+3- (-5)=-3+35 -5 =0



