Matriser

En matris ar en rektangulér tabell av tal,

-1 3 17
-4 -3 2
14 4 0
6 100 -2

Om matrisen har m rader och n kolumner sa sédger vi att ma-
trisen har storlek m x n.

Index

Vi indexerar elementen i matrisen genom att inféra matrisen i
ett koordinatsystem.

kolumn

-1 3 17
-4 -3 2
14 4 0
6 100 -2

rad
(i, j)-elementet &r talet pa rad i och kolumn j.
Matrisalgebra
Addition

Vi definierar summan av tva matriser med samma storlek ge-
nom att summera matriserna komponentvis,

4 -3 0 —4 440 —34(—4)
1 7]+l o0 5= -1+0 7+5
0 5 1 1 0+1 5+ 1

Subtraktion

Differensen av tva lika stora matriser dr den komponentvisa
differensen,

4 -3 0 —4 4-0 —3-—(-4)
-1 7]-{0 5 |=|-1-0 7-5
0 5 11 0—1 5-1

Multiplikation med skalar

Nar vi multiplicerar en matris med ett tal multiplicerar vi varje
element i matrisen med talet,

4 -3 3.4 3-(=3)
3l -1 7 |=|3-(-1) 3.7
0 5 3.0 3.5

Rikneregler

Eftersom vi definierat rikneoperationerna komponentvis arver
vi samma riakneregler fran de reella talen.
Om A, B &r matriser och a, b ar skaldrer, da géller att

A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C

a(A+ B) =aA+aB
(a+b)A=aA+0bA

a(bA) = (ab)A

a(AB) = (aA)B = A(aB)

Kommutativa lagen
Associativa lagen

Distributiva lagar



Matrismultiplikation

Produkt av en rad med en kolumn

Vi ska infora en speciell produkt for uttryck av typen
axr + by + cz,

genom att definiera

(a b c) =a-x+b-y+c-z.

IS

Med denna produkt separerar vi naturligt koefficienterna a, b,
¢ och variablerna x, y, z i tva faktorer.
For uttryck av typen

a1x1 + asxo + - + anTy

infor vi motsvarande produkt

X1
)

~—

(CL1 az ... Qp

Produkt av rader med en kolumn

Ofta har vi, t.ex. i ekvationssystem, flera uttryck med samma
variabler men olika koefficienter,

ax + by + cz,
dz + ey + fz.

Genom att vi i den tidigare produkten skrev koefficienter-
na som en rad kan vi infora ett kompakt beteckningssitt for
ovanstaende uttryck genom att stapla koefficienterna pa hojden,

i
a b c B a'fl]'—i—b'y—FC'Z
d e f Y17 \datey+f =
z

I denna utvidgade produkt verkar alltsa raderna i den vénstra
matrisfaktorn oberoende av varandra.
Mer allmént later vi

a1 @12 - G1n 1
Ga21  G22 - Q2p X9
Aml Am2 - Omn Ln

betyda

1171 + a2 + -+ a1pTy
a921X1 + a92X9 + -+ A2 TLn

Am1T1 + Am2T2 + -+ + Apn Ty



Produkt av rader med kolumner

Det forekommer ocksa att koefficienterna dr desamma, men att
variablerna dr olika. Exempelvis giiller detta ndr vi har samma
ekvationssystem men olika hogerled,

au + bv + cw =1
du+ev+ fw=j

ar+by+cz=g

dr+ey+ fz=nh och

Ekvationerna kan da skrivas som
Gt )= ()
d e f . h
(a b c) Z - (z)
d e f)\, J

Ett sadant system av ekvationssystem kan vi sammanfatta ge-
nom att i sidled rada upp kolumnerna,

T U )
(a b c) y | = < g z)
d e f Y w h j
och med detta skrivsitt mena att raderna i den vanstra matri-
sen multipliceras med kolumnerna i den hégra matrisfaktorn,

a b c
(e s)

<
I

_(ax+by+cz au+bv+cw
S \drx+ey+ fz dutev+ fw)’

n e 8
g <

Rikneregler
Om A, B, C' ar matriser och a &r en skaldr, da géller att

Associativa lagen A(BC) = (AB)C

Distributiva lagar A(B + C) = AB + AC
(B+C)A=BA+CA

Potenser A" =A-A---A (n faktorer)
Am—i—n — AmAn

Obs! AB # BA i allménhet!
Transponat

Transponatet A' av en matris A dr den matris vi far nér vi i
matrisen A later rader bli kolumner

t

L2 1 4 7 10
150 =12 5 8 11
7T 8 9
3 6 9 12
10 11 12

Om matrisen A har storleken m xn sa har alltsa A? storleken n x
m.

Rikneregler

Om A, B &r matriser och a ar en skalér, da géller att

Att — A
(A+ B)! = A' + B
(@A)t = aAl

(AB)t = BiA!



Nagra speciella matriser
Nollmatris

Nollmatrisen som bara bestar av nollor,

O=|: . 1.

fungerar som 0:a i matrisalgebran,
A+0=A
Enhetsmatrisen

Enhetsmatrisen med ettor pa diagonalen och nollor annars,

1
1
E= ,
1
fungerar som 1:a i matrisalgebran,
EA=AFE = A.

Inversmatris
Inversen till en matris A dr en matris B som uppfyller
AB=BA=F,

och betecknas A1,
Inverser finns bara till kvadratiska matriser, men inte till alla
kvadratiska matriser.

Triangulidr matris

ai; a2 -+ Ain
G22 -+ O2n Overtriangulir, eller
hégertriangulér
CL?’L’I’L
aii
a1 a22 Undertriangulér, eller
vénstertriangular
an1 QAp2 - Adpp
Diagonalmatris

En kvadratisk matris med nollelement utanfor diagonalen,

ail

ann
kallas for en diagonalmatris.
Symmetrisk matris

En kvadratisk matris &r symmetrisk om spegelbilderna av ele-
menten i diagonalen &r lika

3 1 0 3 1 0 3 1 0
1 4 -1 1 4 -1 1 4 1
0 -1 2 0 -1 2 0 -1 2

Matematiskt uttryckt #r en matris A symmetrisk om A* = A.



Determinant av ordning n

Vektorerna
a; = (a11,a12, S 7a1n)7
az = (a21,a22, e 7a2n)7
a, = “%ﬂ;an2r"7ann%

spanner upp en hyperparallellepiped i rummet R".

Exempel ndr n = 3

Volymen av denna parallellepiped &r beloppet av determinanten

a ailr aiz 0 Glp
as ag1 Q22 -+ QA2p
an an1 an?2 e Ann

Vi ska inte ga in pa hur man egentligen definierar volym i R".

Sarrus regel

Sarrus regel &r en minnesregel for berdkning av 3 x 3-

determinanter.
Vi placerar de tva forsta kolumnerna till hoger om determi-

nanten

W N =
S Ut
© 0
W N =
S U

och ritar ut héger- och vinsterdiagonaler,

P

Determinantens véarde far vi genom att ldgga ihop hoger-
diagonalprodukterna och dra ifran vénsterdiagonalprodukt-

erna.

W N =
S Ot

© 00
I
DO
o

=1-5-9+4-8-347-2-6
-3:5-7-6-8:-1-9-2-4=0.

Observera att denna regel endast géller for 3 x 3-determinanter.



Kofaktorutveckling Nista term i utvecklingen bildas pa motsvarande sétt

Vi kan berékna en determinant genom kofaktorutveckling léngs 3 0 —14
en rad eller en kolumn. Vi illustrerar med ett exempel, 6 1 0 1
3 4 0 —14 1 9 4 3
6 2 0 1 0o 3 7 2

B (1) 2 i _;’ 4 0 —14 3 0 —14

=+(-1)-| 2 0 1 |—9-] 6 0 1

Utveckling ldngs en rad 3 7 2 0 7 2

Vi viljer en rad i determinanten (vilken som helst), t.ex. rad 3,

3 4 0 —14

dar vi nu har ett minustecken i teckenmatrisen

6 2 0 1 + -+ -
-1 9 4 -3 -t - f
0 3 7 2 .-
- 4+ -+
Varje element i raden ger upphov till en term i utvecklingen.
Termen som svarar mot det forsta elementet —1 far vi som De andra tva elementen pa raden ger de tva sista termerna i
elementet ganger motsvarande minor, d.v.s. determinanten av utvecklingen
de tal som aterstar nar vi stryker den rad och kolumn elementet
befinner sig i. 3 4 0 —14
6 2 0 1
1 io0 - 40 -14 1 9 4 -3
2 0 ! =+(-1)-]{ 2 0 i+ 0 3 7 2
-1 9 4 3 3 7 9
(b 3 7 9 4 0 —14 3 0 —14
\ =+(-1)-| 2 0 1 |—9-] 6 0 1
Termen har ocksa ett tecken som ges av motsvarande element 3 7 9 0 7 9
i foljande teckenmatris
3 4 -14 3 40
T
. 2 1] — (=3)- 2
- + - + Alternerande u (=3)-] 6 0
. 0 3 2 0 3 7
+ - 4+ - teckenmatris

- 4+ - 4+



Utveckling lings en kolumn

Kofaktorutveckling langs en kolumn gar till pa samma sétt som
for en rad. Vi véljer en kolumn i matrisen, t.ex. kolumn 2,

3 4 0 —14
6 2 0 1
—1 9 4 =3
0 3 7 2

Varje element i kolumnen ger en term i utvecklingen.

Den forsta termen &r det forsta elementet ganger motsva-
rande minor. Tecknet framfoér termen far vi fran motsvarande
element i teckenmatrisen

+ = + -

_|_

+ 1+
+
+ 1+

Den forsta termen ar alltsa

: W o

=—4.| -1 4 -3 |+
-1 9 4 -3 2 ¢ 3
0o 3 7 2

Ovriga element i kolumnen ger resten av termerna,

+2.

+3

W O© N =

~N A~ O O

O O N+~ O




Elementira radoperationer Determinantberikning med radoperationer

Det finns tre elementéra radoperationer. Om vi utfor en elementéir radoperation pa en matris sa dndras

oo ‘ dess determinants virde enligt foljande regler:
1. Multiplicera en rad med en nollskild konstant.

‘ 1. |A| = |A9),

Fore: 2 3 4 5 [® 2. |[A] = ;|Ae|, (ddr a#0),
\ 3. |A| = —|A3).
(

Strategin ar att vi med radoperationer omvandlar matrisen till
en matris vars determinant ar enkel att berékna, t.ex. en trian-

Efter: 2-2 2-3 2-4 2-5 guldr matris.

\ ti1 tiz - lin
2. Addera en multipel av en rad till en annan rad. lag -+ ton
) Sats ) .| =tutae - tyn.
2 3 4 ) R :
Fore: tnn
\ 6 7 8 9
. Bevis Kofaktorutveckla hela tiden férsta kolumnen,
2 3 4 5!
Efter: bt oo
6-2-2 7-2-3 8-2.4 9-2.5 2 1n too ton
\ tag -+ ton
=t K Sl 4+0+---+0
3. Byta plats pa tva rader. H : . '
. (2 3 4 5 ) | tnn
ore:
6 7 3 9 t33 l3n
) =t11t22 . |+0+---40
(6 7 8 9 ) to
Efter:
\ 2 3 4 5 y, = 0.8.v. ={t11to9 thn




Vi illustrerar med ett exempel,

0 4 7
3 1 -2
-3 -9 -13

Forst byter vi plats pa rad 1 och 2 for att fa ett nollskilt tal i
position (1,1). Detta steg gor att determinanten byter tecken,

0 1 7 5 3 1 -2
3 1 -2 =—10 4 7
-3 -9 -13 -3 -9 -13

Sedan vill vi ha nollor under (1,1)-elementet, och det far vi
genom att addera 1 ganger forsta raden till tredje raden,

3 1 -2 3 1 —2
-0 4 7 —— 0 4 7
-3 -9 —13 343 —9+1 —13+(-2)
3 1 -2
=—|0 4 7
0 —8 —15

Denna radoperation &ndrade inte determinantens vérde.

Sen flyttar vi uppmérksamheten till diagonalelementet (2,2).
For att fa en nolla under 4:an adderar vi 2 ganger andra raden
till tredje raden,

3 1 =2 3 1 —2
-0 4 7 ?:— 0 4 7
0 —8 —15 0+2-0 —8+2-4 —15+2-
31 —2
=—|0 4 7
00 -1

Notera att eftersom vi hade en 0:a i andra radens forsta kolumn
sa paverkade inte denna radoperation den forsta kolumnen. Vi
lyckades alltsa behalla den kolumnen intakt.

Vi har nu en triangulér determinant vars véarde &r produkten
av diagonalelementen,

301 =2
0 4 7 |=-3-4-(-1)=12.
0 0 —1

7



Determinantregler
Om A och B ar n X n-matriser, och a ar en skaldr, da géller att
1. det(aA) = a™det A,
2. det(AB) =det A - det B,
3. det(A") = det A,

4. det(A™1) = (det A)_l.
Eftersom radoperationer blir kolumnoperationer nér vi trans-
ponerar en matris ger det A = det A? f6ljande regler for kolum-
noperationer

o |A] = Ao,
o Al = ;lAe,
o |A]=—|Au.

Adjunktformeln

Vi ska hérleda en allmén formel for inversen till en matris A.
Denna formel kallas for adjunktformeln.

3 X 3-fallet

Kofaktorutveckla determinanten av matrisen A langs forsta ko-
lumnen,

ailz ai2 a3
det A = 21 Q292 Q23
a31 0as2 dass

aiz Qi3
a22 Q23

Q22 Q23

= +a1
a32 Q33

Detta uttryck kan vi se som en produkt av en rad och en ko-
lumn,

a1z Qi3
a22 Q23

12 Q13
a32 433

) Zi - (1)

Betrakta nu determinanten

aiz 12 13
a22 Q22 G23
asz 32 33

som har vardet noll eftersom de tva forsta kolumnerna ar lika.
Kofaktorutveckling langs forsta kolumnen ger

a2 a2 a3
Q22 Q22 G23
a3z2 Aaz2 ass

aiz Qi3
a22 Q23

aiz a3
asz2 Aas3

Q22 Q23

+ a3z
a3z as3

= +ai2 — 22

Detta uttryck kan vi skriva som

ai2 a3
a22 a23

aiz2 a3
az2 as3

) le - (2)

a32

Notera att vi har samma radvektor som i (1).
Betrakta sen nolldeterminanten

ais aiz2 ais
a23 Q22 G23
as3 a3 ass



(forsta och tredje kolumnen lika) och kofaktorutveckla forsta
kolumnen

aiz a2 a3
Q23 QA22 Q23
a33 a23 ass

22 Q23 12 Aai13 12 Aai3
= +ai3 — a3 + ass
az2 433 az2 a33 Ga22 Q23
a13
_ [ |Q22 @23  |G12 @13 a2 a3 a3 (3)
agz2 a33 aszz2 a33 Q22 (23
as33

Eftersom vi har samma radvektor i (1), (2) och (3) kan vi rada
upp kolumnvektorerna och sammanfatta de tre sambanden som

ail a2 ais
a22 A23 ai2 Qi3 a2 Qi3
- 21 QA22 A23
aszz ass a32 33 Q22 Q23
a31 0as2 ass
= (detA 0 0). (4)

Om vi istéllet kofaktorutvecklar det A lings den andra kolum-
nen och genomfor ett liknande resonemang far vi sambanden

aix; a2 ais
a21 Q23 ailp a3z aip a3
B a31 ass a3 ass B az1 Q23 @21 G2z a2
asyp as2 ass
= (0 detA 0). (5)

Kofaktorutveckling av det A langs den tredje kolumnen ger slut-

ligen féljande tre samband

aix a2 a3
a1 Aa22 a1l a2 ail ai2
— az1 Q22 G23
asr asz2 aszy as2 az1 G222
as1 as2 ass
=(0 0 detA). (6)

Vad (4), (5) och (6) har gemensamt &r den andra faktorn A
i vansterledet. Med matrisprodukten kan vi sammanfatta alla
dessa samband genom att stapla radvektorerna pa varandra,

4 Q22 Q23 _|G12 Q13 4 12 Qa13
az2 Aass as2 Aas3 Q22 QA23
a21 Q23 a1l ais ail ais @i 2
— + — a1 G222 G23
a3 ass asir ass az1 Aa23
a31 0as2 dass
az1 Q22 ailr ai2 ailr ai2
+ — +
as; as2 asir asz az1 Aa22
det A 0 0
= 0 det A 0
0 0 det A

Genom att stuva om detta uttryck nagot och infora foljande
beteckning fér minorerna

M;; = determinanten av A med rad ¢
och kolumn 5 borttagna.

har vi att
1 +Miw —Msy +Msy
ot A —Mis +May —DMso A = E
+Miz —Msz +Mss



Genomfor vi sen hela detta resonemang med med radutveckling
istéllet sa fas

1 +My1 =My +Ms
ot A —Mis +May —Msy | = E
+Miz —Msz +Mss

Matrisen av minorer (&dven kallad adjunktmatrisen) delat
med det A &r alltsa inversmatrisen till A. Lite mer min-
nesvénligt brukar man skriva

T
1 +Miw —Mie +Mis
Al = Tt A —Msy  +May —Mos
+Msy  —Mszy +Mss

Allméiant fall

For en n x n-matris A med det A # 0 ges inversen av formeln

+Miq (_1)n+1M1n .
-1 1 — M2 (—=1)"2 My,
- det A : :
(_l)n—l—anl (_l)n—l—nMnn

Sats A inverterbar < det A # 0.
Bevis = Om A ar inverterbar ger determinantreglerna att
l=detE =det(AA ") =det A-det A™!
= det A #0.

<  Om detA # 0 sé ger adjunktformeln A~!, som
darmed existerar.

Linjira ekvationssystem
Ett linjart ekvationssystem

3z —4y+ Tz — 3u =3,
20+ y + 4u = 2,

kan vi med matrisprodukten skriva som

3 —4 7 =3
2 1 0 4

eller mer symboliskt

-3

f ve 8

Ax = b.

Vi ska presentera tre metoder for att losa linjara ekvationssy-
stem varav de tva forsta bara fungerar om koefficientmatrisen A
ar kvadratisk och inverterbar.

Inversmultiplikation

Vi vinstermultiplicerar ekvationen Az = b med A1,

A Az = A" & Ex=A"1
& x = A"1h.

Inversen A~! far vi fran adjunktformeln.



Cramers regel

Systemet Ax = b, ddr A inverterbar, har 16sningen

. det Az
~ detA’

x; fore=1,2,... ,n,

diar A; ar matrisen A med kolumn ¢ ersatt med hogerledet b.

Bevis
z;-det A
ail ... Q1i—1 G1T; A1+l -.. GQin
as1 ... Q25-1 Q2T Q24341 ... (2,
anl ... Qni—1 GQnpiT; ani+1 ... QOnn
air ... Qi4i-1 @111+ -+ A1eTn A1+l ... Gln
asir ... Q24-1 G211+ -+ a2nTn  QA24+1 ... Q2p
an1 e an,i—1 An1T1 + * + QunTn An,i+1 e Ann
ainr ... aii—1 bi a1 ... an
az ... azi—1 b2 aziy1 ... a2
=1 . . . . . = det A;
QAnl ... an,i—1 bn QAn,i+1 ... Ann

Gausselimination

Vi ska anvédnda elementéra radoperationer och stegvis forenkla
ekvationssystemet tills vi direkt kan avlédsa 16sningen. Den vik-
tiga observation som ligger bakom denna metod &r att en rad-
operation inte dndrar systemets l6sningsméngd.

Strategin vid gausselimination liknar den vi anvénde vid de-
terminantberikning med radoperationer. Vi illustrerar med ett
exempel,

20+ 2z= 8§,
z+ 6y—2z= 27,
—2x — 13y + 4z = —57.

For att utrdkningen ska bli kompaktare och tydligare brukar
man skriva systemet som en matris

0 2 2 8
1 6 -2 27
-2 13 4 —57

I matrisen har vi rensat bort all 6verflodig information och bara
behallt variabelkoefficienterna och hogerledet.

Forst ser vi till att fa en 1:ai 6vre vénstra hornet, t.ex. genom
att byta plats pa forsta och andra raden.

0 2 2 8 5
1 6 -2 27
-2 —13 4 —57

Sedan ser vi till att vi far nollor under denna 1:a genom att
addera 2 ganger forsta raden till tredje raden (i den andra raden



har vi redan en nolla).

1 6 -2 27
0o 2 2 8 ~
—2 —13 4 |-57
1 6 —2 27
0 2 2 8
2421 —134+2-6 4+2-(=2) |-57+2-27
1 6 -2 27
0o 2 2 8
0 -1 0 -3

Vi gar sedan vidare till nésta diagonalelement (2,2). Vi multi-
plicerar raden med % for att fa en 1:a,

4 )
1 6 -2 27
0 2 2 8 @ ~
0 -1 0 ~3
\ J
(1 6 -2 27
0o 1 1 4
0 -1 0 -3
\ J

Vi adderar andra raden till tredje raden och adderar —6 ganger
andra raden till forsta raden for att fa nollor 6ver och un-

der 1:an.
(1 6 -2 27 )
o 1 1 4 ~
L0 -1 0 | -3
1 0 -8 3 )
0o 1 1 4
Lo 0 1 1

Det sista steget &r att vi ser till att fa nollor ovanfor det tredje
diagonalelementet.

(1 0 -8 3 )

0o 1 1 4 ~
0 0 1 1)%
(1 0 o0 11 )

0 1 0 3
Lo 0 1 1

Nu &r det bara att avldsa losningen fran sluttablan

r=11, y=3, och z=1.



Jacobis metod for matrisinvers

Sats (A-B)?=(A9)-B
(A-B)e = (Ae)-B
(4-B)s = (A7) B

Antag att A &r inverterbar. Utfor radoperationer som tar A till
enhetsmatrisen F,

AQoy-9=F.
Utfor samma radoperationer pa F,

E Q0% 9 =(A-A"1)Q03- 9
= (Agoy @) A7
=E- A=A

Stéller vi alltsa upp A och E bredvid varandra och utfor samma
radoperationer pa bada matriserna har vi rakneschemat

(A[E)~-~ (E]AT).

Om matrisen A inte ar inverterbar gar den inte att radreducera
till F.

Andra rikneschema

(A|B)~-~(E|AT'B)
(A"[ B") ~ o~ (B[ (BATY)')
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