Reellvirda funktioner ten (Jc,y, f (a:,y)).

En funktion f som avbildar punkter (z1,...,z,) i R" till z z
varden i R kallas for en reellvird funktion av n variabler, vilket (x, y, f(z, y)) (x, y, f(z, y))
brukar skrivas f: R" — R. ’ <
S
Ty flxy,. ..., zp) Ty oy
~(.r1,...,acn) °(l',y) '(«T,y)
x x
. Nar detta gors for alla (x,y) i definitionsméngden uppstar en
Funktionsgraf yta som kallas for funktionen f:s graf.
y = f(x) Parameterkurvor
For varje punkt x pa x-axeln markerar vi punkten (sc, f (x)) Uttrycket
1 = ZEl(t)
=n) oy
Ty = Tp(t)

definierar en parameterkurva i R". Varje t-virde ger en
punkt 7(¢) = (z1(¢),...,z,(t)) pa kurvan.

Nar detta gors for alla x i definitionsméangden uppstar en kurva

som kallas for funktionen f:s graf. Q(t) = (q;(t), y(t), Z(t))
\ox

z = f(z,y)

For varje punkt (z,y) i z,y-planet markerar vi punk- & Y



Parameterkurvan ar alltsa en funktion ¢ — 7(t) som avbildar
t-viirden i 7 till punkter pa kurvan i R".

N /\
b 1
t
@1 r(t)
e
Riktningsvektor

Om vi tar tva parametervirden tg och tg + h nira varandra sa
kommer vektorn mellan motsvarande punkter 7(¢g) och r(tg +
h) pa kurvan, d.v.s. vektorn r(to+h) —r (o), att ha en riktning
som néstan dr parallell med kurvans tangent i r(tp).

tangent

’I"(t()) ’I'(t() + h)

Later vi h — 0 kommer riktningen hos 7(tg + h) — r(tp) att
konvergera mot tangentens riktning.
Derivatavektorn

7(to) = (£1(t0), ... ,&n(to)) = %li% r(to + h})z —r(to)

ar darfor en vektor som pekar i tangentens riktning i punk-
ten r(ty). Vektorn 7(to) kallas for kurvans riktningsvektor i

punkten.

tangent

En mekanisk tolkning

Om en partikels ldge beskrivs av parameterkurvan r = r(t),
dar t dr tiden, da ar

striacka

P(to) = fim —54

= Partikelns hastighet vid tiden t,
||7(t0)|| = Partikelns fart vid tiden ¢.

()

T



Regulir kurva

Lost uttryck ar en regulér kurva en kurva som é&r sldt och utan
hoérn.

For en parameterkurva r» = r(t) finns tva typer av punkter
dar kurvan inte ar regulér:

1. Punkter dér derivatan 7(to) antingen inte existerar eller
inte ar kontinuerlig, och

2. punkter dér 7(ty) = 0.

Dessa undantagspunkter kallas for singuldra punkter.

Fall 2 svarar mot att parameterkurvan saktar ner och ”stan-
nar upp” i punkten. Efter passagen kan kurvan fortséitta i en
annan riktning utan att kurvan for den skull blir icke-deriverbar
i punkten. Kurvan har da en s.k. spets i punkten.

i(to) = 0

Nivakurvor

Om vi har givet en funktion f: R®> — R och betraktar alla
punkter i R? som avbildas pa ett fixt virde C, sa far vi van-
ligtvis en kurva i planet.

Y f
O T C

Alla punkter pa kurvan har samma funktionsviarde C. Detta
kallas for en nivakurva.

Ritar vi upp funktionens graf sa &r nivakurvan den kurva i
x, y-planet ovanfor vilken funktionsytan skéar planet z = C.

X

% nivakurva



Griansvirde

Innan vi definierar griansvirde for en funktion f: R" — R
repeterar vi definitionen av

lim f(z)=b
nir f: R — R.
f[tR— R
Med gréansvirdet

lim f(x) =10

menar vi intuitivt att ndr x nirmar sig a sa nidrmar sig f(z)
vardet b.
Funktionen f kan vi illustrera med figuren

/
T

Om vi viéljer en e-omgivning kring vérdet b,

f
T

®
g-omg.
®

sa ska det finnas en d-omgivning kring a sa att alla punkter
(utom a) i J-omgivningen avbildas inom e-omgivningen av b.

f
T

{ f(z) inuti e-omg.
®

d-omg. § 1

Punkter d-néra a avbildas alltsa e-nédra b. Néar vi krymper ¢
maste vi givetvis vélja 0 mindre, men oavsett hur liten e-
omgivning vi véljer ska det alltid vara mdojligt att hitta en sadan
d-omgivning.

Mera formellt lyder definitionen

For alla € > 0 maste det finnas ett § = §(g) > 0 sa att

|f(x) —b] <e forallax # aiintervallet (a — §,a + 9).



f:R" > R

Om f: R" — R sa definierar vi griansvirdet

lim () = b
pa ett liknande sétt.
R" / B
a — b

Om vi véljer en e-omgivning av vérdet b,

T

g-omg.

sa ska det finnas en J-omgivning kring a sa att alla punkter
(utom @) i J-omgivningen avbildas inom e-omgivningen av b.

d-omg. T

x

f(x) inuti e-omg.

Oavsett hur litet € > 0 ar ska det finnas ett sadant § > 0.
Gransvardet definieras som:

For alla ¢ > 0 maste det finnas ett § = §(e) > 0 sa att

|f(x) —b| < e for alla  # a som uppfyller ||z — al < 6.

Rikneregler

Om lim f(x) och lim g(x) existerar, da dr
r—a r—a

L lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(=),
2. lim (f(z) - g(z)) = lim f(x) - lim g(z),
3. lim f(z)g(z) = (lim f(z)) - (lim g(x)),
_ f(@) _ limg_q f(2) :
4. al}lir}l (@)~ Ty g(x)’ om al}lir}zg(a:) # 0.

Instingningsprincipen

Om

flx) <g(x) < h(z)

och f(x),g(x) — b da x — a, da giller att

g(x) - b dax— a.

Kontinuitet

En funktion f: R" — R &r kontinuerlig i punkten & = a om

Sats

lim f(2) = f(a).

r—a

Funktioner uppbyggda av elementédra funktioner &r
kontinuerliga.



Partialderivata

Derivatan av en funktion y = f(x) i en punkt z = a méter
andringstakten av f i punkten.

Ritar vi grafen till f &r derivatan f’(a) lutningen hos f:s
tangentlinje i x = a.

lutning = f’(a)

Betrakta vi nu en funktion z = f(x,y) av tva variabler sa &r
den definierad i z, y-planet.

z
4\

z (a,b)

For att beskriva #ndringstakten av f i en punkt (a,b) sa
behover vi ange derivatan av f i tva linjart oberoende riktning-
ar. Det ar naturligt att vélja dessa riktningar som z- och y-
riktningarna.

Om vi haller y-variabeln fix och deriverar f(z,y) med avse-
ende pa x, da far vi partialderivatan av f med avseende pa z,

af f(a+h,b)—f(a,b)
gp (@) = jim h '
z
Tangentens lutnmg = a,b)
837

Om vi haller z-variabeln fix och deriverar f(z,y) med avseende
pa y, da far vi partialderivatan av f med avseende pa y,

_f(aab).

b+ h
(a b)_l"lb—>0 f(a’ - })L

of
a_y(av b)

Tangentens lutning =



Har vi en funktion y = f(x1,x2,... ,x,) av n variabler sa defi-

nieras n st partialderivator i punkten a = (aq,... ,a,) som
of flar + hyaz, ... ,a,) — flay,a9,... ay)

) a) =1

815'1 (CL) hi% h ’

of . flar,...,apn—1,an +h) — f(ar,... ,an—1,a5)
— =1 .
ox, (a) hlg%) h

Olika beteckningar

Det finns andra beteckningar for partialderivatorna,

of

——  skrivs dven som f., D, f, fi.
8:171

Hogre ordningars partialderivator

Om partialderivatorna deriveras i sin tur far vi andraderivator

L) D) L) - 2

Oz \ Oz 8_y ox ox dy 8_y oy
Dessa derivator betecknas mer kortfattat som
o:f  *f % f i >*f
0x2’ Oydx’ Oxdy FOSPERLIVE oy’
Alternativa beteckningar ar
0% f
@ = fg/c/x =D, Dyf = f{lla
82f o " D D __ el t d . h . d
90y fye = D2 Dy f = f3) (notera ordningen hos indexen).

Differentierbarhet

En funktion f ar deriverbar i en punkt om dess partialderivator
existerar i punkten.

Bara for att en funktion dr deriverbar i en punkt sa ar det inte
ett tecken pa att funktionen dr "regulér” i punkten. Exempelvis
har funktionen

partialderivator i origo men funktionen &r inte ens kontinuerlig
dér.

Ett battre matt pa en funktions regularitet &r om funktionen
ar differentierbar. En funktion f &r differentierbar i en punkt p
om den lokalt kan beskrivas som en linjér funktion, d.v.s.

dér resttermen uppfyller ,PH}) R(p,h) = 0.

Sats Om alla partiella derivator av f ar kontinuerliga en
omgivning av en punkt, sa ér f differentierbar i omgiv-
ningen.

Sats Om en funktion ges av elementéra uttryck, da &r funk-
tionen kontinuerlig i de punkter dér den ar definierad.



Riktningsderivata

Istédllet som for partialderivatorna méta hur funktionen dndrar
sig i axelparallella riktningar kan vi méta f:s &ndringstakt langs
en linje med enhetsriktningen v = (¢, d),

r(t) = (a,b) + t(c,d),

T
d.v.s. betrakta
of .. fla+ch,b+dh)— f(a,b)
gy (©0) = iy h '

Detta kallas for f:s riktningsderivata i riktningen v.

Vektorn

_(9f of
Vf = <ax1"" ’amn>
kallas for gradienten till f.

Sats Om f #r differentierbar i punkten (a,b) och v &r en
enhetsvektor, da &r

of

5o (a,b) =V f(a,b)-v.

Av ovanstaende sats ser vi att riktningsderivatan ar som storst
da v pekar i samma riktning som V f. Gradienten V f ar alltsa
den riktning i vilken funktionen véxer mest.

Kedjeregeln

Kedjeregeln har det formella utseendet

Om f(z1,...,2,) och z1(t),...,z,(t) dr differentier-
bara funktioner, da ar

d
OB ()
n 8581 dt 8%2 dt

OF dan
oz, dt

Som ett exempel pa kedjeregeln ska vi berdkna derivatan

d 6arctam T

drsinz + logtanz’
Vi kan forenkla uttrycket genom att infora deluttryck,

arctan x
e e

sinz + log tan x sinz + logtanx

u u

e

v + log tanz

(&

v+ logw’

dér u = arctanx, v = sinz och w = tanz. Kedjeregeln ger nu



att

d earctan T

%sinx+logtanx
0 et du 0 et dv
_%v—i—logw.% %v#—logw.%
0 e dw
ow v+ logw dx

e 1 e
_ : - - COS T
v+logw 1422 (v+logw)?
¢ L (1 + tan®z)
- . an”
(v+logw)? w
earctanx 1 earctan x
— : - — — 5 - COST
sinx + logtanx 1+ x (sinz + log tan z)
earc:tam T

. - (1 + tan’® z).
(sinx—l—logtanx)2 tanz ( )

Vi kan ocksa se kedjeregeln som en deriveringsregel for sam-
mansatta funktioner.

Funktionen r(t) = (z1(f),...,z,(t)) &r en funktion fran R
till R™ (parameterkurva) och f(z1,...,x,) &r en funktion
fran R" till R.

P

Parameterytor

En parameteryta &r en funktion r = r(s,t) som avbildar para-
meterpunkter (s,t) i en 2-dimensionell parameterméngd till en
yta.

A

I koordinatform kan parameterytan skrivas som

r = x(s,t),
= Sat)a
z = z(s,t)

Varje virde pa s och t ger en punkt pa ytan. Nér s och ¢ varierar
over parameterméngden sa varierar r(s,t) over ytan.

Normalvektor

Om vi i parameterméngden later (s,t) variera lings en axelpa-
rallell linje genom en punkt (sg,tg) sa far vi en kurva som ligger
pa parameterytan och gar genom punkten r(sg, o).

t /—\




¢ /—\

L s

I detta fall har vi alltsa en parameterkurva eftersom vi endast
tillats variera en av parametrarna (vi har en funktion R — R™).

t /\i
@
0s
S

or
ot
I ytan kommer derivatorna 9% (so,to) och 2 (s, to) vara rikt-

ningsvektorer till respektive parameterkurva, d.v.s. derivata-
vektorerna ar tva vektorer parallella med ytan. En normalvek-
tor till ytan blir darfor

o or
9s ot

n

Regulir parameteryta

En reguldr yta &r en yta som ér sldt och saknar horn och kanter.
Nar vi har en parameteryta r = r(s,t) sa finns det tva typer
av punkter déar ytan inte ar regulér:

1. Punkter dér r:s partialderivator inte existerar eller inte ar
kontinuerliga, och
or

r
2. punkter ddr normalvektorn — x — = 0.

Os Ot

Sadana punkter kallas for singulédra punkter till parameterytan.

Nar fall 2 intraffar kan det bero pa att ytan har en kant el-
ler horn i punkten. Just i sadana punkter &ndrar ytan plotsligt
riktning och for att detta ska kunna ske utan att fall 1 in-
traffar sa maste parametriseringen ”stanna upp” i punkten,
d.v.s. atminstone en av riktningsvektorerna % och % blir en

nollvektor.

L/\
L/\

Det ar ocksa mojligt att tédnka sig punkter dér % och % blir

linjart beroende, d.v.s. parallella. I sadana punkter kan ytan
vara degenererad.




Det ar alltsa endast i punkter dar % och % ar linjart obero-
ende, d.v.s.

or Or
9 370

som vi kan garantera att ytan &r regulér.
Nivaytor

Sdg att vi har en funktion f: R* — R, d.v.s. en reellviird
funktion av tre variabler.

S

fz,y,2)

Om vi betraktar alla punkter (z,y, z) som avbildas pa ett fixt
varde C, sa far vi vanligtvis en yta i rummet.

z

S
/—\

X

Alla punkter pa denna yta har samma funktionsvéirde C. Detta
kallas for en nivayta.

Gradient

Om vi har givet en nivayta f(z,y, z) = C som gar genom punk-
ten (a,b,c), da ar gradienten V f(a,b,c) vinkelrit mot ytan i
punkten (a, b, c).

X

Tar vi ndmligen en riktning v som &r parallell med nivaytan sa
ar riktningsderivatan

of

—(a,b,c) =V f(a,b,c)-v=0

 (a,b,0) = Vf(a,b,0
eftersom f inte &ndrar virde lidngs nivaytan. Detta visar att V f
ar vinkelrat mot nivaytan.



Regular nivayta

En regulér yta ar en yta som &r sldt och saknar hérn och kanter.
En nivayta f(z,y,z) = C har tva typer av punkter déir den
inte &r regulér:

1. Punkter dar f:s partialderivator inte existerar eller inte &ar
kontinuerliga, och

2. punkter dir Vf = 0.

Sadana punkter kallas for singuléra punkter till nivaytan.

Fall 2 intréaffar i punkter déar nivaytan har en kant eller horn
(och fall 1 inte intriffar). Pa olika sidor om punkten har da
ytan en gradient som pekar i olika riktningar men eftersom V f
ar kontinuerlig maste Vf = 0 i punkten for att bevara konti-

nuiteten.
Vf\ i\,
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