Vektorer Vektoraddition

En vektor anger en riktning i rummet (eller planet) och en
langd (belopp).
Vektorer brukar ritas som pilar,

/\

—

och betecknas med bokstéver i fet stil w, v, r,....
Notera att en vektor inte har nagon férankringspunkt i rum-

Summan av tva vektorer uw och v far vi pa foljande vis: Place-
ra u i punkten P och placera v i den punkt u:s spets hamnar.
Da har v sin spets i en punkt ). Summan u+ v dr vektorn PT?

Vektorsubtraktion
met utan alla vektorer som pekar i samma riktning och &r lika
langa &r samma vektor. Differensvektorn w — v &r den vektor som nér vi lagger till v
far wu.
/ u—v
v

Léngden av en vektor v betecknas ||v]. En vektor som har

langd 1 kallas for en enhetsvektor. (u—v)+v=u
Vektorn som nér den placeras i punkten P far sin spets i

punkten ) betecknas @

PG



Multiplikation med skalér

Om k > 0 pekar vektorn kw i samma riktning som w men har
lingd k ganger w:s lingd.

Om k < 0 pekar vektorn kw i motsatt riktning som w och
har langd |k| ganger w:s langd.

2u

1
—u
Polar uppdelning
En vektor v kan skrivas som

u = [luf e,

dar e, &ar enhetsvektorn som pekar i u-riktningen.
Detta ar alltsa en uppdelning av vektorn w i dess be-
lopp (ldngd) ||u|| och dess riktning e,.

Rikneregler

utv=v+u (Kommutativa lagen)
u+ (v+w)=(u+v)+w (Associativa lagen)
k(u +v) = ku + kv (Distributiva lagen)
(k+0u=ku+lu (Distributiva lagen)
k(fu) = (k0w

Koordinatsystem
I planet

Om vi har givet tva icke-parallella vektorer e; och es i planet,
da kan vi beskriva varje punkt P i planet pa foljande sétt:
Utgaende fran en baspunkt O anger vi striackor u; och us vi
ska ga i respektive vektorriktning e; och es for att komma till
punkten.

(D) ) P

U2 €2

» €1 O uy e;
Talparet (u1,us) kallas for punktens koordinater i koordinatsy-
stemet Oeq, es, 3.

I rummet

Med tre vektorer ey, es och es i rummet som inte ligger i ett
plan kan vi uttrycka varje punkt i rummet genom att ange en
baspunkt O och tre strickor i e;-, es- respektive es-riktningen
som tar oss till punkten.

€3

€2

€1

Taltrippeln (u1,us,us) kallas for punktens koordinater i koor-
dinatsystemet Oeq, es, e3.



Orientering
I planet

Ett koordinatsystem i planet &r ett hogerhandssystem om bas-
vektorerna e; och e, har samma inbordes forhallande som
hégerhandens tumme och pekfinger.

€2

AN

€1

I rummet

Ett koordinatsystem i rummet &r ett hogerhandssystem om bas-
vektorerna ey, es; och es har samma inbordes férhallande som
hogerhandens tumme, pekfinger och langfinger.

€3
€2

€1

Nagra begrepp
Komposant
Om u = (u1,us2,u3) i koordinatsystemet Oeq, ez, e3, d.v.s.
U = uje; + uses + uses,

da kallas uieq, uses och uszes for w:s komposanter i ei-, es-
och es-riktningen.

Linjarkombination
En summa i formen
ClU1 + CoU2 + - -+ + Cpy Uy,

diar c¢1,...,cy, dr tal, kallas for en linjarkombination
av U, ... ,Upy,.

Linjirt beroende/oberoende

Om nagon av vektorerna i samlingen {uq,... ,u,} kan uttryc-
kas som en linjarkombination av de 6vriga vektorerna da sigs
vektorerna vara linjiart beroende, annars linjért oberoende.

I en linjért beroende samling vektorer finns alltsa fler vektorer
an antalet riktningar de beskriver.

Sats  Vektorerna wi,uo,...,u, &r linjirt oberoende om
foljande implikation géller

cul+ - +eptty, =0 = cg=---=¢,=0.



Bas

Om w och us i planet ar linjart oberoende, da kan varje vektor i
planet skrivas som en linjirkombination av w; och us. {u1,us}
kallas darfor for en bas till planet.

Om w1, uy och us i rummet &r linjart oberoende, da kan varje
vektor i rummet skrivas som en linjirkombination av wq, us
och us. {u1, w2, us} kallas for en bas till rummet.

ON-bas

Om basvektorerna i en bas ar sinsemellan vinkelradta och har
langd 1, da ségs basen vara en ON-bas (ortonormerad bas).

Skaldarprodukt

Skaldrprodukten u - e mellan en vektor w och en enhetsvektor e
ar langden av vektorn w:s komposant i riktningen e.

Pekar u:s komposant och e i motsatta riktningar &r skalér-
produkten negativ.
Om 6 ar vinkeln mellan w och e, da &r

u - e = ||ul| cosb.

Skaldrprodukten mellan tva vektorer w och v definieras som

u-v=u-(Jvle) = [v]lu-e, = |ull [v]| cos.
Sats w och v &r vinkelrita < w-v=0.
Koordinatform

Om u = (u1, ug,u3) och v = (vy, vy, v3) i ett ON-system, da &r

UV = UiV + U2 + uzv3.

Rékneregler
u-v=v-u (Kommutativa lagen)
u-(vtw)=u-v+u-w (Distributiva lagen)
(u-v) = (ku) -v=u-(kv)



Linje

Lat ¢ vara linjen som gar genom punkten r¢ = (xg, Yo, 20) och
dr parallell med riktningsvektorn v = (a, b, ¢).

oy
%
7
Parameterform

Varje punkts ldge pa linjen kan beskrivas som att vi forst gar
till 7y och sen en viss stricka utmed v-riktningen,

r=7rg+1tv

O

Parametern ¢t bestimmer punktens avstand fran punkten 7.
Utskrivet i koordinatform far vi

T = x9+ at,
y:y0+bt7
z=2z9+ct.

Ekvation

Linjen kan ocksa beskrivas med ekvationen

I—ZTo Y—Yo Z— %0
a b c

(om a,b,c #0).

En punkt (z,y, ) ligger pa linjen om den uppfyller ekvationen.

Plan

Ett plan 7 kan beskrivas genom att ange en punkt ry =
(0, Y0, 20) 1 planet och en vektor n = (a, b, c) som &r vinkelrit
mot planet, en s.k. normalvektor.

Ekvation

En punkt r = (x,y, 2) ligger i planet om vektorn r —rq (fran rq
till 7) &r parallell med planet, vilket #r detsamma som att r—rq
ar vinkelrat mot n,

n-(r—ry =

I koordinatform blir ekvationen

a(x —xo) +b(y —yo) + c(z — 29) = 0.



Parameterform

Ett plan kan ocksa beskrivas genom att ange en punkt rg i pla-
net och tva linjart oberoende vektorer uw och v som ar parallella
med planet.

Varje punkt i planet kan da beskrivas som att vi forst gar till rg
och sedan en viss stricka i u-riktningen f6ljt av en viss stréicka
i v-riktningen,

r=rg+su-+tuv.

Parametrarna s och ¢t anger den stricka vi ror oss i respektive
riktning.

Kryssprodukt

Kryssprodukten u x v av tva icke-parallella vektorer w och v
definieras som den vektor som har en riktning som &ar vinkelrat
mot u och v enligt hogerhandsregeln,

u X v

och har beloppet
v = [[ul o] sin.
Koordinatform

Om u = (u1,us,u3) och v = (v1,v9,v3) 1 ett hogerhint ON-
system, da &r

uXxXv= (UQ’Ug — U3V2, —ULV3 + U3V, UV — u2v1).
Geometrisk tolkning

Om vi tolkar w och v som kantvektorer i ett parallellogram,

v



da ar
|lu x v|| = arean av parallellogrammet.
Rikneregler

UXV=—-vXuU
uX (V+w)=uxv+uxw
(vtw)Xu=vXu+wxu
E(u x v) = (ku) x v = u X (kv)
Observera att u X (v X w) # (u X v) X w i allménhet. Den
associativa lagen géller alltsa inte.

(Distributiva lagar)

Determinanter
2 X 2-determinanter

Tva vektorer u = (uy,us2) och v = (v1,v3) 1 planet spinner upp
ett parallellogram.

Arean av detta parallellogram &r beloppet av determinanten

+ .
Uy U2 U1 U2
= = U1V2 — UV1.
V1 V2 V1 U2

Determinanten ar alltsa en area med tecken.

(Antikommutativa lagen)

3 X 3-determinanter

Tre vektorer w, v och w i rummet spanner upp en parallellepi-
ped.

Volymen av denna parallellepiped ar beloppet av determinanten

Uy U2 us
U1 V2 V3| .
wyp w2 W3

Kofaktorutveckling lings forsta raden

En 3 x 3-determinant kan beridknas med kofaktorutveckling
lings forsta raden.
Vi illustrerar med ett exempel,

3 4 10
5 =2 3
1 0 7

Varje element i forsta raden ger en term i kofaktorutvecklingen.
Vi borjar med det vénstra elementet och stryker den rad och
den kolumn elementet befinner sig i.

-2 3
0 7



Determinanten av de tal som aterstar kallas for en minor. Den
forsta termen i kofaktorutvecklingen ar elementet ganger denna
minor,

3 4 10
5 -2 3|= 3-‘_02 3‘ + o
1 0 7

Nér vi gar vidare till nésta element i forsta raden strycker vi
pa samma sitt den rad och den kolumn elementet befinner sig
i,

5) 2 3
1 7

Den andra termen i utvecklingen &dr elementet ganger den nya
minor vi far av de icke strukna talen. Denna term har dock ett
minustecken framfor sig,

3 4 10
5 -2 3 :3’|_02 ?‘—4-";’ 3| + -
1 0 7

For det sista elementet i raden stryker vi raden och kolumnen
elementet befinner sig i,

5 =2
1 0

Den sista termen i utvecklingen blir elementet ganger motsva-
rande minor (med plustecken),

3 4 10
5o =2 3
1 0 7

-2 3
0 7

5 3
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:3" 1 0

'—4-| |+ 10.|5 _2‘.

Detta ar kofaktorutvecklingen av determinanten ldngs forsta
raden. 2 X 2-minorerna i utvecklingen rdknar man sen ut med
den vanliga formeln.

Determinantformel for kryssprodukten
Kryssprodukten u x v kan berdknas med foljande formel

€1 €2 €3
U Xv=\u uz U3,
v V2 U3

dér determinanten berdknas med kofaktorutveckling langs
forsta raden,

U2 U3 Uy us Uy U2
uxXv=e; — e + e3 .
U1 U3 U1 U2

V2

Skalar trippelprodukt
Den skalédra trippelprodukten definieras som

ay Qg as
[a,b,c]za-(ch): b1 by b3 ,
C1 C2 C3

Sats a, b och c ér linjart beroende < [a,b,c] = 0.

Bevis Vektorerna a, b och ¢ idr linjart beroende omm (om
och endast om) de ligger i ett plan, vilket dr detsamma
som att parallellepipeden de spinner upp har volym
noll, d.v.s. [a,b,c] = 0.



Avstandsproblem
Problem

Bestdm det kortaste avstandet mellan en punkt/linje/plan och
en punkt/linje/plan.
Gemensamt for alla dessa avstandsproblem ar att det kortaste
avstandet ges av det vinkelrdta avstandet.

Lat oss visa detta for avstandsproblemet mellan en punkt P
och ett plan.

Lat @ vara den punkt i planet som gor att vektorn FTC)) ar
vinkelrdt mot planet och lat R vara nagon punkt i planet.

PQR bildar da en ratvinklig triangel och Pythagoras sats ger
att

IPE|? = |PQ|? + |QR|? > | PQ|*.

Detta visar att | PR > |[|PQ||, d.v.s. att [|PQ| dr det kortaste
avstandet.

De méojliga avstandsproblemen &r

Avstand

mellan punkt linje plan
punkt 1 2 3
linje 4 5

plan 6

Vi visar nu hur man l6ser varje typproblem.

1. Punkt-punkt

Avstandet mellan punkterna P = (p1,p2,p3) och Q =
(q1, G2, q3) ges av avstandsformeln

IPQl = v(p1 — q1)2 + (p2 — 42)% + (p3 — 43)%.
2. Punkt-linje

Avstandet mellan punkten P och linjen ¢ ges av det vinkelrita
avstandet.

L

Tag en punkt @ pa £. Da ges avstandet av lingden av vek-
torn Q) P:s komposant vinkelrdtt mot linjens riktning v.




Vi far denna komposant som differensen mellan Cﬁg och Cﬁ’:s 4. Linje-linje
komposant i v-riktningen,
Avstandet mellan linjen ¢; och linjen ¢y ges av det vinkelrdta
P avstandet.

d=[|QP — (QP - e,)e,|.

e

. ev
5 @r

3. Punkt-plan

Avstandet mellan punkten P och planet 7 ges av det vinkelrita

avstandet. Avstandsvektorn dr parallell med vektorn

n = v; X V3,

som just dr vinkelrdt mot linjernas riktningar v, och vs. Tag
en punkt P pa ¢; och en punkt ) pa f5. Da ges avstandet d av
langden av vektorn CTP>:S komposant i n-riktningen.

P
Tag en punkt Q pa w. Da ges avstandet d av lingden av vek-
torn Q) P:s komposant i planets normalriktning n.

d=[(QP - en)en|| = |QP - e,

Q

d=[|(QP - en)e,| = |QP - e,



Vi kan inse detta med foljande resonemang. Lat A och B vara
de punkter pa respektive linje som ger det kortaste avstandet.

Da ér d = | BA| = |BA - e,|. Dela upp vektorn QP genom att
ga via B och A.

P

QP = QB + BA+ AP

Vi har nu att

|QP - e,| = |(QB + BA + AP) - e,,|
—| QB-e, +BA-e,+ AP-e, |

De grafargade termerna blir noll eftersom Q—B> och AP ir pa-
rallella med respektive linje och darmed vinkelrdt mot e,,.

—|0+BA e, +0|=|BA-e,| =|BA| = d.

5. Linje-plan

Linjen ¢ och planet m maste vara parallella for att problemet
ska vara meningsfullt (annars skéir de varandra och avstandet
ar noll). Tag en punkt P pa linjen.

Da ar avstandet mellan linjen och planet lika med avstandet
mellan punkten P och planet. Detta &r ett punkt-plan-
problem (se fall 3).

6. Plan-plan

De tva planen maste vara parallella for att problemet ska vara
meningsfullt (annars skir de varandra och avstandet &r noll).
Tag en punkt P i det en planet.

5

Da ar avstandet mellan planen lika med avstandet mellan punk-
ten P och det andra planet. Detta dr ett punkt-plan-problem (se
fall 3).
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