Avsnitt 7, Optimering

701 Bestdm Maclaurinpolynomet av andra graden till funktionen
a)  flz,y) =l +z+y?),
b)  fz,y) = €™ cos(z +y).

a)  Viloser uppgiften med tva metoder. I praktiska rikningar ér metod 2 enkla-
re, men var uppmirksam pa att det dr nodvandigt att anvinda Taylorpo-
lynomens entydighetssats i det fallet.

METOD 1 (Taylors formel)

Taylors formel ger

of of ha
h ho) = —(0,0) ==(0,0
F0+ 0+ = 10,0+ (0.0 Fo0) (1)
o0 f O f
—2( ) ) (070) h1
1 oz Ox Oy 3
+5 (i ha) 2 2 +0(r°),
2 o°f (0,0) ﬂ(o 0) ha
Oyox "’ 0%y
dér r ar en forkortning for ||(x,y)|| och dér vi i origo har
£(0,0) = In(1 + 0+ 0%) =0,
1
a—fzéln(l—ka:—}—yQ) = =1,
Ox Oz pmy—o L1+ T+ (7 P
2
g:£ln(1+x+y2) ==Y 5 =0,
dy 0Oy wey—o LHTHY [ o
ofr_o 1 -t S
9z dx l+a+y? |,_,_ +z+9y?)? |oyeo
’f o f 2 1 _ 2y _0
0xdy Oydxr Oy 1+xz+y? 2=y=0 (I+z+y*)? |,_y0 -
ﬁ,ﬁ 2y 2 (1+a+y?)—2y-2 _ 5
0y2 Oy 1+ax+9y2 wmy=0 B (14+x+y?)? w=y=0 -7

Vi far alltsa att
h1
FO+h,04he) =0+ (1 0) ()

-1 0\ /h
+3 (0 ho) ( 0 2) (hi) - Ol T}
= — 102 1 124 Ol (hs ko)),

eller om vi vill anvénda z och y som variabelnamn
3
METOD 2 (Substitution)

Maclaurinutvecklingen av In(1 + ¢) lyder
In(1+1¢t) =t— 12+ O().

I néirheten av origo &r uttrycket x + 32 litet sa om vi ersitter t med x + 2
i utvecklingen ovan fas

(142 +y%) = (@ +9°) = 3z +9") + O((z +9)*).

Polynomuttrycket i ordotermen har grad 3 sa vi kan ersétta ordotermen
med O(r3), déir r = ||(x,y)||. Termer utanfér ordotermen med grad 3 eller
hogre kan vi baka in i ordo,

=z +y’— %xz —ay? — %y4 +0(r®)
=x— %mz + 32 4+ 0(r?).
Enligt Taylorutvecklingens entydighetssats maste
In(l+z+y?) =a— 122 +¢y°+0(r?)
vara funktionens Maclaurinutveckling av grad 2.
Funktionen kan delas upp i tva faktorer e*¥ och cos(z +y). Vi ska Maclau-

rinutveckla faktorerna var for sig och sen pa slutet sla ihop dem till en
Maclaurinutveckling av produkten.



e®Y: Vi bérjar med Maclaurinutvecklingen av ef,
el =1+t+ 32+ 0,

och eftersom xy gar mot noll i origo sa kan vi ersitta ¢ med xy
och fa

eV =1+zy+ %x2y2 +0(2%y3) = 14 2y + O(r>).

Vi ngjer oss med att Maclaurinutveckla till grad 2 eftersom svaret
anda bara ska vara upp till grad 2.

cos(z + y): Vi Maclaurinutvecklar cost,
cost =1— 12 + O(t%),
och substituerar t = x + y,

cos(z +y) =1 =3 +y)*+O0((z +)*)

=1-122 —ay— 32+ O(?).

Vi far nu att produkten av e® och cos(x + y) blir

eeos(z+y) = (1+zy+0(r?))(1 - 32 —zy — 3y° + O(r?))

=1- 22" —ay— 3y° + oy — Loty — 2%y — Ly’ + O(r?),

dar vi anvént rdknereglerna

2™y O(r*) = O(r"),
O(’I‘m)O(T”) — ()(Tm+n>7
or™) +0(r™) =0(r"), omm<n.

Vi forenklar nu uttrycket genom att baka in termer av grad 3 eller hogre i
ordotermen,

eeos(r+y)=1- %xz - %yz +0(r%).

Enligt Taylorpolynomens entydighetssats &r detta andra ordningens
Maclaurinutveckling av funktionen.

702 Bestdam Taylorpolynomet av andra graden till funktionen

a)
b)

flz,y) = ii—z i punkten (1,0),

f(z,y) = In(x 4+ ¢*) i punkten (1,1).

Vi ska alltsa utveckla funktionen sa att den kan skrivas som

f(l'7y) = pz(x,y) + O(T3)7

dér po &r ett polynom av grad 2 och r &r en férkortning for ||(z — 1,y)||.

Vad vi forst observerar ar att funktionen &r en produkt av tva enklare
funktioner

1
(x+y)-x_y7

sa vi utvecklar faktorerna var for sig och multiplicerar ihop allt pa slutet.

T+ y: Faktorn x + y dr redan ett polynom sa den har en enkel Taylor-
utveckling kring (1,0),
r+y=1+@-D)+y=1+(z—1)+y+00(?).
1 A
: Om vi skriver om faktorn som
r—y
1
I+(@—1—y)

sa ser vi att den graa termen gar mot noll néar (z,y) — (1,0). Vi
Maclaurinutvecklar darfor

1
—  =1—t++0@E
14t O

och substituerar sen t = x — 1 — y,

1
1+(x—1—y)
=1—(z—1)+y+(x—1)7°-2z—-y+y>+0().

:17((acfl)—y)Jr((x71)+y)2+0(r3)



Thopmultiplicerat far vi

f@,y) =(z+y): pra—
=14+ @-1)+y+0@?)-
—2(z -1y +y*+0(r?))

=l-(z—D4y+@-1%=2—1y+y>+0(>
+(z—-1)—(z—1)>+ (z— Dy + 0>
+y—(z-Dy+y*+0(?)

=142y —2(xz— Dy +2y°>+0(r>).

(I-(z—-1)+y+(z—1)>

Enligt Taylorpolynomens entydighetssats dr detta Taylorutvecklingen av
funktionen i punkten (1, 0).

b)  Eftersom vi ska Taylorutveckla funktionen kring (z,y) = (1,1) bérjar vi
med att uttrycka funktionen i variablerna z — 1 och y — 1. Vi har da att

r=14(z—1),
P=w-12+22—-1=(@y-12+2y—-1)+1.
Alltsa ar
In(z+y*) =2+ @-1)+2@y—1)+ (y—1)?).
Den graa termen ir noll i (1,1) sé vi Maclaurinutvecklar
In(2+¢) =In(2(1+ 1t)) =In2+In(1 + 1¢)
— 2+ 1t —1(3t)* + 0@
och substituerar t = (z — 1) +2(y — 1) + (y — 1)2,
fla,y) =2+ 3 ((z -1 +2(y - 1)+ (y —1)%)
~HE-D+2y -1+ -1 +00")
=In2+iz-1D)+@y-1)+3@y—-1°-i(x-1)
3@ =Dy —-1) -3 -1)*+00)
=In2+i@z-1)+@y-1)-3@x-1)7
— 3@ =1)(y—1)+0(?),

dér r = [|[(x —1,y—1)|. Enligt Taylorutvecklingens entydighetssats &r detta
Taylorutvecklingen av funktionen f av andra ordningen i punkten (1,1).

704a Ange det storsta virdet pa n, sa att f(z,y,z) = O(r"™), dir r = /22 + y2 + 22
och

f(z,y,z) =sinz siny sinz — sin(x + y + z).

Om vi Maclaurinutvecklar funktionen sa kan den skrivas som

flz,y,2) =

Den forsta nollskilda termens gradtal n i utvecklingen har storleksordning-
en O(r™) dér exponenten inte kan véljas storre. Detta visar att

f(@,y,2) = O@").

Alla argument till sinus-funktionerna i funktionen f gar mot noll, sa vi kan ut-
nyttja Maclaurinutvecklingen av sint,

(konstantterm) + (linjéra termer) + (kvadratiska termer) + - - - .

sint =t — 5t + £t° + O(t")
och substituera t = x, t =y, t = z respektive t =z + y + z,

Fz,y,2) = (v — §2° + g +O(w7)) (v—5v° + 9" + 0("))
(z——z —&-mz +0(r") — ((z +y—|—z)——(m—|—y+z)
+ 5@ +y+2)°+0(7))
=—z—y—z+00?=0(").

Vi maste alltsa vélja n = 1.



801b Bestam lokala extremvéarden till

flz,y) =2 +y° — 3zy.

Funktionen kan anta lokala extremvérden i foljande typer av punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.

Eftersom f &r ett polynom #r den differentierbar Overallt och dess defini-
tionsméngd r alla (z,y) och saknar ddrmed rand.

De enda punkter dir f kan anta lokala extremvérden dr alltsa i kritiska punk-
ter, d.v.s. i punkten dér

_(9f 9fy _
vi=(5,3,) =00 ()
Vi har
Of o 2
el 3x 3y,
Of _ 4 2
aiy = 3y 3(E,
sa (*) ger ekvationssystemet
z® — y =0, (1)
y> —x=0. (2)

Loser vi ut y fran (1) och stoppar in i (2) fas
t—r=2@*-1)=0
som har de reella rétterna * = 0 och z = 1. Med (1) far vi d& att de kritiska

punkterna till f &r (0,0) och (1,1).
Om vi Taylorutvecklar f kring en av de kritiska punkterna far vi

f = konstant + linjéra termer +kvadratiska termer + O(r?)
—_——
=0
= konstant + kvadratiska termer 4+ O(r%).

Lokalt kring den kritiska punkten har alltsa f utseendet

f = konstant + kvadratiska termer,

sa punktens karaktéir avgors av de kvadratiska termerna.
Enligt Taylors formel ges de kvadratiska termerna av

dar

0% f 0% f
02 ozdy | (M
hi h
oo oy | )
dyoxr  Oy?
ST T T
ox2 7 Qxdy  Oyoxr O Oy Y-

Om denna kvadratiska form ar

e positiv, da har f ett lokalt minimum i punkten,

e negativ, da har f ett lokalt maximum i punkten,

e bade och, da har f en sadelpunkt i punkten.

Vi undersoker nu de kritiska punkterna var for sig.

(0,0):

Den kvadratiska formen blir i detta fall

o (L5 70) ()

Eftersom matrisen &r symmetrisk (vilket Hessianen alltid #r) sa finns
det en egenvektorbas dér den kvadratiska formen har utseendet

A 0 h'
(hll hl2) <01 )\2> (h/l> = A (h})? + A2 (hh)*.
2

Notera att bara existensen av en egenvektorbas, som spektralsatsen
garanterar, ricker for oss. Vi dr inte sa intresserade av i vilka riktningar
den kvadratiska formen har sina huvudaxlar utan formens tecken &r det
enda som &r intressant.



Fran sekularekvationen far vi egenvérdena

-2 =3
-3 =

=4 A1 =-3 och X =+3.

‘:A2—9:0

Den kvadratiska formen har alltsa utseendet
—3(h)* + 3(hy)?

i egenvektorbasen. Har ser vi att den kvadratiska formen antar bade
positiva och negativa virden (positiva virden lings hj-riktningen och
negativa virden ldngs h/-riktningen).

Den kritiska punkten &r alltsa en sadelpunkt.

(1,1): Den kvadratiska formen blir

o (578 ) ()

Precis som for den kritiska punkten i origo bestdmmer vi Hessianens
egenvirden och dédrmed dess kanoniska form i egenvektorbasen.

Sekularekvationen ger

6-A =3
-3 6—-A

‘_)\212)\+25_0

& A1 =3 och Xy =09.
Den kanoniska formen blir
3(hh)? + 9(h3)?,
som &r positiv vilket betyder att den kritiska punkten &r en lokal mi-
nimipunkt.

Funktionen har alltsa ett lokalt minimumvérde f(1,1) = —1 i punkten (1,1).

801d Bestam lokala extremvéirden till

flz,y) = 2 + 22° + zy + 7.

Lokala extremvérden kan antas i nagon av foljande punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.

Funktionen f &r ett polynon sa fall 2 och 3 ger inga punkter. I kritiska punkter
géller att

(O O\ _ a2 _
Vf_(ax,8y>_(3a: +dz+y,x+2y) = (0,0)
d.v.s.
322 +4x+y =0, (1)
x+2y=0. (2)

Fran (2) far vi z = —2y. Detta insatt i (1) ger

1202 -8y +y =0 < y=0, y=15,
och motsvarande z-viirden far vi fran (2)

z=—-2-0=0 respektive z=-2-5 :f%.

De kritiska punkterna ér alltsé (0,0) och (=1, 5).

Vi undersoker de kritiska punkternas karaktidr genom att bestdmma tecknen
hos Hessianens egenvirden. Hessianen ges av

" 1 6x+4 1
- (B ) (554 )
wom) U
(0,0): I punkten (z,y) = (0,0) dr Hessianen

H(0,0) = (‘11 ;) .



Egenvirdena far vi fran sekularekvationen

4—-) 1

=X _6A+T7=0
12— +

& A =3-—v2 eller X\ =3+V2

Eftersom bada egenviirdena ir positiva ér (0,0) en lokal minimipunkt.

(_

(SN

,15): Nér (z,y) = (—%, %) &r Hessianen

Egenvérdena &r

3= 1
1 2—-A

& A =-3-3V29, d=-1+1v29.

’:)\24—/\—7:0

Ett egenviirde dr negativt (A1) och ett egenvirde &r positivt (Ag), vilket
betyder att punkten &r en sadelpunkt.

Funktionen har alltsa ett lokalt minimivérde f(0,0) = 0 i origo.

801h Bestam lokala extremvéarden till

flay) =2"+y° —zy —v.

Vi har tre typer av punkter att underscka
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar,
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.
Vi undersoker de tre fallen
1. Gradienten lika med noll ger
Vf=32>—y,2y—x—1)=(0,0)
d.v.s.

3$2_y207 (1)
2y—x—1=0. (2)

Fran (1) far vi y = 322, Detta insatt i (2) ger

N [=

622 —2—-1=0 & xr=— eller x =

1
3
Ekvation (1) ger motsvarande y-viirden y = = respektive y =

1
3
Vi far de kritiska punkterna (—3, 3) och (3, 3).

W[

2. f &r ett polynom och dérfor differentierbar éverallt.

3. f &r definierad 6verallt och saknar ddrmed randpunkter.

" " 61' 71
Hf@,y):(m >:< )
n f) T\

Vi kan avgora de kritiska punkternas karaktéir genom tecknen hos Hessianens
egenvéarden.

Hessianen till f ar



(—=%.%): Idenna punkt &r Hessianen

och egenvirdena &r

—2-x  —1 )
=X -5=0

-1 2—-A

& AL = *\/5, Ay = +/5.
Punkten &r alltsa en sadelpunkt eftersom A1 < 0 < As.

(%, %): Hessianen har vérdet

Hy(3,3) = ( j _é )

Egenvirdena far vi fran sekularekvationen

‘3A -1 ):/\2—5>\+5:0

-1 2-=A
= )\122—%\/5, )\2:%-"-%\/5.

Eftersom A och A\ &r positiva dr punkten en lokal minimipunkt.

Funktionen har alltsé ett lokalt minimivéirde f(3,3) = —{% i punkten (3, %).

801k Bestiam lokala extremvérden till

f@y) = (y—2°)(y — 23).

Ett lokalt extremvirde kan antas i féljande typer av punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte ar differentierbar, och

3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.

Eftersom f &r ett polynom sa ger fall 2 och 3 inga punkter. Vi underséker darfor

endast de kritiska punkterna.
Satter vi gradienten lika med noll fas

V= (-2x(y—22)-2(y —2°),1-(y—22) +1-(y — 2?))

= (6332 — 2xy — 2y, —x® — 2z + 2y) = (0,0)
d.v.s.
62> — 22y — 2y = 0,
—2% - 22 +2y=0.
Vi loser ut y fran (2),
Yy = %xQ —+x
och vi stoppar in i (1),
62> — 230(%352 + x) — 2(%9&2 + x) =0
& 2P -3 +22=0
= r=0, =1 eller x=2.

Med (3) far vi motsvarande y-vérden
y=0, y= % respektive y = 4.

Det finns alltsé tre kritiska punkter (0,0), (1,3) och (2,4).
Vi bestammer dessa punkters karaktéir med Hessianen

SO 120 — 2y —2x—2
Hf(‘r’y):<// Z///>:<2£L,2 2

zy vy

) |



(0,0): Hessianen har vérdet

och egenvirdena

A =2
—2 2-A

= )\1:1—\/5, )\2:1—}—\/5.
Eftersom A; < 0 och A2 > 0 ér (0,0) en sadelpunkt.

’:A2—2)\—4:0

(1,2):  Hessianen har virdet

och egenvirdena

9-X -4 | -

‘ 4 2_)\‘)\ —11Ax+2=0
S M =1(11-V117), X=1i(11+V117).
Eftersom A; > 0 och Ay > 0 &r (1, 2) en lokal minimipunkt.

(2,4): Hessianen har egenvirdena

16-A —6 | ., 3
‘ 6 2-2 ’—)\ —18\—4=0

& M =9—85 A=9+35.
Eftersom A; < 0 och A2 > 0 &r (2,4) en sadelpunkt.

Funktionen har alltsa ett lokalt minimivirde f(1,3) = —1 i punkten (1,

801m Bestidm lokala extremvérden till

1 .
flz,y) = —+z+y dazy#O0.
zy

3
2

).

Lokala extrempunkter finns bland féljande punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dar f inte dr differentierbar, och
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.
Vi kontrollerar de tre fallen.

1. Sétter vi gradienten lika med noll fas

1 1
Vf= (_x_2y s +1) = (0,0)
d.v.s.
2’y —1=0, (1)
ry? —1=0. (2)

Vi kan 16sa ut y fran (1) (kom ihag x # 0)
1
Yy=—- (3)
Instoppat i (2) fas
1 3
x

som har den (reella) roten x = 1. Motsvarande y-viirde far vi fran (3), y = 1.
Funktionen har en kritisk punkt i (1,1).

. Funktionen f ges av ett elementért uttryck (rationell funktion) s& f &r dif-

ferentierbar overallt dir den dr definierad.

. [ &r definierad 6verallt utom pa z- och y-axeln sa dessa punkter dr rand-

punkter. Men eftersom de inte tillhor definitionsméngden kan de inte vara
lokala extrempunkter.



Vi undersoker den kritiska punkten genom att berédkna Hessianen,

2 1
" " 30 2,2

vy Ty

Hy (x7 y) = Q/C/x z/!/x = 1 )
x2y2 :L-y?)

I punkten (1, 1) har den virdet

Hy(1,1) = G ;)

och egenvirdena

‘2—)\ 1

_ )2 _ _ _ _
1 2_/\‘—/\ 4A+3=0 =4 =1, =3

Hessianen har alltsa tva positiva egenvirden och den kritiska punkten &r ddrmed
en lokal minimipunkt.

Svaret &r alltsa att funktionen har ett lokalt minimivérde f(1,1) = 3 i punk-
ten (1,1).

801p Bestdm lokala extremvérden till

z® +y° +38
zy '

flz,y) =

Lokala extrempunkter hittar vi bland
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och

3. randpunkter som tillhor definitionsomradet.

Vi undersoker dessa tre fall

1. Kritiska punkter uppfyller

322 axy— (3 +y3+8) -y 3y2-my—(x3+y3+8)~x)
(zy)? ’ (zy)?

:<2x3—y3—8 2y3—a:3—8> — (0.0)

vi=(

x2y ’ zy?
d.v.s.
22—y =8, (1)
—a3 4+ 2y% = 8. (2)

Om vi behandlar 2% och y3 som obekanta iir (1) och (2) ett linjért ekvations-
system och Cramers regel ger att

S
8 2 22— (=
a_ _ 82-(1)8
2 1] 22-(-1)-(-1)
-1 2
ERl
-1 2.-8-8-(—-1
y3: = ( ) :87
2 1| 22-(-1) (-1
-1 2

vilket betyder att @ = 2 och y = 2. Punkten (2,2) &r den enda kritiska
punkten.

2. f ges av ett elementért uttryck och darfor differentierbar 6verallt dér den &ar
definierad.

3. f &r definierad 6verallt utom da xy # 0, sa - och y-axeln blir randpunkten,
men de tillhor inte definitionsméngden.

Vi ska nu bestdmma den kritiska punktens karaktidr med Hessianens egenvirden.

Hessianen &r
1 1
_ T yx
Hf (I, y) - 1" "
zy  Jyy



dar

o 622 - 2%y — (22% — 3> — 8) - 2y _ 223 + 293 + 16

(z?y)? z%y
f// _ o _ —3a? - $y2 - (2y3 — 2’ — 8) ) y2 _ —22% — 23/3 +8
vy = Jyz (2y2)2 2242 J
o 6y -y — (293 — 23 — 8) - 22y _ 223 + 2y + 16
Yy (zy2)2 2y’ :

I punkten (2,2) har Hessianen virdet

2.2542.23416  —2.23-2.2348

23.2 22.22

Hy(2,2) = 22322348 223 3
—2.23_2. 234223416

22422 2.23

I
VR
Njw W

W W
v

och egenvirdena

3
A 2 == +2 =0

leo |

3
3

2|
& M =3-3V1I, A =3+3VIL

Bada egenvirdena #r positiva sa den kritiska punkten #r en lokal minimipunkt.
Funktionen antar alltsa det lokala minimivéirdet f(2,2) = 6 i punkten (2, 2).

802b Bestam lokala extremvéarden till

fla,y) =y* -2y — (z —y)".

Vi ser direkt att f &r definierad och differentierbar 6verallt. Lokala extrempunkter
maste alltsa vara kritiska punkter.
Satter vi gradienten lika med noll fas

Vf = (4('73 - y)372y -2- 4(1’ - y)3 : (_1)) = (07O)a

d.v.s.

Az —y)* =0, (1)
2y — 2+ 4(x —y)> = 0. (2)

Fran (1) far vi att « = y. detta insatt i (2) ger
20—-2=0 & y=1.

Punkten (1, 1) &r alltsa den enda kritiska punkten.
Vi understker Hessianens egenvérden i den kritiska punkten. Vi har

(e B\ _(12e-y? 12 -y
Hf(xa y) - < 1" " > - <—12(.’E _ y)2 2 — ]_2(£E — y)2>

ry vy

och i punkten (1,1),

Hi(1,1) = (8 g)

Egenvérdena &r

’—/\ 0

0 2_/\‘:—,\(2—»:0 & A1=0, A2=2

Eftersom ett egenvirde &dr noll och det andra egenvérdet positivt dr den kvadra-
tiska formen s.k. positivt semidefinit. I den riktning egenvérdet &r noll ger andra
ordningens termer (d.v.s. Hessianen) i Taylorutvecklingen ingen information om
funktionens variation kring punkten. Kring punkten (1,1) har alltsa funktionen
upp till andra ordningen en graf med utseendet

z

L

S
/ - Egenriktning som

x svarar mot Ao = 2

Egenriktﬁing som
svarar mot A1 =0

I egenriktningen som svarar mot egenvirdet A\; = 0 maste vi titta pa hogre
ordningars termer i Taylorutvecklingen for att bestdmma punktens karaktér.



Egenriktningen med egenvirdet A\; = 0 ges av l6sningarna till H(1,1)x = 0.
Vi gausseliminerar,

ol -
[

Egenriktningen ar alltsa

(=)= )=o)

Nu dr funktionen ett polynom sa det dr enkelt att bestimma Taylorutvecklingen
i punkten (1,1) genom att skriva om polynomet i termer av  — 1 och y — 1. Vi
har

v —2y=(y—1)>-1,
(@—y'=(e-1)-(@-1)",

och funktionen ar

flay) = =14y -1)° - (@-1) - (y-1)"

I riktningen (z — 1,y — 1) = #(1,0) dr funktionen
fA+t,1)=-1—-tt< -1 fort#0.

I egenriktningen (1,0) ger alltsa hégre ordningars termer ett negativt bidrag till
funktionen, sa funktionen har alltsa en graf med utseendet.

Den kritiska punkten &dr ddrmed en sadelpunkt.
Svaret blir att funktionen saknar lokala extremvéarden.

812 Vilka av foljande kvadratiska former &r definita, indefinita eller semidefinita?
b)  Q(h,k,£) = h® + k> + k¢,

d)  Q(h,k,0) =2h* + k> + (% + 2hk + k¢,

e)  Q(h,k,£) = h* +2k* + (2 — 2hk — 2Kk¢.

Den kvadratiska formen &r
o definit, om den dr > 0 eller < 0 for alla (h, &, ¢) # (0,0,0),
e indefinit, om den &r > 0 1i en riktning och < 0 i en annan riktning, och

e semidefinit, om den dr > 0 eller < 0 for alla (h, k,£) # (0,0,0) med likhet
i atminstone en riktning.

b) MEeToD 1 (Egenvérden)

Vi skriver forst den kvadratiska formen med en matris

1 0 O h
Qhk)=n k oo 1 L| [k
0 & 0o/ \f

Om vi nu uttrycker den kvadratiska formen i matrisens egenvektorbas fas
A 0 0 h
QN K 1) = (h’ K E’) 0 X O k|,
0 0 X3 A
dir (h', K, ') betecknar koordinater i egenvektorbasen och i, Ao, A3 &r
matrisens egenvérden.

I denna form &r @ enkel att analysera. Vi ser ndmligen att
Q(h/’k/’gl) — )\1(/1/)2 +)\2(kl)2 4 A3(£l)2

ar



o definit, om Aq, Ay, A3 > 0 eller A1, A, A3 < 0,

e indefinit, om det finns tva egenvirden med olika tecken,

e semidefinit, om A1, A2, A3 > 0 eller A\, Ao, A3 < 0 dér atminstone en
av egenvirdena dr noll.

Egenvirdena far vi fran matrisens sekularekvation

1-Ax 0 0
1 1-X 3 ‘
2

Den kvadratiska formen &r alltsa indefinit.
METOD 2 (Kvadratkomplettering)

Vi kvadratkompletterar en variabel i taget. Eftersom h endast férekommer
som en rent kvadratisk term i () behover vi inte kvadratkomplettera med
avseende pa h. Nér vi kvadratkompletterar nésta variabel k fas
2
Qh,k,0) = h? + (k+ 307 — (30)"
Den sista variabeln ¢ féorekommer ocksa som en rent kvadratisk term sa
ingen kvadratkomplettering dr nédvéndig.

Om vi later h variera och haller k + %5 och %E fixa sa ar @ positiv. Om vi
later ¢ variera och haller h och k + £/ fixa sa r Q negativ.

Den kvadratiska formen &r alltsa indefinit.

Vi maste dock vara forsiktiga néir vi kvadratkompletterar. T.ex. &r den
kvadratiska formen

Q(h, ki, 0) = h2 + 2h0 + 2k + (>

lika med

Qh k)= (h+Ek+0>+(h—k—1072%—(h+ k),

vilket antyder att @ skulle vara indefinit, men det &r den inte. Uttrycken h+
k+4£, h—k—{ och h+k &r ndmligen linjért beroende och det gor att vi inte

kan variera h + k och samtidigt halla h+ k+ ¢, h — k — ¢ fixa. En "korrekt”
kvadratkomplettering

Q(h,k,0) = (h+ £) + 2K*

avslojar att @ &r (positivt) semidefinit (inte definit; vi far inte glomma
den tredje kvadrattermen som &r noll). (Detta exempel &r himtat fran
[Kristoferson, Algebra och Geometri II, Stockholm 1974]).

Det &r alltsa viktigt att kvadratkomplettera en variabel i taget for att fa
linjart oberoende basuttryck.

Vi kvadratkompletterar en variabel i taget

Qh,k,0) = 2(h+ LK) — LK2 + k2 + 2 + ke
=2(h+ 3k)* + 3k2 + 2 + ke
=2(h+ 1K)+ Lk +0)? - 124 2
=2(h+ 1K)+ Lk + 0% + 12

sa far vi en summa av kvadrater. Den kvadratiska formen &r alltsa (positivt)
definit.

Vi sétter igang och kvadratkompletterar,

Q(h, k,0) = h? + 2k + (% — 2hk — 2k(
=(h— k)2 k2 4+ 2k% 4 02 — 2k0
=(h—k)*+ K>+ — 2kt
=(h—k?+(k-02-0+0
=(h—k?+(k—0>+0-02

Den kvadratiska formen #r alltsa (positivt) semidefinit.

815 Sok det stérsta och minsta virdet av funktionen f(z,y) = 2? + 2y*> — x pa cir-



keln 22 +y? = 1.

Om vi siitter g(x,y) = 22 + y? — 1 kan problemet formuleras som
max/min f(z,y)

da g(z,y) = 0.

For problem av denna typ (max/min-problem med likhetsvillkor) dér bivillko-
ret g(z,y) = 0 definerar en begrénsad kurva (enhetscirkeln i detta fall) antas

storsta och minsta virdet i en av foljande punkter
1. kritiska punkter till f pa kurvan g =0,
2. singuldra punkter pa kurvan g = 0, d.v.s. punkter dir Vg = 0
3. punkter dir f eller g inte &r differentierbara.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. f har en kritisk punkt pa kurvan g = 0 nér
V[ &r parallell med Vg.

Ett satt att formulera detta villkor ar att det finns en skalar A sa att

Vf=AVg.
Vi har att
of of
Yosow—1, Yoy
i vl
dg of
RCA) S
Ox © Oy Y
Villkoret () blir alltsa
(2z — 1,4y) = A(2z,2y).

Detta villkor tillsammans med bivillkoret ger ekvationssystemet

2 — 1 = 2)\x,
4y = 2y,
z? + y2 =1.

Fran ekvation (2) far vi tva fall.

y # 0:

Totalt har vi foljande kritiska punkter

och (

Da ger (3) att
=1 &
Fran (1) far vi att
2¢ — 1 1
A= =1—-—=1F31.
2x 2 T2
Detta fall ger oss alltsa tva kritiska punkter (1,0) och (—1,0).

I ekvation (2) kan vi férkorta bort y och far A = 2. Detta insatt
i (1) ger z = —1. Ekvation (3) ger

2
()" +y*=1 &  yxivs
Vi far alltsa tva kritiska punkter (—%, %\/g) och (—%, —%\/5)
( 3

3V3)-

2. Singuldra punkter pa kurvan g = 0 uppfyller

Vg = (2z,2y) = (0,0) & x=y=0,

men (0,0) &r inte en punkt pa kurvan (uppfyller inte g = 0).

3. Bade f och g ar polynom och differentierbara éverallt.

Funktionen f antar alltsa sitt storsta respektive minsta viirde i en av de kritiska
punkterna. Vi behover alltsa bara rdkna ut f:s vérde i dessa punkter for att
bestdmma, storsta respektive minsta virdet

f(lO):O
f(-1.0) =
F(=3.3V3)
F(=3.-3V3)

(minsta viirde)

,  (storsta virde)

Z
9
4



816 Vilka virden kan funktionen f antaga om

a)
<)

flz,y) =2+ 2y da 22 + 4% =1,
flz,y) = zy? da 5z +y? = 15.

Om A &r minsta virdet f antar pa kurvan och B ér f:s storsta virde pa kurvan,
da antar f alla virden mellan A och B enligt satsen om mellanliggande virden
eftersom f dr kontinuerlig och kurvan &r sammanhéngande. Virdeméngden &r
alltsa [A, BJ.

a)

Sitter vi g(x,y) = 222 + y? — 1, da ska vi alltsd bestimma
max/min f(z,y)
da g(z,y) =0.

Malfunktionen f antar sitt storsta/minsta virde pa den kompakta ellip-
sen g = 0 i en av foljande punkter

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),
2. singuldra punkter pa kurvan g = 0 (Vg = 0), och
3. punkter dir f eller g inte &r differentierbar.

Vi undersoker dessa tre fall.

1. Ett sétt att formulera villkoret att V f &r parallell med Vg &r att det
ska finnas en skaldr A\ sa att

Vf=AVg.

Ett annat sétt dr att placera V f och Vg som rader i en determinant.
Determinanten dr noll nér V f och Vg &r parallella,

—Vf— 2 4y
= =—122y = 0.
—Vg— dr 2y
Vi far tva fall
x=0: Bivillkoret ger da att
2.0°+¢y%=1 & y = =+1.

Vi far alltsa tva punkter (0,1) och (0, —1).

y=0: Vi far fran bivillkoret
222 402 =1 & z:i%,
vilket ger tva punkter (%,0) och (—%,O).
De kritiska punkterna &r alltsa (0, 1), (0,—1), (%,0) och (—%, 0).

Y

2. Villkoret Vg = 0 ger
Vg = (4z,2y) = (0,0) & x=y=0.

Punkten (0,0) ligger dock inte pa kurvan (g(0,0) = —1 # 0).

3. f och g &r differentierbara 6verallt eftersom de &r polynom.

Det storsta och minsta vérdet av f finns bland féljande varden

f(0,1) =2, storsta virde
f(Oa _1) = 2a

f(%,()) = %, minsta véirde
b0 =1

Virdeméngden till f pa kurvan g = 0 &r alltsé [£,2].
Vi siitter g(x,y) = 5z% + y? — 15. Problemet
max/min f(z,y)
da g(z,y) =0.
antar sina lokala kritiska punkter i féljande typer av punkter

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),
2. singuléira punkter pa kurvan (Vg = 0), och



3. punkter dér f eller g inte &r differentierbara.
Vi tar och understker dess punkter.

1. T en kritisk punkt &r V f parallell med Vg. Om vi placerar dem som
rader i en determinant dr de parallella omm determinanten &r noll,

N v
—Vg— |

Y 2axy

= 2y° — 202°
10z 2y Y Y

= 2y(y? — 102?) = 2y(y — V10z)(y + V10z) = 0.

Detta bivillkor ger oss tre fall.
y = 0: Bivillkoret ger da att

522 + 0% =15 & =13,

d.v.s. tva punkter (v/3,0) och (—/3,0).
Y= V10 z: Fran bivillkoret far vi

522 + 1022 = 15 & z=—1 eller z=+1,

och motsvarande y-virden & y = —+/10 respekti-
ve y = /10. Detta fall ger oss tva punkter (—1,—/10)
och (1,/10).

y = —v/ 10 z: Bivillkoret ger att
522 4+ 1022 = 15 & z=-1 eller xz=1.

Motsvarande y-vérden ar y = /10 respektive y = —1/10. Vi
far tva punkter (—1,4/10) och (1, —v/10).
Sammanlagt har vi foljande kritiska punkter (v/3,0), (—+/3,0),
(—1,—v/10), (1,v/10), (=1,/10) och (1, —/10).

Y

2. Kurvan g = 0, ar singulér i punkter dar
Vg = (10z,2y) = (0,0) = r=y=0,
men (0,0) ligger inte pa kurvan (g(0,0) = —15 # 0).
3. f och g &r polynom varfor de ar differentierbara éverallt.

Funktionens storsta och minsta virde pa kurvan g = 0 &r bland féljande
vérden

FV3,
F(=V3,
f(=1,-V10

0) =

0) =
) =

( \/E)z , storsta virde
) =
)

0, minsta varde

f(=1,7/10
f(17 \/E

Virdemingden till f pa kurvan g = 0 &r ddrmed [—10, 10].

819a Bestdm viardeméngden till funktionen
fla,y) =2 + dy?

om z* 4+ y* = 17.

Eftersom funktionen f #r kontinuerlig och z* 4+ y* = 17 definierar en sam-
manhéngande kurva,

\
4




ger satsen om mellanliggande virden att f antar alla virden mellan sitt minsta
och storsta virde.
Sitt g(z,y) = 2* + y* — 17. Vi ska alltsd 16sa foljande problem

max/min f(z,y)
da g(z,y) =0.

Vi har da att undersoka foljande punkter.

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),

2. singuldra punkter pa kurvan g = 0 (Vg = 0), och

3. punkter dér f eller g inte &r differentierbara.

Vi undersoker.

1. I de kritiska punkterna &r V f parallell med Vg, vilket &r detsamma som att

20 8y
43 43

—Vf—
| ‘ = 8zy°® — 3223y

= 8xy(y* — 42?) = Sxy(y — 2x)(y + 22) = 0.

Denna ekvation dr uppfylld ndr en av dess faktorer &r noll.

z =0
y=0:
y = 2x:

Bivillkoret ger da att
y=+V17,

och vi far punkterna (0, v/17) och (0, —v/17).
Bivillkoret ger att

0+ ¢t =17 o

x:j:f/ﬁ,

och vi far punkterna (v/17,0) och (—+/17,0).
Bivillkoret ger att

20t =17 N

2t +16z* = 17 =N = +1.

Motsvarande y-virden dr y = +2. Vi far alltsa punkterna (1,2)
och (-1, -2).

y = —2x: Bivillkoret ger att

2t +162* = 17 & r = +1.

Motsvarande y-virden ér y = F2. Vi far alltsa punkterna (1, —2)
och (—1,2).

Kritiska punkter &r saledes (0, v/17), (0, —v/17), (v/17,0), (—=v/17,0), (1,2),

(-1,

—2), (1,-2) och (—1,2).

\
7

2. Singuldra punkter pa kurvan g = 0 ges av

Vg = (42°,4y°) = (0,0) & z=y=0

som inte tillhor kurvan.

3. Bade f och g ér differentierbara 6verallt i och med att de &r polynom.

f:s storsta och minsta virde har vi att soka bland féljande virden

f(0, W) = 4\/1—7a
70, /) = /7,
f(V17,0) = /17,  minsta viirde
F(VT7,0) = VT,
f(1,2) =17, storsta virde
f(-1,-2) =17,
f(1,-2) =17,
f(=1,2) =17.

Virdemiingden #r alltsa [v/17,17].



822a Vilken dr den maximala produkten av tre positiva tal med summan 67

KAlla de tre talen for x, y och z. Da ska vi alltsa maximera produkten zyz
nir r 4+ y + z = 6 och z,y, z ir positiva. Problemet kan dirmed formuleras som

max xyz

. {x+y+z6
da
x,y,2 >0

Om vi sétter f(z,y,z) = zyz och g(z,y,z) = x+y+ 2z — 6 sd antar f sitt storsta
virde pa ytan g = 0 i en av foljande punkter:

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),

2. singuléira punkter pa ytan g =0 (d.v.s. Vg = 0), och

3. punkter dér f eller g inte &r differentierbar.

Notera att tilliggsvillkoren x,y,z > 0 inte introducerar nagra nya randpunkter
eftersom villkoren &r 6ppna ">’ och inte ">’ vilket gor att eventuellt nya rand-
punkter inte tillhér méngden av tillatna punkter.

Vi undersoker nu de tre fallen.

1. Att Vf och Vg ska vara parallella kan vi skriva som
Vf=AVyg,
for nagon skalar \. Detta ger
(yz,zz,zy) = A (1,1,1),

d.v.s. yz = xz = xy = A. Dessa villkor tillsammans med bivillkoret ger

ekvationssystemet
yz =z, (1)
zz = 1Y, (2)
r+y+2z=06. (3)

Eftersom z,y,z > 0 ger (1) och (2) att
y=xz, z=y & r=y=z
Detta insatt i (3) ger
3r =06 & T =2.

Punkten (x,y, z,) = (2,2,2) ér alltsa den enda kritiska punkten.

2. Vihar att Vg = (1,1,1) # (0,0, 0).
3. f och g &r differentierbara Gverallt.

Det storsta véirdet f antar dr alltsa f(2,2,2) = 8.

Anm. f antar faktiskt inget minsta virde i omradet utan f > 0 6verallt men f — 0
nér z, y eller z — 0.

822b Vilken &r den maximala arean en ritvinklig triangel med omkretsen 27

Lat oss kalla triangelns bas fér b och dess hojd for h.

b
Hypotenusan blir da v/b% + h? enligt Pythagoras sats, och triangelns omkrets blir

b+ h+ b2+ h2

Vi ska alltsa bestamma det storsta viardet arean %bh kan anta da omkretsen
uppfyller

b+ h+ Vb2 +h2=2.
Lite mer kortfattat lyder problemet
max %bh
dé b+h+02+h?=2

under forutséttning att b, h > 0. Det storsta virdet f(b, h) = %bh kan anta under
bivillkoret g(b,h) = b+ h + vb?> + h? —2 =0 gors i en av foljande punkter



1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),

2. singuléra punkter pa kurvan g =0 (Vg = 0),

3. punkter dar f eller g inte &r differentierbar, och

4. dndpunkter till kurvan g = 0.
Vi har fatt ytterligare ett fall att undersoka p.g.a. att villkoren b, A > 0 "hugger
av” kurvan g = 0 och ger d&ndpunkter som kan vara extrempunkter. Vi undersdker

dessa fall.

1. Parallellvillkoret mellan V f och Vg kan vi skriva som

e YVo— | 1l - —
v N Ry
7lh7 h2 . N b2
ST VPR Y VRt 2

h+b
1 —
_§(h—b)(1+ﬁ) —0
h+b

& h=b eller 1+

]
N
& h=1b eller +/b2+h2+h+b=0.

Detta ger att h = b. Den andra mdjligheten strider namligen mot omkrets-
villkoret.

Bivillkoret ger da att

b+b+V2+2=2 &  (24V2)b=2
2

= b

p— 2 + \/i'
Kritisk punkt ar (b, h) = (2+2—\/§, ﬁ)

2. Singuldra punkter maste uppfylla

Vg =

b h
(-~ 7m) 0

d.v.s.

b
B i M

h
VEm @

Detta ger b = h = v/b? + h2 vilket betyder att b = h = 0 men detta strider
mot bivillkoret.

3. f ar differentierbar dverallt medan g &r differentierbar 6verallt utom i (b, h) =
(0,0), men den punkten ligger inte pa kurvan g = 0.

4. Kurvan g = 0 far &ndpunkter diar nagon av olikheterna b, h > 0 ar uppfylld
med likhet.

b=0: Bivillkoret ger da att h = 1, d.v.s. vi far punkten (0, 1).
h—0: Bivillkoret ger att b =1, d.v.s. vi far punkten (1,0).

Maximal area ar alltsa det storsta av foljande virden

2 2 . 1 _ .. .
f(2+\/§, 2+\/§) =sns =0 2v/2, storst virde
f(0,1) =0,
f(1,0) =0.

824 Kan summan av tre positiva tal vara 5 om deras produkt ar 87

Om vi infor beteckningarna z, y och z for de tre talen sa ska vi underséka om
uttrycket & + y + z kan anta virdet 5 om vi har bivillkoret zyz = 8. Mera
matematiskt ska vi alltsa understoka om talet 5 ingar i virdeméngden till funk-
tionen f(x,y,2) =x 4y + z pa ytan g(z,y, 2) = zyz — 8.



Funktionen f &r kontinuerlig och ytan g = 0 &r sammanhingande i forsta
oktanten sa virdeméngden till f pa g = 0 &r alla virden mellan f:s minsta och
storsta viarde pa g = 0. Vi far alltsa reda pa svaret genom att 16sa problemet

max/min f(z,y, 2)

) ) :0
i {7

z,y,2 >0
Denna typ av problem har sina lokala extrempunkter bland foéljande punkter
1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),
2. singuléra punkter pa ytan g =0 (Vg = 0),
3. punkter dir f eller g inte &r differentierbar, och
4. randpunkter till ytan g = 0.
Vi undersoker dessa fyra fall.

1. Vi kan uttrycka villkoret att V f och Vg &dr parallella med determinantvill-

koret
—Vi— 111
—Vg— |=| yz zz zy |=0,
a b c
a b ¢

som maste gilla for alla (a,b,c) eftersom de tva dversta raderna &r linjért
beroende om de &r parallella. Kofaktorutvecklingen lings tredje raden ger

1 1

Tz xyY yz xy Yz T2

1 1‘_1)’1 1‘+C

o

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste de tre minorerna vara noll,

1 1
A =xy—xz=x(y—z) =0,
1 1
ye ay | =W vE=yl@—2) =0,
1 1
ve wz =zxz—yz=2z2(x—y)=0.

Tillsammans med bivillkoret ger detta ekvationssystemet

z(y—2)=0, (1)
y(x —z) =0, (2)
z(z—y) =0, (3)
xyz = 8. 4)
Ekvation (4) ger att ingen av z, y eller z &r noll. Da ger (1), (2) och (3)
att x =y = z och (4) att
3 =8 & T =2
Vi har alltsa en kritisk punkt (2,2, 2).
2. I en singuldr punkt ska gilla att
Vg = (yz,2z,2y) = (0,0,0)
som tillsammans med bivillkoret ger
yz =0, (5)
rzz =0, (6)
zy =0, (7)
xyz = 8. (8)

Detta system saknar 16sning eftersom t.ex. (7) och (8) inte kan vara uppfyllda
samtidigt.

3. f &r differentierbar Gverallt.

4. Ytan ¢ = 0 begrdansas av olikheterna x,y,z > 0, men notera att
ytan ¢ = 0 inte har nagra punkter med x = 0, y = 0 eller z = 0, sa
tillaggsvillkoren x,y,z > 0 introducerar inga randpunkter (utan sorterar
bara bort komponenter av ytan g = 0 i de andra oktanterna).

Funktionen f har alltsa ett lokalt extremvérde
f(2,2,2)=242+2=6

pa ytan g = 0. Eftersom ytan g = 0 inte dr kompakt (inte begrinsad) maste
vi &ven undersoka f:s gransvirde néir xz, y eller z — oo. Vi ser direkt att om
detta intriffar sa gar f — oo. Virdeméngden till f pa g = 0 &r alltsa [6, c0) och
eftersom talet 5 inte ingar i denna mangd blir svaret nekande.



838a Bestiam det storsta och minsta virdet av funktionen
f(z,y) = 2® + 2y

da 222 4+ 9% < 1.

Om vi skriver om bivillkoret nagot

(1/35)2“/2 =1

sa ser vi att det omrade som bivillkoret definierar ar insidan och randen av en

ellips med mittpunkt i origo och halvaxlar % och 1.

Y

Detta omrade dr en kompakt mingd (sluten och begrinsad) sa funktionen f
har ett storsta och minsta virde i mingden. Dessa tva virden antas i en lokal
extrempunkt, d.v.s. i en av féljande punkter

1. kritiska punkter (i en inre punkt),
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhér omradet.

Vi undersoker de tre fallen.

1. T en kritisk punkt &r gradienten till f noll,

Vf=Q224y)=(0,0) <  (2,9)=(0,0)
och denna punkt ligger inom méngden (bivillkoret uppfyllt).

2. f &r differentierbar overallt.

3. Pa randen av omradet &r bivillkoret uppfyllt med likhet, sa vi har alltsa
problemet

max/min f(z,y),
da g(z,y) =0,
dir g(z,y) = 222 + y? — 1. Detta problem har vi faktiskt redan 16st i upp-
gift 816a och kom fram till f6ljande méjliga lokala extrempunkter (0, 1),
(0,-1), (3,0) och (=5,0).
Det storsta och minsta véardet till f 1 omradet &r alltsa bland f6ljande varden

f(0,0) =0, minsta vérdet

f(0,1) =2, storsta virdet
f(0,-1) =2,
F(50) = 1,
f(=25,0) = §.

838b Bestdm det storsta och minsta virdet av funktionen
f(CL‘,y,Z) = $2 +2y2 -

daz®+9y2 < 1.

Bivillkoret definierar omradet innanfor enhetscirkeln och med randcirkeln inklu-
derad.



Eftersom detta omrade #r kompakt kan vi garantera att f verkligen antar ett
storsta och minsta virde i omradet.

De punkter dér f &r storst respektive minst ar lokala extrempunkter och finns
med bland féljande punkter

1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhér omradet.
Vi bestdmmer dessa punkter.
1. Gradienten av f lika med noll ger

Vf=(@2z-14)=(0,0) &  (z,9)=(3,0).

2. f &r ett polynom och dérfor differentierbar éverallt.

3. Randpunkterna till omradet uppfyller bivillkoret med likhet. Pa randen har
vi alltsa problemet

max/min f(z,y),
da 2% 4+9° =1.

Detta problem loste vi i uppgift 815 och fick kandidatpunkterna (1,0),
(_170)7 (_%7% 3) och (_%7_%\/3)

Det storsta respektive minsta virdet dr alltsa en av foljande virden

f(%’ 0) = —% minsta virde
f(1,0) =0,
f(_]-ao) = 27
f(-3,4v3)=2 storsta virde
f(féai% 3) = %

838f Bestdm det storsta och minsta viardet av funktionen

fla,y) =2 =22y +2y° — 2y

i den slutna triangeln med hérn i punkterna (2, —1), (2,3) och (=3, —2).

Om vi ritar upp triangeln

(-3,-2) (2,-2)

sa kan vi relativt enkelt bestdmma kantlinjerna till

L (my) = (=3,-2)+ (5,0, (0<t<1),

ii.  (z,y) =(2,-2) +t(0,5), (0 <t <1),och

i (z,y) = (=3,-2) + £(5,5), (0<t<1).

Den slutna triangeln adr en kompakt méngd sa den kontinuerliga malfunktionen f
har verkligen ett stérsta och minsta vérde i triangeln.
Vi undersoker nu de tre typer av punkter déir f kan ha lokala extrempunkter.

1. Kritiska punkter.
Sétter vi gradienten till f lika med noll fas

2z — 2y =0,

= (22 — 2y, -2 4y —2) =
Vf=2z—-2y,—2x+4y—2)=(0,0) & ortdy—2,

och detta linjéra ekvationssystem har 16sningen (z,y) = (1,1) som ligger

inom triangeln.

2. Ej differentierbara punkter.

f ar differentierbar Gverallt.

3. Randpunkter.
Randen bestar av tre kantlinjer och vi underscker f pa dessa linjer.



ii.

iii.

Pa linjen (z,y) = (—3,—-2) 4+ (5,0) = (=3 +5¢,—-2), (0 <t < 1), &r f
lika med
g(t) = f(z,y) = (=3 +5t)> = 2(=3 4 5t) - (-2)
+2-(=2)* —2-(-2)
=9—30t+ 25t — 12+ 20t + 8 + 4
= 25t — 10t + 9.

Funktionen g antar max och min bland féljande punkter

(a) kritiska punkter ¢'(f) =50t —10 =0 <& ¢=4,

(b) icke-deriverbara punkter, som det inte finns nagra av, och
(c¢) dndpunkterna t =0 och ¢t = 1.

Dessa punkter svarar mot (—2,—2), (=3, —2) och (2, —2).
Pa linjen (z,y) = (2,-2) +t(0,5), 0 <t <1, ar f lika med

g(t) = f(2, -2+ 5t) =22 —2.2. (=2 4 5¢)
+2- (=24 5t)* =2 (=2 +51)
=4+ 8 — 20t + 8 — 20t + 50t> + 4 — 10t
= 50t* — 50t + 24.

Funktionen g antar max och min bland f6éljande punkter
(a) kritiska punkter ¢/(t) =100t —50 =0 < t= 3,
(b) icke-deriverbara punkter, existerar inte,

(c¢) dndpunkterna t =0 och ¢t =1.

Dessa punkter svarar mot (2, —2), (2, 3) och (2,3).
Pa linjen (z,y) = (=3,—2) +¢(5,5), 0 < ¢t < 1, &r f lika med

g(t) = f(=3 + 5t, —2 + 5t)
= (=34+5t)%2 =2 (=3 + 5t)(—2 + 5t)
+2(=2+5t)% — 2 (=2 + 5t)
= 25t% — 30t + 9.
Funktionen g antar max och min bland féljande punkter

(a) kritiska punkter ¢/(t) =50t =30 =0 <« t=2,
(b) icke-deriverbara punkter, saknas,

(¢) dndpunkterna t =0 och ¢t = 1.
Dessa punkter svarar mot (—3,—2), (0,1) och (2, 3).

Funktionens storsta och minsta virde i triangeln dr alltsa det storsta respektive

minsta virdet bland féljande virden

f(1,1) = —1, minsta viirde
f(=2,-2) =38,
f(=3,-2) =09,
f(2,-2) =24,
f2,3) =3,
f(2,3) =4,
f(0,1) =0.

838h Bestim det storsta och minsta virdet av funktionen
f(zy) =2 +y°

daxz+y <10, zy > 9 och > 0.

Omréadet bestar av alla punkter (z,y) som uppfyller de tre olikheterna,

v y y
> T TLMC z
z+y <10 zy > 9 2> 0



d.v.s. omradet blir féljande slutna méngd

Y

N\

som begrénsas av kurvorna x +y = 10 och zy = 9.
Funktionen f antar storsta och minsta virde i en av foljande punkter.

1. kritiska punkter,

2. punkter dér f inte &r differentierbar, och

3. randpunkter.

1. Gradienten lika med noll ger den kritiska punkten

Vf=(2z,2y) = (0,0)
som inte tillhor omradet.

2. f &r differentierbar overallt.

3. Omradet begrinsas av tva randkurvor x + y

=

(z, y) = (07 O)

= 10 och xzy = 9, sa vi

ska bestimma max/min av f pa de tva kurvavsnitt som ligger mellan

skarningspunkterna

xy =9

{“y:m o (my)=(L9)

(1,9)

(9,1)
xr

Vi ska alltsa 16sa de tva problemen

(D

max f(z,y),
da z+y =10,

och

(IT)

eller (z,y)=(9,1).

(1,9)
L(g, 1)

T

max f(z,y),
da zy =9.

I

Med g¢(z,y) = = + y — 10 blir bivillkoret g(z,y) = 0. Lokala extrem-
punkter kan finnas bland féljande punkter

(a) kritiska punkter (Vf parallell med Vg),

(b) singulidra punkter pa kurvan g =0 (Vg = 0),
(¢) punkter diir f eller g inte &r differentierbar, och
(d) dndpunkter till kurvan.

Vi undersoker dessa fall

(a) I en kritisk punkt &r V f parallell med Vg vilket dr detsamma som
att

2¢ 2y
1 1

—Vf—
—vVg— |

Bivillkoret ger da att
z+x=10 = T = 5.

Kritisk punkt ar alltsa (5,5).
(b) Kurvan ér singulér dér

Vg =(1,1) = (0,0)

vilket inte intraffar i ndgon punkt.
(c) f och g ar differentierbara overallt.
(d) Andpunkter till kurvan &r (1,9) och (9,1).

Nu sétter vi g(z,y) = 2y — 9 och bivillkoret blir g(x,y) = 0. P4 denna
kurva har f lokala extrempunkter bland

(a) kritiska punkter (V f parallella med Vg),

(b) singuliira punkter pa kurvan g = 0 (Vg = 0),
(c) punkter dér f eller g inte &r differentierbar, och
(d) dndpunkter till kurvan.

Vi undersoker dessa fall

(a) Vf &r parallell med Vg omm

—Vf—
— Vg—

2¢ 2y

‘=2($+y)(ﬂc—y)=
y T

vilket ger tva fall



x+y=0: Daér y = —x < —0 vilket strider mot bivillkoret zy = vilket ger systemet
9

x —y = 0: Da dr x = y och bivillkoret ger

I

5 vilket &r MKV-losningen.
z°=9 & x = 3.
Detta ger den kritiska punkten (3, 3).
(b) Kurvan ér singuldr dér

Vg = (y,l') = (O’O) A (x,y) = (0’0)

som inte ligger pa kurvan.
(¢) f och g ar differentierbara overallt.

" N MKY 1.1h & 1.3h Skriv upp normalekvationen till systemet
(d) Andpunkterna #r (1,9) och (9,1).

1 0 1
Funktionen f:s storsta och minsta virde finns alltsa bland féljande vérden 0 1 0
0 0 (“) =1
f(5,5) =50, 0 0] \*2 2
f(3,3) =18, minsta vérde 0 0 3
f(1,9) =82, storsta virde och ange minstakvadratlésningen.
£(9,1) = 82.

Normalekvationen fas genom att multiplicera bada led med koefficientmatrisens
transponat

1 0 1
(10000)83(1»1)_(10000)?
01 0 0 O 0 0 To 01 0 0 O 9
0 0 3
MKYV 1.1e & 1.3e Skriv upp normalekvationen till systemet vilket ger systemet
AP 1)) -6)
3 1 Vi kan direkt avlisa MKV-l6sningen x1 = 1, x5 = 0.

och ange minstakvadratlosningen.

Vi far normalekvationen genom att multiplicera bada led med koefficientmatrisens
transponat

1 1
(1 2 3)(2)z=(1 2 3)|0
3 1

MKYV 1.9 Bestam ekvationen for den réita linje y = kx + /¢ som i minstakvadratmening



bista anpassar till punkterna (0,0), (1,1), (2,1) och (3,8). Bestdm ocksa medelfelet.

Vi stéller upp det ekvationssystem vi skulle ha om alla fyra punkter lag pa linjen

k-0+0=0 0 1 0
kolyl=1 o] (k) |1
k2ge=1 7 2 1 (z)_ 1
k-3+(=8 3 1 8

Minstakvadratlosningen far vi genom att losa normalekvationen. Multiplicera
bada led med koefficientmatrisens transponant

0 1 0
01 2 3\([1 1]/k\_ (0 1 2 3\]|1
(1111)21(£>_<1111>1

31 8

och vi far normalekvationen

¢ 96)-6)

Detta ekvationssystem har 16sningen k = % och ¢ = —%. MKV-linjen &r alltsa
_ 12 11
¥y=%5*~ 10
)




	Avsnitt 7
	701
	702
	704a
	801b
	801d
	801h
	801k
	801m
	801p
	802b
	812
	815
	816
	819a
	822a
	822b
	824
	838a
	838b
	838f
	838h
	MKV 1.1e och 1.3e
	MKV 1.1h och 1.3h
	MKV 1.9


