Avsnitt 5, Differentialkalkyl II

401 Avgor om funktionen f respektive goh ér linjar. Om sa ir fallet, ange funktionens
matris (¢ betyder transponering).

a) flz,y,2) =2+ 2y + 3z,

) flzy) = (2c+y,y—2),

) flay) =@ +yz+y),

) goh,dir g(z,y) = (x +y,y — )" och h(u,v) = (u —v,u+v).

o

)

g

En funktion f(z1,...,2,) fran R" till R"™ &r linjdr om den kan skrivas i formen

1121 + @12T2 + -+ + G1p Ty
2121 + Q22T + - -+ + G2 Ty

flxy,...,zn) = ,

dar a;;:na &r konstanta koefficienter. Vi kan sen skriva funktionen f som en
matrisprodukt mellan koefficienterna a;; och variablerna z;,

aip a2 -0 Aip 1
a1 ag2 - A2p 9
flze, ... xn) =
T
Am1 Am2 - Omn n

Koefficientmatrisen kallas for funktionen f:s matris.

a) Idetta fall dr f en funktion av tre variabler x, y och z, och ger reella tal som
funktionsviirden, d.v.s. f &r en funktion fran R® till R. Funktionen f ir en
linjér funktion eftersom den just &r en linjirkombination av variablerna,

flx,y,2) = (z + 2y + 32).

Med matriser kan f skrivas som
x
flay,z)=(1 2 3)|y],
z

dér 1 x 3-matrisen (1 2 3) ar f:s matris.

Funktionen f beror av tva variabler = och y, och ger funktionsviirden i R?.
Vi har alltsa en funktion fran R? till R%. Eftersom f:s bada komponenter

fla) = (2240)

ar linjarkombinationer av x och y &r f en linjar funktion. I matrisform

kan f skrivas som
re=( 2 1) ().

f:s matris ar alltsa (7% })

Funktionen f, som é#r en funktion fran R? till R?, #r inte linjir eftersom
dess forsta komponent innehaller z2.

Bade g och h ér funktioner fran R? till R*. De r ocksa linjéra funktioner
eftersom deras komponenter &r linjirkombinationer av variablerna,

[ r+y\ 1 1 T
U —v 1 -1 U
v = (1) = (0 1) ()
Sammanséttningen g o h blir da en linjir funktion som har g:s matris mul-
tiplicerat med h:s matris som matris,

gome:gmww»=<_}})<2$ﬁD
-(a) G )
d.v.s. g o h har matrisen
(a1)G 1)=62)

Notera ordningen i matrisprodukten. Eftersom h utfors forst i sam-
manséittningen g o h hamnar h:s matris ldngst till hoger.



405 Bestam Jacobimatriserna till f6ljande funktioner

a)  flz,y) = 2z +y,3z+2y),
c) f(t) = (cost,sint,t), och
e) f(z,y,2) = (x + 2y + 3z, zyz) i punkten (z,y,z) = (1,2, 3).

a) Vi skriver férst om funktionen f i kolumnform

fl (3?, y) 2z + e)
f(x,y):( = (5 29 ,
fa(@,y) T+ 2y
dér vi infort f; och fo som beteckningar for f:s komponenter. Eftersom f
ar en funktion fran R? till R? har den 2 x 2-matrisen

on o
of [ 0 Oy
oz,y) | 0f2 0f>

dr 0Oy

som Jacobimatris. Partialderivatorna &r

ofp 0 _ ofi 0 _
o —8x(2x+y) =2, _8y = —ay(2x+y) =1,
Of 0 Ofs 0

9l _ 9 %) = 9z _ 9 %) = 2.
e ax(39(:—&- y) =3, oy 8y(3$+ y)

Alltsa ar Jacobimatrisen
of (21
z,y)  \3 2)°

c¢)  Funktionen f beskriver en parameterkurva i R?, men iir samtidigt en funk-
tion fran R till R3,

f1 (t) cost
FO) = | fa(t) | = | sint
f3(t) t

Jacobimatrisen till f 4r 3 x 1-matrisen

% % cost
—sint
% = % = % sint = | cost
1
9fs 9,
ot ot

Notera att Jacobimatrisen &r lika med kurvans riktningsvektor (fast i ko-
lumnform).

Jacobimatrisen till funktionen
fi(z,y, 2) T+ 2y + 32
Flzy.2) = ( (vt
fa(z,y, 2) ryz

ar 2 x 3-matrisen

of |0z 09y Oz
0y |0 o on
Jdr Oy 0z
3(+2+3)2(+2+3)£(+2+3)
B 5, (& 2+ 32 ayw y+3z) o-(w+2y+3z
B 0 0 0
2 (zy2) 5o (@) 2 (ey2)

1 2 3
yz 2z xy)
I punkten (1,2, 3) har Jacobimatrisen virdet

of /(1 2 3\ (123
3(z,y,z)(1’2’3)_(2~3 1-3 1~2>_(6 3 2)'

Anm. I ndrheten av punkten (1,2,3) har alltsa f den linjéira approximationen

8(m,y, Z) h3

_ (164) N (é 2 g) (%) +O([hl)>

of ha
F(L+hi,2+4 ho, 3+ hs) = £(1,2,3) + (1,2,3) | ha | +O(|IRI)*



407 Bestim Jacobimatriserna till funktionerna

a)

b)

b)

T =1rcosv,

y = rsinw,

r=u—2v+ 3w,

Yy =2u —w.

Vi har en funktion som tar tva tal r och v, och ger tva virden z och y,
d.v.s. en funktion fran R? till R?,

()= Cor) = Camn)-

Jacobimatrisen till denna funktion ges av 2 X 2-matrisen

Jx Oz
da,y) o Do - E(rcosv) %(rcosv)
or,v) oy oy | . .
W 9 E(TSHH}) %(rsmv)

__(cosv  —rsinwv
sinv rcosv )’

()= G = (0)

gar fran R? till R? och har Jacobimatrisen

Funktionen

I(z,y) _|9u Ov ow
A(u, v, w) dy Oy Oy
Oou Ov Ow
0 0 0
B %(u—2v—|—3w) %(u—2v+3w) %(u—20+3w)
0 0 0
%(QU—U)) %(QU—U)) a—w(Zu—w)

(1 -2 3
2 0 -1 )°

408 Bestdm Jacobimatriserna till

sammansittningen f o g i punkten (z,y) = (1,—1) da g(z,y) = (zy,2?)
och f(u,v) = (uwv,u+v),

sammansittningen f o g da g(z,y) = (zsiny,ycosz) och f(u,v) =
(sinv, cosvsinu) i punkten (z,y) = (3, %).

Vi ska bestdmma Jacobimatrisen med tva olika metoder.
METOD 1 (Derivera den sammansatta funktionen)

Vi rdkna ut vad den sammansatta funktionen blir
. _ (A (g(fﬂvy))> _ (fl(xy,xz)) - (rﬂy:v2>
.f g(xay)_f(g(xay)) - (fg(g(x,y)) - f2($y,$2) - :vy+x2 '

Jacobimatrisen till den sammansatta funktionen blir darfor

- - y+2xr «x

4 2 2 xy - a2
d(fog) _ 5z (V") gylov-e) ( 3a’y xS)
Az, y) '

9 (zy + z?) 9 (zy + 2?)

ox oy

I punkten (x,y) = (1, —1) har den virdet
8(fog)(1 = 3-12.(-1) 13y [ -3 1
By T\ —142.1 1)\ 11 )
METOD 2 (Kedjeregeln)

Jacobimatriserna till f och g &r respektive funktions linjdra del. Nér vi
bildar den sammansatta funktionen f o g sa blir dess linjira del sam-
manséttningen av f och g:s linjira delar, m.a.o. produkten av deras Jaco-
bimatriser,

d(fog) of  Og

O(z,y) — O(u,v) d(x,y)’

dér den forsta faktorn i hogerledet ska beridknas i punkten (u,v) = g(z,y).
Fullt utskriven blir alltsa kedjeregeln

d(fog)
Nz, y)

(I7y) =



Vi har att

of OfN (D 0.
of |ou ov | | o av " (v u
Iu,v) | of. afs| | o B S\ 1)

D oo aa ) gplut)

991 991 9w Ly
8g_3x8y_3xy6yy_ya:
Oxy) | 092 92| | 0,45 9,5 | \2z 0}

or Oy 8x(x) ay(x)

I punkten (z,y) = (1,—1) &r g(z,y) = g(1,-1) = (1- (-1),1?) = (-1,1
och vi far att

(1 ) (o)1)

d)  Den sammansatta funktionen f o g har enligt kedjeregeln Jacobimatrisen

O(fog) _ w .
8(x,y) (.’L’,y)— 6(“,11)( ) )3(1‘,y)( 73/)7

déar (u,v) = g(z,y). Vi har att

Oh oh —(sinw) —(sinwv)
of | u  Ov | _ ou v
o(u,v) N
(wv) 0 0J2 —(cosv-sinu) —(cosv-sinu)
ou Ov ou ov
. 0 COS v
~ \cosv-cosu —sinv-sinu/’
99, 991 3(9csin ) 2(9csin )
dg | 0x Oy | | Oz Y dy Y
Nz, y) | 992 g2 | 0
% a—y %(y COSI) a—y(y COSCC)

siny T Cosy
—ysinx cosz /

I punkten (x,y) = (%, %) ar (u,v) = g(%, %) = (g,O) och vi far att

3 s s s

0 cos( sin 5 CoS 5

T _ginT . _Tan T \ T

cos0 - cos sin § - sin0 5 sin 5 COS 5

o) (- 0)-

450 Lat f(z,y) = In(x + y), dir x > y > 0. Vi betraktar f som en funktion av

variablerna v och v, dér u = v/ 4+ \/y och v = % + % Bestam g—i

I uppgiften anvinder vi tva koordinatsystem for att beskriva punkter i planet,
dels de vanliga x,y-koordinaterna, dels kroklinjiga u,v-koordinater. Mellan de
tva koordinatsystemen har vi ”6verséttningsformeln”

u= vz +./y,
ot LY (*)
y x

Vi har dédrfor tva séitt att representera funktionen f pa, f = f(z,y) och f =
f(u,v). Vi kan uttrycka sambandet mellan f = f(z,y) och f = f(u,v) med
hjdlp av koordinatsambandet (),

f(xay) = f(u(x,y),v(m,y)).

Notera att i véinsterledet dr f en funktion av x,y medan i hogerledet ar f en
funktion av u,v. Kedjeregeln ger att

af af  9I(u,v)

z,y)  O(u,v) I(z,y)’



vilket i komponentform blir

o ou
of Of\ _(of of\|9r 9y
r dy) \ou o) |ov v
or Oy
Vi har att
af 0o B of 0 1
%—ax(ln(ﬁy))—ﬁy, 8y—8y(ln(x+y))—x+y,
ou 9] 1 ou 9] 1
%:%(ﬁﬂ-\/@):ﬁ, 6—y=a—y(\/5+\/§)=mv
ov  dx yy 1 'y ov Oz yy w1
%_&r(y_'_x)_y x2’ 8y_8y(y+;v)_ y2+x’
varfor kedjeregeln blir
1 1
1 L\ _(of of\| 2vE 20w
r+y x+y Oou Ov 1y x 1
- = __+_
y 2?2 oy
of

och fran denna likhet kan vi 16sa ut den sokta partialderivatan 3.

Om vi transponerar bada led far vi ett mer vilbekant utseende pa ekvationen

1 1wy qof
Tty | Ve y  a? ou
1 1 1 =z of
vry) \ogg oz ) \aw

Eftersom vi har flera bokstavsuttryck i bada led dr det nog enklast att anvinda

of

Cramers regel for att bestdmma 5,

of

ou

1 1 Yy

Tty Q_F

1 1 =z 1 1 =z 1 1y
tty = Y _$+y(57?72 7m(§79
T 1 y 1 1 =z Ll oy
2oy e | et ) gl )
1 1 T

20 = P

1 (1 T +y>

Lty o v y wg\/@ = { forling med 222/ }
2mﬁ_@_m 22

2y (zy® — 2 — 2%y + ¢°)

(@ +y) (2 VY — 23y — 2%y /y +y* V)

2@y (—zy(z —y) — (2° — )

@y (e — ) - yVa(a® - y?)
{2’ =@ -y’ +ay+v°)}

2/xy(x —y)(zy + 2* + xy + y*)
(z +y)(2? — y?) (x5 + yVx)

2Ty (z +y)? 2

T @ty ruT) Vet y

Eftersom partialderivatan .

of

gare att ge svaret i dessa koordinater

af 2

ou u

ar en partialderivata i u, v-systemet dr det naturli-



451 Betrakta funktionen f(z,y) = 2¥. Genom variabelsambandet
u=z+Iny,
v=x—Iny,

definieras en ny funktion g av u och v sa att g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)). Berikna g,
och g, dd u=v=2.

Funktionen ¢ #r f sammansatt med x = z(u,v), y = y(u,v). Kedjeregeln ger
darfor att

dg _ _90f Oxy) (%)
(u,v)  O(z,y) O(u,v)’
Eftersom vi i variabelsambandet har w, v uttryckt i , y (och inte tvért om) skriver

vi om derivatan ggig; med inversformeln

d(z,y) (8(% v))*’

d(u,v) oz, y)
och (x) blir da
% _ (g D9)_ 05 (Owv)y_(0F OFY (0 Oy
A(u,v) ou  Ov I(z,y) \O(z,y) dz  y v Ov
Jdr Oy
1 1
1 —
— 1 4
(yx¥ 2¥Inx) 1
1 -
Y
—(yxy xylnx) - T Y )
o) -ty \ o
L
=—1y(yz¥~' 2¥Inz) Y Yy
—1 1
_ 1 y—1(_* y _ y—1(__ — Y .
ST
:_%x'll(_l_lnx ———|—lnx>,
x

d.v.s.

1
9. =5, = %xy(g—klnx),

dg 1
/ = — = l yl=— —
W=y T 27 (JC 1nx>.

I punkten u = v = 2 ger variabelsambandet

2=x+Iny,
2=x—Iny,

att motsvarande x, y-koordinater dr x = 2 och y = 1. Partialderivatorna blir da
gqlz,(Zv 2) =
9,(2,2) =

2L +m2) =

2'(L -m2) =

+1n2,

N—= N

1
2
1
5 —In2.

452a Berékna%omf(a:,y):xQ—I—yQ,u:x—y—ks/m—yochv:x—!—y.

Om vi betraktar f som en funktion av u,v-koordinaterna sa har vi

flu,v) = f(x(u,u%y(u,v)).
Med f menar vi alltsd f = f(u,v) i vinsterledet och f = f(x,y) i hogerledet.
Kedjeregeln ger att
of _ 9f 0O(z,y)

O(u,v)  O(x,y) O(u,v)’

Om vi anvander inverssambandet

d(x, A(u,v)\~
[“)Eu,zi_( ( )) 1



sa ger kedjeregeln alltsa att 455 Bestdm genom att inféra variablerna

AN u=(z+yle
<8f 8f) B <g g) or 0Oy v=(z—y)e,
u ov) \9z Oy v Ov w =z,
or 0y den allménna l6sningen till differentialekvationen
Ov ou , .,
~\ox Oy Ou dv  du v Ov ou
dr 0y Oy Ox Ox o
_9f 0u_ 0f O
= * 0z 9y 0y Ox . (* = ointressant)
@ @ B @ @ Nér vi byter koordinater till u,v,w ska vi omvandla alla uttryck i differential-
Ox Oy Oy Ox ekvationen till u, v, w-koordinater. Fran sambandet
f(xayvz) = f(u(xvya Z),’U(l',y, Z),U)(l’,y, Z))
Vi har diarmed att
ger kedjeregeln att
of ou  Of ou 1 1
%_ ajzrcagg+8;]y0833_2x.(12\/:1:—y>+2y.(1+2\/:1:—y) of _ of O(u, v, w)
gv Qudv Judv (1+ 1 )o1-(-1- I )1 O(x,y.2)  O(u,v,w) O(@,y,2)
Or dy Oy Ox 2yr—y 2yz—y q
V.S,
r+y
A iy ou du o
- 94 1 srty=v or Oy Oz
iy o7 05 of\_ (a5 a5 or\|oev o oo
or Oy 0z) \ou v Oow dxr Oy 0z
ow ow  dw
or Oy 0z
e e —(xtye*
_ <<9f of 5f> . 2 P
==X =L L e —e (x—y)e
Oou v Ow
0 0 1
:<g_2+a_fz a_f—z_a_fz
au < o oo ©

0 0 0
—a—i-(:c—i—y)e_z—l—%-(x—y)ez-i-a—i )



Differentialekvationen blir da
yfe +afy+ fL=y(fie™ + foe®) +x(fre™ = fre?)
+ (—fo-(@+ye >+ fi- (@ —y)e* + f,)
= (ye * + e — (z+y)e ?) f1 + (ve* — xe* + (x —y)e*) fi + [,
- f,=0

Differentialekvationen har dérfér 16sningarna

f(uvvvw) = g(um),

dér g dr en godtycklig deriverbar funktion. I x,y, z-koordinater blir 16sningarna

f(.T, Y, Z) = g((x + y)e_z, (.T — y)ez).

456a Transformera fo6ljande uttryck

dz .
. da z = z(z),

med variabelbytet z = u + u®.

Kedjeregeln ger att %_%d_u %(d—x)il—% #
Jeresein dr  dudz dul\du T du 1+ 3u2’

457b Transformera uttrycket
x z; +vy z;

T = rcosv,

med variabelbytet { .
y = rsinwv.

Vi skriver om partialderivatorna i uttrycket i r, v-koordinater med hjilp av ked-
jeregeln,

Na,y) 7 0O(rv) Oz,y)  O(r,v) \O(r,v)
or  dx\ "
= A . -1
] P ECAE ] ety
Y Y
or Ov
— (£ ) 1 rcosv rsinv
T " pcos? v+ rsin?e \ —sinv cosv
1
== (2.-rcosv—z,sinv 2. rsinv+ 2] cosv)
r
!/ ! !/ 1 :
& %y = 2 COSU — 2, —sinv,

!/ I / 1
Zy = 2, 81NV + 2, - Cos .
Uttrycket blir dérfor

1 . . . 1
xzl, +yz, =rcosv- (z/ cosv — 2! fsmv> +rsinwv - (z’ sinv + 2/ fcosv)
Y s ’Ur r vr

= (rcos® v+ rsinv)z. + (—cosv - sinv +sinwv - cosv) 2, = r 2.



461 Transformera foljande uttryck med angivet variabelbyte,

0%z 8%z 0z Oz r=u+v,
c) — —=— - —+=— =0,
oxr?  Oy? Ox Oy

y=u-—-uv,
n) 822'_’_8_2;; u=xcosa—ysina,
oz2  oy?’ v = zsina + ycosa.

c)  Viska skriva om uttrycken i u, v-koordinater. Med hjilp av kedjeregeln kan
vi uttryck sambanden mellan férsta ordningens partialderivator

0z _ 0z 3(u,v): 0z (8(x,y))*1
O(z,y)  O(u,v) I(z,y)  O(u,v) \d(u,v) ’
d.v.s.
or  dx\ !

(52 32)(82 82) ou v (az E)z)(l 1)_1
dr  dy) \ou v oy Oy \ou v 1 -1
du v

[0z Oz 1 -1 -1
_<8u av>1~(—1)—1.1(—1 1)

__1( 0z 0z 0z 82’)
"2 Tau e
o %:1<%+%>
Ox 2\ou Ov/’
%:1(%_%)
dy 2\ou v/’

Detta samband giller for alla kontinuerligt deriverbara z. Vi har dérfor
egentligen ett samband mellan deriveringsoperatorerna i x,y- och wu,v-
koordinater,

0 0
oz %(i*%)
1 0

=3 o

(5o~ 3e):

n)

Med de vanliga deriveringsreglerna far vi

Pz _ 9 9 _1(_ 2)1(2 3)
92 0x 0z 2 o) 2\ou " au/)”
_%22+23 ££+22%
o ou Ou  Ou Ov 3 ou  Ov Ov
— 4( 1! +2ZN +ZI/)
ou v
_1<ﬂﬁ_22_ﬁﬁ+ﬁﬁ)
“1\0udu Budv 0vou  ovov)®

= 1(2l, — 220, + 21,).

822_86 1(8 6)1(&_&)2

I de nya koordinaterna blir alltsa uttrycket lika med

0%z 0%z 0z 9z ,, " ,,
5 o T os T oy~ (2 H )

— 1z — 220, + 20,) — 2 (20 + 2,) + 2 (21, — 2,)

Vi hérleder forst operatorformler for deriveringar i de tva koordinatsyste-
men med hjilp av kedjeregeln,

0z 0z 0(u,v)
O(z,y)  I(u,v) O(z,y)

Ou Ou

- (g %)_<8z az) or 0y
oxr Oy ou Ov ov  Ov

dx y

[0z 0z cosa —sina
“\ou o sina  cosa

0z z
=<cosa a——i—sma-% —sina a——l—cosa 8_)
= %:cosa-%+sma %
or ou 0
0z 0z z
a—y——sma-a—i—cosa 8_



Operatorformlerna blir alltsa

0

e :cosaa +sina 5
2 = —sina — +cosa —
oy ou v’

Vi far nu att

0%z 0 . 0 0 . 0
@ = (cosaa—u +sina %) (cosa% +sina %)z
= (COSQa2 2 + cosa sina 2 g
ou Ou ou v
+sma cosa% % —|—sm2a% %)z
= cos?a 2!, +2cosasina 2., + sin’a 2,
02z . 0 0 ) 0 0
8—y2 = (—sma% + cosa a—@) (—sma% +cosa %>z
= (sinQa— — —sina cosa2 2
Ju Ou Ju v

A , 9 0
—cosa sina — — +cos“a — —)Z

v Ou ov Ov

"
vV

a2 . 7 s 2
= sin“a z,,, — 2cosasina z,, + sin“a z

vilket betyder att

2, + 2, = (cos’a + sin’a)z]], + (2cosasina — 2cosasina)zy,

2 2 "o "
+ (sm a + cos a) Zpy = Zuu T Zou-

501 Undersok om f har en differentierbar invers i nagon omgivning av punkten P om
b) f(mvy):(xyax+y) OChP:(1?71)7
d)  f(x,y) = (#* — y?, arctanzy) och P # (0,0).

En differentierbar funktion f &r lokalt inverterbar med differentierbar invers i
en punkt P omm (om och endast om) dess linjira del dr inverterbar i punkten,
d.v.s. om Jacobimatrisen

of
(z,y)

vilket dr detsamma som att

(P) &r inverterbar,

b) Vi har att

of of:
of | oz oy | (y x)
o) |of of |\ 1
or Oy
I punkten P = (1,—1) &r
of -1 1

Alltsa har f en differentierbar lokal invers i punkten P = (1, —1).
d) I detta fall blir Jacobimatrisen

oh of L
of | oz Ox ; xy
a(l‘, y) B 8f2 af2
di2 HJ2 1 2 1 2
92, Do + (zy) + (zy)
om dess determinant har virdet
of 2x —2y
det(m) = v
Y T+ (@)? 1+ (xy)?
22 —2y? 2(2? +y?)

Tl (wy)? 14 (ay)? 1+ (ay)?



som &r skild fran noll nér (x,y) # (0,0) (téljaren & summan av tva kvadra-
ter).

Funktionen f har alltsa en differentierbar lokal invers i alla punkter P #
(0,0).

505 Bestdm alla punkter P, for vilka det finns en omgivning av P, dir funktionen f
har en differentierbar invers, om

b)  f(z,y) = (zcosy,zsiny),
c)  f(z,y,2) = (zy,yz,x2).

Det finns en differentierbar lokal invers till f i en punkt P omm f:s linjéra del i

punkten &r inverterbar, d.v.s. omm Jacobimatrisen till f har determinanten skild
fran noll.

b)  Jacobimatrisen

on of

of | 0xr 0Oy | [ cosy —=zsiny

ox,y) | 0fa Ofs _<siny xcosy)
ox Oy

och determinanten blir

det(%) =

cosy —zsiny
siny  xcosy

‘ =zcos’y + zsin’y = .

Determinanten ar alltsa skild fran noll i alla punkter utom pa y-axeln.

Svaret blir att f har en differentierbar invers i en omgivning av alla punkter
utom de pa y-axeln.

c¢)  Determinanten av Jacobimatrisen &r

of oh o
or 0Oy 0Oz 0
Of \_| 0k 0fh Oh |_| {7
det(@(m,y,z)>7 dr oy 0z | 2 g z
Ofs 0fs 0fs
or 0Oy 0z

= {Sarrus regel } = yzx + zyz+0—-0—0— 0 = 2zyz.

Denna determinant &r skild fran noll 6verallt utom pa koordinatplanen.
Funktionen har alltsa en differentierbar invers i en omgivning av alla punk-
ter utom for punkter pa koordinatplanen x = 0, y = 0 eller z = 0.

506 Visa att funktionen

f- {u:m—i—ey

x
v=y—e€

dr lokalt inverterbar och berdkna de partiella derivatorna %, %, g—ﬁ och % svarande
mot punkten (x,y) = (0,0).

Berikna dven inversens Jacobimatris svarande mot denna punkt.

Vi borjar med att undersoka den lokala inverterbarheten. Funktionen f &r lokalt
inverterbar om determinanten av dess Jacobimatris &r nollskild,

ou on
0 B O(u,v)\ | 0x Jy | _ 1 e’ | oty
det(@(m,y)) N det(a(x7y)> | v v | ‘ —e” | TR

gy



Eftersom exponentialfunktionen alltid &dr positiv &r determinanten nollskild for
alla punkter i planet, d.v.s. f &r lokalt inverterbar &verallt.

u = u(z,y)
L m
P
y = y(u:v)

Partialderivatorna av =,y med avseende pa u, v, d.v.s. inversens partialderivator,
far vi enklast genom sambandet

oz,y) (G(U,U))*l (1 e ! B 1 1 —eY

Ou,v)  \d(z,y)/) — \—e* 1) —14etv\e® 1 )°
I punkten som svarar mot (z,y) = (0,0) (d.v.s. (u,v) = (1,—1)) antar denna
Jacobimatris for inversen vérdet

(9(x,y)(1 1) = 1 1 = /1 -1
O(u,v) 7 T 1400\ 1 )T 201 1 )¢

Ur matrisen kan vi ocksa avlidsa de sokta partialderivatornas virde i punkten

9z _ 4 9z _ 4
ou % Ov 2’
9y _ %W _
ou % ov %

509 Som synes ir (x,y) = (0,0) en losning till ekvationssystemet

e’ +xy+e¥ =2,
2 —z+y+y®=0.

Visa att i en tillridckligt liten omgivning av (0,0) finns det inte nagon annan 18sning.

Definiera funktionen

e +ay+eY
.f(xay)_ (x3x+y+y3>'

D& dr £(0,0) = (2,0)? precis som det star i uppgiftstexten.

I
2
Om vi lyckas visa att f &r lokalt inverterbar i (0,0), d& finns en omgivning
av (0,0) dér f &r 1:1. T den omgivningen finns da bara hogst en punkt som kan
avbildas pa (2,0), ndmligen (0,0). Detta betyder alltsa att ekvationssystemet
e’ +zy+e¥ =2,

@ —r+y+y’ =0,

endast har 16sningen (0,0) i den omgivningen.

Funktionen f dr lokalt inverterbar i (0,0) om determinanten av dess Jacobi-
matris i punkten &r nollskild. Vi har att

0 0
Aw,y) " fs  Ofs 322 =1 1+ 3y2
:‘ bl =24£0.
~1 1




Alltsa ar f lokalt inverterbar i punkten enligt inversa funktionssatsen, vilket
betyder att ekvationssystemet i en omgivning av (0,0) endast har (0,0) som
16sning.

518 En yta definieras genom ekvationen 3zyz— 2> = 10. Visa att det finns en omgivning
av punkten (1, 3,2) dér ytan kan uppfattas som en graf till en kontinuerligt deriverbar
funktion z = z(z,y). Bestdm 2 och z; i punkten (1, 3).

Definiera funktionen
f(z,y,2) = 3zyz — 2° — 10.

D4 #r ytan O-nivaytan till f. Vi kan se ytan som en funktionsyta z = z(z,y)
lokalt kring alla punkter dér ytans tangentplan inte &r lodrétt, d.v.s. dédr ytans
normalvektor V f inte &r horisontell. Vi har att gradienten till f &r

of of of
Vf= (%, 8—y7 %) = (3yz,3xz,3xy —3z2).

I punkten (1, 3,2) dr den lika med
Vf(1,3,2) = (3-3~273~1-2,3-1-3—3-22) = (18,6, —3).

Eftersom z-koordinaten #r skild fran noll &r V f(1,3,2) inte horisontell och ytan
ar ddrmed lokalt kring (1, 3,2) en funktionsyta z = z(x,y).
I en omgivning av (z,y) = (1,3) har vi alltsa att

f(a:, y, z(x, y)) =0.

(’=’ betyder att vinsterledet dr identiskt noll i omgivningen). Med kedjeregeln
far vi
of dxy.z) _
O(x,y,2) O(x,y) ’

vilket i komponentform blir

_(of of of
0 0=(53 5 o)

= (3yz 3xz 3xy — 322)

0
= (3yz + (Bzy — 3:%) &
(yz+(wy D lw
0z
& 3 3wy — 32%) —
et By —32%) O
0z
3 3vy — 32%) —
xz + (3zy z)ay
0z Yz
= _— =
or 22 —ay’
%_ xz
Oy 22—-uzy

I punkten (x,y) = (1,3) &r 2(1,3) =

Or O
Jdr Oy

Oy Oy

dr Oy

0z 0z

oxr Oy

1 0
0 1
0: 0z
oxr Oy
3z2 + (3zy — 322) o=

:O7

2 och partialderivatorna far virdena

0z 3-2

~Z(1.3) = —
(?x(’?)) 22 -1-3 6,
ox 1-2
@(1’3) I



521 Visa att ekvationssystemet

2e” —e¥ —e* =0,
ryz =1,

definierar i en omgivning av punkten (1,1, 1) precis tva kontinuerligt deriverbara funk-
tioner z = x(z) och y = y(z). Berdkna z'(1).

Satt
_(filz,y,2)\ (27 —e¥ — €7
Fle.y,2) = (f;(wyy,Z)) B ( zyz —1 )

Enligt implicita funktionssatsen kan vi skriva tva av variablerna x, y som funktion
av den tredje variabeln z lokalt kring alla punkter som uppfyller

of
I vart fall ar
on o
of \ | 0z Oy | | 2% —ev | « y
det(@(x,y)) = % % = ‘ ve x| 2xze” +yzeY,
oxr Oy

vilken i punkten (1,1,1) antar virdet

of
Nz, y)

det( (1,1))22-1~1-61+1~1-€1=36750.

Alltsa kan vi lokalt kring punkten (1,1,1) fran ekvationssystemet definiera = =
z(z) och y = y(z).
I niirheten av (1,1,1) dr didrmed

Kedjeregeln ger

of  0(x,y,2)

Nx,y,z) Oz =0

ox
on on o [ o
or Jdy 0z oy

<:> -
o, o on || o
dr Oy 0z 0z
9z
Oz
oo ” ; 0z
et —e¥ —e
& Iy | = (0)
yz Tz xy 9 0
1
Ox dy
& 2e" — —e¥ = =¢€”
“ 9. 9.
z (‘3_30 +xz @ =—-T
Y% 0z 9.
Cramers regel ger att
e —e¥
@ | —wy w2 _ xz2e® — xye?
0z | 26 —e¥ |  2xze® +yzey’
yz oz

och i punkten (z(1),y(1),1) = (1,1,1) &r

ox 1-1-el—1-1-¢t

25 ):2-1~1~el+1-1-e1*



528 Lat f(z,v,2) = xy?z>. Verifiera att det finns en omgivning av punkten (1, 1,1) dér
ekvationen z? + 3% + 22 — 3zyz = 0 definierar precis en kontinuerlig deriverbar funktion

a)

b)

z = z(x,y) och berdkna 83 f(x,y, z(:c,y)) i punkten (1, 1),
z

y = y(x, 2) och berikna % f(:c,y(w, z), z) i punkten (1,1).

Den 16sningsméngd som definieras av ekvationen
2?2+ 2 4+ 2% —3xyz=0

ar O-nivaytan till funktionen g(x, vy, 2) = 22 +y%+22 —32yz. Enligt implicita
funktionssatsen definierar ekvationen lokalt en funktion z = z(z,y) i de
punkter dir

99

522,22—33:?;7&0.

I punkten (1,1,1) &r

dg 2
%91,1,1)=2-12-3-1-1=-14£0

5, (L1 #

varfor vi har z = z(z,y) lokalt kring (z,y) = (1,1). Med kedjeregeln

pa g(:c,y, z(a:,y)) =0 far vi

Or Oz
dr  dy
N
Az, y,2) O(z,y) dr 9y 0z) | ox oy
0z 0z
dx dy

1 0

=(2x—3yz 2y — 3xz 2z—3xy) 1

0z 0z

dx oy

= (23: —3yz+ (22 — 3my)% * )

0z  —2x+ 3yz

= =0
Ox 2z — 3zy

Partialderivatan i uppgiftstexten far vi med kedjeregeln

of of 0z

0 .
af(x,y,z(x,y)) = s + == = =223 4 a2 (

—2x + 3yz>
0z Ox ’

2z — 3xy
I punkten (1:, y, z(x, y)) = (1,1,1) blir partialderivatans virde

—2-1—1—3-1-1)

g _ 12 13 L1.12.12.
[f @y, 2@ y)], oy =17 12431171 (2.1—3-1-1

or
+1 B

=1+3- —2.

Med implicita funktionssatsen far vi att ekvationen
gz, y,2) =2 +9y° + 22 = 3xyz =0
definierar lokalt en funktion y = y(x, z) kring punkten P = (1,1,1) om

99

P) =2y —
5‘y() Yy — 312

=2-1-3-1-1=-1#0.

r=y=2=1

Om vi deriverar
9(z,y(z,2),2) =0
med kedjeregeln fas

99  O(x,y,2) _

0(z,y,2z) O(z,2) 0
oxr Oz
or 0z
dg 09 0g\ | dy 0y
o o=(x o #)|e >
0z 0z
or 0z
1 0
:(2x—3yz 2y — 3zz 22—3:163/) % @
or 0z
0 1



= <2m —3yz + (2y — 3xz)g—i * )

Oy  —2x+3yz

= = .
Ox 2y — 3xz

Vi far nu med kedjeregeln att

0 of of oy 9 3 3 —2z 4+ 3yz
J— = — —_— = 2 —_—
axf(x,y(m,z),z) Ox + Oy Ox ya A sryz 2y — 3zz
I punkten (a:, y(x, z), z) = (1,1,1) far derivatan virdet
—-2-1+3-1-1
- =12.13+92.1.7.13. 2~ +% - -
E) f(sr:,y(a?,z),z) R + 2:-1—-3-1-1
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