Avsnitt 1, Integraler
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601b Berikna integralen /
1

Integranden &r en rationell funktion som vi kan skriva som

1’4+27354 2 2
IE?’ —54‘5—1‘4’;.

Vi delar upp integralen i tva delar och integrerar delarna var for sig,

/1 xx—dex—AQ(x—l—%)dx:/12a:da:+2/12x_3da:
-[S]i+2[ 5] -
9
1

—2- 1 141
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601d Beridkna integralen / V3zr + ldx.
0

For att kunna riakna ut integralen behéver vi bestimma en primitiv funktion till
integranden. Vi behover alltsa bestimma en funktion F'(z) som uppfyller

F'(z) =v3z + 1.

Om integranden istéillet hade varit +/z skulle vi direkt veta att en primitiv funk-
3/2
x
tion ar = %z3/ 2
3/2
just att vi har ett forstagradsuttryck under rottecknet gor att den inre derivatan
av motsvarande formel %(31‘ +1)3/2 #r en konstant, sa vi borde dirfér ha en

primitiv funktion i formen

. Nu &r var integrand "roten ur ett forstagradsuttryck” och

F(z) = 2C(3z + 1)*2,

déar C ar en konstant. Derivering av F' ger att
Fl(z)=2C- 33z +1)"?-3=3CV3z + 1.

For att detta ska vara lika med v/3z + 1 maste C = % Alltsa &r

Fl@)=2-% (32+1)? =23z +1)V3z + 1

3°3
en primitiv funktion till v/3x + 1. Vi far

5

/:dez [%(333—1—1)\/@}0

=23-54+1)V3-5+1-2(3-0+1)v3-0+1
2.16-4-2-1-1=120 =14

1
601h Berikna integralen/ > da.
0

Integranden finns faktiskt med i tabellen 6ver primitiva funktioner till elementéra
funktioner. Skriver vi integranden som

P (62)I =a%, dir a = €2,

sa vet vi att en primitiv funktion &r

Integralen blir



dx
7T—x

5
601j Berédkna integralen /
1

Vi kan kédnna igen integranden som ett uttryck i formen

f'(x)
flx)’
for om vi siitter f(x) =7 — 2 sd & f'(x) = —1 och
ffle) 1
flz)y  7—a’

Med formeln for logaritmisk derivering vet vi att en primitiv funktion &r
—In|f(z)|=—-In|7 — x|

Alltsa ar

> da 5
/1 = {—hl|7—a:|}1 =—In2— (—In6)

:1n6—1n2:1ng =1In3.

5
6011 Berikna integralen / 21’#1 dz.
o T*+2x+5

Integranden &r en funktion i formen

séniir som pa en faktor 2. Med f(x) = 2% 4+ 27 + 5 ir nimligen f/(x) = 2r +2 =
2(x 4+ 1) och vi har att
r+1 1 f(x)
22 +2x+5 2 f(z)’

Formeln for logaritmisk derivering ger att en primitiv funktion &r
Llog|f(z)| = L In|2? + 22 + 5],
Vi far

5
z+1 5
———————d :[11 >+22+45
/0 2t 2z 45 3 Infa” + 20 4] 0
=4in|5°+2-545|— 1 In[0*+2-0+5| = 3In40 — £ In5

_ 1 40 _ 1 _ 1 3 _ 3

6010 Berikna integralen /coth;z:dx.

Nér det inte finns med nagra integrationsgranser betyder det att vi ska bestdmma
alla primitiva funktioner till integranden. Cotangens hyperbolicus ér i sjdlva ver-
ket funktionen
e(ﬂ + 6—3}
coshx 2
cothz = = =

sinh x et —e*

2

et +e”

er — efw'

Genom att stirra pa kvoten ser vi att téljaren &r derivatan av ndmnaren. Alltsa
dr de primitiva funktionerna lika med

/cothxdx =Inle® —e *| 4+ C,
dar C &r en konstant.

Anm. Vi kan skriva om den primitiva funktionen till

Inje” —e™ 7| +C:ln‘2 %‘ +C =In|2sinhz|+ C
=In2+ In|sinhz| + C = In|sinhz| + Cs.



/6
601q Berikna integralen / (sin 2x + cos 333) dx.
0

Forst delar vi upp integralen i tva delar,

/6 /6 /6
/ (sin2x—|—c053x) da::/ sin2xda:+/ cos3xdr = I + Is.
0 0 0

Vi ska berikna de tva integralerna i hogerledet med substitutioner.

I;:  Nér vi ska berdkna en integral med hjéilp av en substitution géller det att
kunna kénna igen integranden som en uttryckskombination av typen

flu) -,

dér u dr ett uttryck i  och f nagon funktion. I var integral kan vi se att
med v = 2z sa ir u’ = 2 och integranden kan skrivas som

gsinu -,
Med substitutionen u = 2z blir alltsa integralen

/sin2o:dx: {u:2x, du:u'dl’:2dm} :/%sinudu.

Néar vi gor substitutionen maste vi ocksa byta integrationsgrinserna
till u(0) =2-0 =0 och u(r/6) =2 7/6 = L. Alltsa blir utréikningen

w/6
/ sin2xdx = {u =2z, du=2dz, u: 00— 7/3}
0

/3 /3
— 1 _ 1
—/ §smudu—§[—cosu}

0 0

— L(-cos§ +eost) = 3(1-3) = .

I>:  Pa motsvarande sétt far vi
/6
/ cos3zdr ={u=3z, du=3dx, u:0—7/2}
0

/W/zl . /2
= gcosudu: [smu]
0

0
= %(sin% —sinO) =

Wl

W=

Sammantaget far vi

/6
/ (sin2x+cos3x)dx:i+%:l.
0

1

602b Berikna integralen / (1 —2z)e *" da.

-1

Om vi tittar pa formeln for partialintegrering,

/f-gdac:F~g—/F-g'd337

sa ser vi att om vi véljer ¢ = 1 — 2z sa kommer den faktorn att deriveras till
en konstant i hogerledets integralterm. For att detta ska vara en forbattring
forutsdtter detta givetvis att vi kan hitta en primitiv funktion F' till den andra
faktorn f = e~2* och dessutom kunna integrera denna.

Med en liknande omskrivning som vi gjorde i uppgift 601h far vi att F(z) =
—3€2. Med partiell integration far vi alltsa

1 1 1
/ (1- 23:)6_2”’ dx = {—%6_296 -(1— 21’)} - / _%6_% (=2)dx
-1 -1 -1

1
=—1e?(1-2-1)+1ie*(1-2-(-1)) - / e " dx

-1



602d Berékna integralen /m2 cosz dx.

Integranden bestar av tva faktorer 2 och cosx s& partialintegration borde vara
lamplig. Om vi ska anvinda partialintegration maste vi bestimma vilken faktor
vi ska derivera och vilken vi ska integrera. I detta fall verkar det vara lampligt
att derivera 22 for da sjunker dess gradtal med en enhet,

/:c2 coszdr =2 - sinz — /230 -sinx dx.
Integralen i hégerledet ar fortfarande inte en integral som vi direkt kan bestdmma,

men problemet har faktiskt reducerats nagot. Istillet for 22 har vi « som faktor.
Om vi partialintegrerar ytterligare en gang forsvinner z,

/xsinxdx =z-(—cosz)— /1 - (—cosz)dx
= —xcosz + /cosxdm = —xcosx +sinz + C.
Sammanstéller vi utrdkningarna fas

/.’EQCOSId.’E:.’EQSiH.’L‘—2(—$COS$+SiD$+C)

= (2% — 2)sinx + 2z cosz + C.

Anm. Istillet for att beteckna integrationskonstanten med 2C' i det sista ledet (som
vi egentligen borde gora) skriver vi C' och underférstar att vi har olika konstanter de i

olika leden.

9
602h Berikna integralen / zln(x — 1) dz.
3

Vi kan utlisa tva faktorer i integranden, x och In(z — 1), vilket antyder parti-
alintegration. Om vi ténker anvénda partialintegration ska vi derivera den ena

faktorn och integrera den andra. Ofta n#r logaritmfaktorer forekommer véljer
man att derivera dessa,

9 9 9
/ zln(z —1)de = | 12° - In(z — 1)} - / ta? dx
3 3 3

9 $2
:%92-1n(9—1)—§32-(3—1)—§/3 de.

Den rationella integranden i hogerledet férenklar vi med en polynomdivision,

rz +1
x? rz—1
22—z
T
rz—1
1
Alltsa ar
2
1
=zr+1+
Tr — rx—1

En primitiv funktion &r

z’ 1.2
. dr = 52° 4+ x +log |z — 1].
Vi har alltsa att

9 9
/ xln(x—l)dm:%IHS—%an—%{%xQ—l—x—i—ln\x—HL
3

= $m2* 2 5(39%+9+m[9 -1 13— 3-InJ3-1|)
=83 - Hm2-8 -2 1ing+24+241m2



602k Berikna integralen / xarctan z dx.

Aterigen har vi en integrand bestéende av tva faktorer. Vid forsta pasyn kan det
verka smart att derivera x fér da blir den en konstant, men det betyder att vi
maste hitta en primitiv funktion till arctan x och det verkar svart. Vi deriverar
dérfor arctan x istédllet. Partiell integration ger

2 1

1—|—x2dm

/xarctanxdx: %xzarctanx—/%x

22
= %:c2 arctanz — % — dr.
1+x

Forenklar vi integranden i hogerledet med en polynomdivision far vi

x? 1
1422 1422

Vi har alltsa

1
/xarctanacdm: %xQ -arctanx — %/(1 — )dm
1+ 22

2% arctan z — %x + % arctanz + C

NI= N

(z? + 1) arctanz — Lz + C.

602m Beriikna integralen / e " sin 2z dx.

Eftersom integranden bestar av tva faktorer som &r elementéra funktioner kan
det ligga néra till hands att prova med partiell integrering. I detta fall verkar bada

x

faktorerna vara lika enkla att derivera och integrera, sa lat oss integrera e~* och

derivera sin 22 (utan speciell anledning),
/e*w sin2xdx = —e * - sin2x — / —e % -2cos2xdx
= —e *sin2x +2 / e ¥ cos2xdx.

Integralen forenklades inte sérskilt mycket; istéllet for faktorn sin 2z har vi cos 2.
Kanske far vi tillbaka sinus-funktionen om vi partialintegrerar ytterligare en gang,

/e_m cos2zxdr = —e™ " - cos 2w — / —e " (—2¢in2x) dx
=—e %cos2x —2 / e~ *sin2x dx.
Vi far alltsa tillbaka var ursprungsintegral! Alltsa har vi visat att
/e*I sin2xdr = —e” ¥sin2x — 2e” ¥ cos 2x — 4 / e ¥ sin 2z dx.
Samlar vi integraltermerna i ena ledet far vi

/e_”” sin 2z dx = —%e_”” sin 2x — %6_“’ cos2x + C.

603b Beridkna integralen /sin\/Ed:c.

Det som é#r besviirande med integranden dr argumentet /z till sinus-funktionen.
For att forsoka bli av med den provar vi med substitutionen u = /z,

1
i dr ={u= du=u'de=—=d
/sm\/f r={u=r, du=1'dx NG x

1
= —dx, dx=2udu}22/usinudu.
2u



Nu har vi fatt en integral som ldmpar sig for partiell integrering. Vi deriverar u
och integrerar sinwu,

= 2(u~(—cosu) —/1 . (—cosu)du)

= 2ucosu — 2/cosudu = —2ucosu + 2sinu + C.

I den ursprungliga variabeln x blir detta,

= —2v/z cosv/x + 2sinv/z + C.

Anm. Som en extra kontroll att vi rdknat riatt kan vi derivera den primitiva funktionen
och se om vi far tillbaka var integrand,

i(—2\/icos\/5+ 2sin vz + C’)
dx

:—2(#>cos a:—Z\/_(—sm\/E 2\/_>+200s\/_ V+O

_cos\/x sin cos\/__sm
=T tanVEr T =

1
603d Berikna integralen / 2z + 1) In(x + 1) dz.
0

Integranden &r ett forstagradsuttryck multiplicerat med en logaritm. Da kan det
vara lampligt att derivera bort logaritm-faktorn med partiell integrering,

1

1 1 1
/O(2x+1)1n(x+1)dx:[(z2+z)'ln(x+1)}07/0(g;2+x).mdx

1 1
:(12+1)1n2—(02+0)1n1—/ xdx—anz—[l 2] =2In2— 3.
0 0

1/2
603f Berdkna integralen / arcsin x dx.
0

Vi forsta pasyn kan integralen verka hopplts. Hemligheten &r att se integranden
som en produkt,

1-arcsinz,
och sen derivera bort arcsin-funktionen i en partiell integrering,

1/2 1/2 1/2 1
1-arcsinz dx = [marcsinx} — r——dx
/0 0 0 V1— 22

I integralen i hogerledet forekommer uttrycket 1 — 22 i nimnaren och detta ut-
trycks derivata i tiljaren (sénir som pa en faktor —2), sa substitutionen u = 1—x?
verkar given,

12 _og,
—dx

0 V1 — 2

={u=1-2° du=—2zxdz, u:1— 3}
3/4 du L 1[\/6}3/4

1 1 1 _
=257 0+3 NIRRT

1V

= % arcsin % —0-arcsin0 + %

=rty/i-VI=Grd V3oL
603i Berikna integralen / arctanz
1+ 22

Integranden &r lite intressant. Kom ihag att derivatan av arctanx ar H%’ sa
om u = arctanx da kan integranden skrivas som u - u’. Med andra ord ska vi
substituera v = arctan z,

) d
/%dx:{u:amtanw; du = Tm:vz}

= /udu = %uz +C = %(zaurctanm)2 +C.



1
604e Berédkna integralen / 2127 +1
o T2 +1

Om vi delar upp integralen i tva delar,

Yor+1 Uoog Vode
5 dx = 5 dx + —_,
o T + 1 o T + 1 0 $2 + 1
far vi forst en integral dér tdljaren dr ndmnarens derivata och sedan en integral
som vi vet den primitiva funktionen till,

1 1
= [1n|a:2 + 1|}0 + [arctanx}o

=In2—-1Inl+arctanl —arctan0 =1n2 + iﬂ'.

-2
—1
604f Berdkna integralen/ x dx.

0 x2+4

Vi delar upp integralen i tva delar,

2 2 2
z—1 T dz
——dx = —dx — —_—.
/0 224" /0 22+ 4% /0 x?+4 ()
I den forsta integralen i hogerledet dr téljaren derivatan av nimnaren (férutom
en faktor 2) sa vi har att

2 2
T 2x 2
L gp=1 d:l[l 2 4]
| wmr=t [ e =t fweteal]]

= %(ln8—ln4) = %ln% = %1112.

Den andra integralen i hogerledet av (%) liknar mycket en integral som
har arctan z som primitiv funktion, men vi har inte riktigt den situationen. For
att fa en 1:a i ndmnarens konstantterm bryter vi ut en faktor 4,

PN

1 1
= 4 = .
r2+4  2?2/4+1 (§>2+1

Substituerar vi nu u = /2 sa far vi exakt den integrand som ger arctan,

2 2
d d
/2—96:%/—2x:{u:x/27du:%dx,u:0—>l}
2

1 d 1

u

=1 5 = %{arctanu} = larctan1 — } arctan0 = 3.
u+1 0

Sammantaget har vi

2 2 2

z—1 T dxr

———dx = —  dx — = _lpo-_1
/0952+4x /0$2+4x /ow2+4 2HEs

1
604g Berikna integralen/o ﬁdm.

I nimnaren har vi uttrycket 22 + 1 och dess derivata forekommer i téljaren, sa vi
substituerar v = 22 + 1,

1
/ (2i1)2d$:{u:x2+1, du=2xdzx, u:1— 2}
0 X

1 By =34 b)) =t



604h Berikna integralen/mdx.

Om vi skriver om integranden som
x? 2%z

(xZ + 1) - (x2 + 1)

sa ser vi att uttrycket w = z2 + 1 har en derivata som forekommer i téljaren.
Dessutom ingar faktorn z2 i téljaren, men den kan vi skriva som u — 1. Alltsa
verkar det upplagt for substitutionen u = 22 + 1,

2
-2
/( - dm%/(xuf) dv={u=2a"+1; du=2vdr}
xr

/(qu—ufg)duzé(—l +212)+C’

Il
\

222 + 1
>+C——m+c.

_1( 1
2 2(z2 +1)2

1
604i Berikna integralen / Qxi dx
0o T*H+2x+2

Eftersom integranden &r en rationell funktion finns en fastlagd arbetsgang. Vi
bestdmmer forst ndmnarens rétter. Om vi borjar med att kvadratkomplettera
némnarpolynomet far vi

P42 4+2=(r+1)*-1+2=(z+1)* + 1.

Polynomet har alltsa komplexa rotter och da kan vi inte faktorisera det i reella
forstagradsfaktorer.

Eftersom vi har ett forstagradsuttryck i téljaren kan vi utnyttja det som
ndmnarens derivata efter en omskrivning,

/1 z+2 da:—l/l 2z +1) dx+/1 dx
o (x+124+17 2 )5 (z+1)2+1 o (z+1)24+1

Den forsta integralen i hogerledet &dr nu en logaritmisk derivata,

1
/Mdz:
0

1
2 =In5—In2=In?
@+ D241 [1nl(w+1) +1|}0_1n5 In2=1In3.

Den andra integralen &r en arctan-integral vilket vi ser efter en enkel substitution,

/1 dzx B
o (z+12+1

2

du 2

= = [arctanu} = arctan2 — arctan 1 = arctan2 — 1.
1 u?+1 1 4

{u=z+1; du=dzx; u:1 -2}

Sammantaget har vi

1
2
/ %d —lln —|—arctan2—z7r
0o T T

3
604k Beridkna integralen / 2d7x
o X2+ 3x+2

Vi undersoker forst vilka nollstéillen nimnarpolynomet har. Kvadratkomplette-
ring ger

Pager2= (@) - (@) 2= @+ 10



Enligt faktorsatsen kan alltsa integranden skrivas som

1 1
2 +3x+2 (v+1D)(z+2)

Vi kan nu partialbrakuppdela detta uttryck, vilket betyder att det finns konstan-
ter A och B sa att
1 A B

($+1)(33+2):x+1+g;+2‘ (%)

For att bestimma konstanterna A och B ska vi anvéinda tva olika metoder.
MEeTOD 1 (Identifikation av bada led)
Vi skriver hogerledet i () med gemensam nidmnare,

(A+ B)x + (2A+ B)
(z+1)(z+2) ’

A B Alx+2)+Blx+1)

r+1 x+2  (2+1D)(z+2)

och jamfor med viinsterledet i (). Eftersom bada led ska vara lika for alla x
maste téljarpolynom vara identiska, d.v.s. koefficienterna maste vara lika,

A+B=0 A=1
2A+B=1 B =-1.

METOD 2 (Handpaliggning)

Handpaldggning dr en teknik som man kan anvédnda for att bestémma de konstan-
ter som svarar mot enkla faktorer (och multipla faktorer med maximalt gradtal,
mer om detta i uppgift 6041).

For att bestimma konstanten A tar vi handen och técker 6ver den faktor i
vénsterledet som svarar mot A,

1
(z+2)’
och stoppar sedan istéllet for x in nollstéllet till den faktor vi téacker dver; i detta

fall z = —1. Vi far da véirdet pa konstanten A,
1

A= =1
(-1+2)
Pa motsvarande sétt far vi fram B,
1
B= =-1

(-241)

Varfor denna "magiska” metod fungerar star forklarat i exempel 7.16 i kursboken.

Nu nér vi partialbrakuppdelat integranden blir resten enkelt,

3 3
dx 1 1 3
e dz=[Info+ 1]~ Injo +2/]
/2 22+ 3x + 2 /2<:E+1 x+2) . nlz+ 1 —Inje +2| 2

=In4—1Inb5— (ln3—ln4) zln% zlni—g.

4
6041 Berikna integralen / 3# dx.
5 T3 —3x+2

Eftersom vi har en rationell integrand (och téljaren dr inte nimnarens derivata) sa
bestdmmer vi férst ndmnarens rotter. Namnaren ar ett tredjegradspolynom och
dven om det finns formler for att berdkna rotterna dr de sa pass komplicerade
att det &r battre att forst forsoka gissa rotterna. Vi borjar med att prova nagra
enkla z-véarden,

r=0 : 03-3-0+2=2+#0,
rx=1 13 -3.-1+2=0,

r=-1 : (=1*-3-(-1)+2=5#0,
z=2 : 0 28-3.242=4#0,

(—2)3 —3-(=2)+2=0.

Vi undersoker inga fler heltal eftersom ett polynom med heltalskoefficienter kan
inte ha nagra heltalsrétter som till beloppet dr storre dn beloppet av polynomets
konstantterm 2.

Eftersom vi nu vet tva av rotterna (z = 1 och x = 2) ger faktorsatsen att
polynomet kan skrivas som

22 —3r+2=(r—1)(z+2)(z— A).

Den tredje roten (A) far vi reda pa genom att t.ex. stoppa in « = 0 i sambandet
ovan,

2= (-1)-2-(-4) & A=1



Alltsa kan integranden skrivas som
x
(x—1)2(z+2)
Med partialbrakuppdelning kan detta skrivas som

T A B C

G—1P@+2) @-1? e-1zt2

Eftersom z 4 2 &r en enkel faktor i ndmnaren ger handpaldggning
—2

¢= (—2-1)2 \W

Konstanten A kan vi ocksa bestdmma med handpaldggning eftersom den svarar
mot faktorn (z — 1)? som har maximalt gradtal,

- _2
=—3.

1

A= =1

(1+2) 3
Konstanten B kan vi ddremot inte bestdmma med handpaldggning eftersom den
svarar mot  — 1 och samma faktor finns upphojd till en hégre potens i partial-

brakuppdelningen.
Hittills har vi alltsa visat att

z _ % B

(x—1)2%(z+2) (x

Stoppar vi in z = 0 fas

Vi far nu att

4 " 4 L
S
/2 B 3042 /2 (x—1)2+a:

1
:P%;ji+§mu—u—gmu+m}

1 =z

| |omo

2) dx

+ [

4
2

- —dz+6

3 —2x—4 dz.

604m Berdkna integralen/

Eftersom téljaren har hogre gradtal &n ndmnaren férenklar vi integranden med
en polynomdivision,

x
2t —2? —dx4+6 28 —22—4
=222 — 4

z? +6
Alltsa ar
334—x2—4:1c+6_ 22 +6
23 —2x —4 3 —2x —4’
och
4 2 2
/x;’i;ﬁrﬁxz—de:%xz—i—/%dx. (%)

For att rdkna ut integralen i hogerledet bestdmmer vi forst ndimnarens nollstéllen.
Genom provning ser vi att = 2 dr en rot. Faktorsatsen ger att ndmnaren kan
skrivas

23— 20 —4 = (x—2)(2* + Az + B),

dér vi far den andra faktorn med en polynomdivision

22 +2¢ +2
z3 —2x—4 Tz —2
% — 222
222 — 2z
2% — Az
2 — 4
2 — 4

0
Vi har alltsa att

23— 20 —4 = (x—2)(2* + 2z +2).



Vi kvadratkompletterar den andra faktorn
P2 4+2=(r+1)?-12+2=(z2+1)* +1,

och ser att den saknar reella rétter. En partialbrakuppdelning av integranden i
hogerledet av (x) dr alltsa i formen

22 +6 A n Bx+C )
(z-2)((x+1)2+1) x-2 (z+1)2+1
Handpaldggning ger
22
% (2+1)2+1)
Stoppar vi in z =01 (}) fas
6 1 0+C
S T = —-2.
(22 2 3 ¢ C
Stoppar viin z =11 () fas
1 B-2
! =— 4+ — & B=0.

(—1)-5 -1 5

Vi kan nu beriikna integralen i (),

a2t — 2?2 — 4z +6 1 2
de = 132 ( — )d
/ 232z 4 v 2% +/ z-2 (@+12+1)Y

=12 +In|z — 2| — 2arctan(z + 1) + C.

3
604n Beridkna integralen _ @ +3 dx.
23 —x2—x+1

For att undvika att behova utfora en polynomdivision kan vi ”1agga till och dra
ifran”,
3 + 3z B

Bt —r+14224+4—1 14 22 +4x—1
-2 —z+1 B

3—x2—z+1 3—x2—x+1

Vi behover partialbrakuppdela kvoten i hogerledet for att berdikna en primitiv
funktion. Genom gissning far vi att —1 och +1 &r rotter till ndmnaren. Faktor-
satsen ger darmed att

-2 —z+1l=(z—1)(z+1)(z— A).
Stoppar vi in z = 0 fas
1=(-1)-1-(-4) &  A=1
Vi ansétter alltsa

244z —1 A B C

22 + 4z — 1 _ n n
S (z—-1)2 2z-1 x+1

B2 —z+1 (x —1)2(x+1)

Handpaldggning ger

2 11—
A 1244-1-1 _a,
(1+1)

(-1)2+4-(-1) -1

(—1—1)2 \W

244 —1 2 B -1

C—12@+1) @12 To—1 z+1

C= =-1

)

d.v.s.

Satter vi in x = 0 fas

-1 2 B -1
= — 4+ — & B =2.
Cie1 (e Tt

Alltsa ar

3 3 3 3
x° + 3z 2 2 1
—————dx = 1d ( - )d
/Qx?’—:cz—x—i—l * /2 a:+/2 (x—1)2+x—1 e+ 1)

3
2

3 2
:[x} +[77+21n|x71|71n|x+1\}
2 r—1

=3-2-1+2In2-In4—(-2+2mn1-In3) =2+1In3.



6040 Berikna integralen / ——dx.
J (=

Eftersom vi har en udda potens av x i tdljaren &r det lampligt att gora substitu-
tionen u = x? — 4 for att forst férenkla integralen,

1 3 12
x - x
——dr = —d
| e | e
={u=212%—4; du=2xdx; u: —4—>—3}:l/

2
-3
1 4 47-3
_ 1 1
*5/4(&*@)“‘6@““*;L4

:%(lni’)—%—(lnél—i)):ln@—&-%.

SBu+4

2du

u

607c Berikna integralen /taandx.

Variabeln x férekommer i integranden endast som tan z och detta &r ett av stan-
dardfallen da man ska substituera ¢ = tanx (fall 3 pa sidan 258 i kursboken),

/tan2xdac:{t:tanac; dt = (1 +tan®z) dx }
2 2+1-1
/1+t2 / 142
1
Z/(I—H—ﬁ)dt:t—arctant—i—C

=tanx — arctantanx + C = tanx — x + C.

Anm. Notera att integranden har singulariteter i = %¢ (for n = 0,£1,42,...) sa
den primitiva funktionen giller bara inom intervall mellan singulariteterna. T.ex. &r
anvandningen av integralkalkylens huvudsats i utrédkningen

3m/4 5 3m/4
/ tan mdﬂc:[tanx—x] :tan%’r—%”—(tang—%)
/4 /4

_ 3 T o T
——1-3 _j4x__9g_1=

felaktig. (Varfor #r forresten svaret orimligt?)

607d Beridkna integralen / tan’z dz.

Med hjalp av trigonometriska formler kan vi skriva om integranden,

3 sin® x sinz - sin’ x 1—cos?z .
tan® x dx = dr= | —————dr = | ————sinzdx.
cosd z cosS z cos3 x

Har ser vi att vi har sin  som ar derivatan av cos x som en faktor. Vi substituerar
dérfor t = cosz,

1—¢2

o dt

= {t=cosz, dtz—sinxdw}z—/

:/( 1+%%ﬁ:34+mm+0

3 212
= ——— +1In|cosz| + C.
2cos? x | |
Anm. Vi har att
1 = 1 :1—|—tan2a:}=ltaunzac—i—l
2cos? x cos2 2 2

sa svaret stimmer med facit.



607e Berikna integralen / tanz da.

Integranden innehéaller bara tan x sa vi substituerar ¢ = tan x,

/tan4xdx: {t=tanz, dt = (1 +tan’z)dz = (1 +t*)dr}

¢t 1
= / T dt = { polynomdivision } = /<t2 -1+ m) dt

%tg—t—l—arctant—FC': %tan?’x—tanx—&—x—ka

/2
607e Beridkna integralen / sinx - sin 2x dx.
0

Med formeln for dubbla vinkeln har vi att

w/2 w/2 /2
/ sinx-siandmz/ sinx-2cosxsinmdx=2/ sin? z cos z dz.
0 0 0

Faktorn cosx &r derivatan av sinx, sa vi substituerar ¢t = sin x,

1
= {t =sinz; dt = cosx dz; t:Oﬂl}:Q/ t2 dt
0

1,310 _ 2
:2[§t }025'

/2 dx
/3 sinz’

607h Berikna integralen /

™

Vi forldnger med sinx och anvénder trigonometriska ettan,

/2 dx /2 sinx /2 ging
— = ——dr = ————dz
x/3 SINT x/3 sin”x x/3 1 —cos®x

0
—1
={t=rcosx; dt = —sinx dx; t: %HO}:/ T2
1/2

dt

dt = { partialbrakuppdelning }

0 1
_/1/2 (t—1)(t+1)

0 1 1 0
:%/ (___)dt:%[ln|t—l|—ln|t+1|}
1pNt—=1 t41 1/2

:%(ml—lnl—(ln%—ln%)) Zéln%:%ln?"

2.2 Beridkna integralen /siandx,

Formeln for halva vinkeln ger att

1—cos?2
/sin%dmz/#daz:%x—%/cos%;da:

= {t = 2x; dt:2dx}:%x—i/costdt:%m—isint+0

— 1. 1
=357 481n2x+C.



2.3 Beridkna integralen /sin3a: dx.

b)
Med den trigonometriska ettan kan vi skriva om integranden, o)
/sin?’x dr = /sian -sinxdxr = /(1 — cos2gc) sinz dx.
Nu passar substitutionen ¢ = cost bra,
={t=cosuz; dt:fsinxdx}:f/(lftz)dt b)

:%tg—t—i—C:%cosgm—cosx—l—C.

2.4 Berdkna integralen /sin4m dx.

Vi anvéinder formeln fér halva vinkeln upprepade ganger,

1 —cos2x\2
/sin‘%dac:/(#) dx:/(%—%cos%;—i—%cosz%n) dz

1+ cosdx
_1 1 1 2 _1 1 1
_Zx—ZbIHQl‘—FZ/COb 2xdm—zx—zbln2x+z/#daﬁ
=1y Lsin2z + lo4 Lsinda + C = 22— 1sin2z + L sinde + C
1 1 8 32 8 1 32 :

7.22 Berikna

tdo
o V&’
* do

o
1 T

Eftersom integranden har en singularitet i = 0 &r integralen generaliserad
och lika med

Udx Udx
— =1 — =1 2
E im im [ \/E}

a—0t+ [, \/E :ag%l‘*Z(l_\/a):Q

1
a

I detta fall 4r integrationsintervallet obegrinsat och integralen dr dirmed
en generaliserad integral som ska tolkas som

% g R d —a+1l 1R
/ &~ lim —x:{oma#l}zlim[m }
1 x¢ R—oo J{ X% R—ool —a+ 111
1 1 -1, om o > 1,
=—— lim (R"*-1) = .
l—a R—oo I—a |divergent, om a < 1.
1
, om o > 1,
=qa-—-1
divergent, om « < 1.
Om «a =1 sa blir integralen
R dg R
lim — = lim [ln \x@ = lim In R = divergent.
R—oo Jq X R—o0 1 R—o00

Alltsa blir svaret

1
a—1’
divergent,

om o > 1,

[ =
oxe

om o < 1.



7.23b Berakna/ ( de (Ledning: Sétt x = tant).
0

1+ x2)2

Integrandens ndmnare blir aldrig noll sa integranden har ingen singularitet i in-
tegrationsintervallet. Daremot &r integrationsintervallet obegriansat sa integralen
ar generaliserad. Vi har

/°° dx [t da
——— = lim —
o (1+a2)° FH-<Jo (1+a?)
= {2z =tant, de = (1+tan’t)dt = (1 +2?)dt, t: 0 — arctan R }
arctan R dt

lim

R—oo Jq 1+ tan?¢
1
={R = arctan R 27; 1+tan’t =
{R— o0 arctan R — 7/27; 1+ tan COS2t}
= lir? cos® t dt = { formeln for halva vinkeln }
s—=m/27 Jo
1 2t s
= lim idtz lim [%t—&-%sin%}
s—=m/27 Jo 2 s—mw/27 0

= lim (is+1isin2s)=1ir+ Lsinw=1ir.
_\2 4 1 1 1
s—m/2

907d Avgor om den generaliserade integralen

1
/ (1 —2)" dz
Jo

ar konvergent eller divergent.

Om a < 0 sa har integranden en singularitet i £ = 0 och om b < 0 sa finns en
singularitet i z = 1. Det &r i dessa fall integralen &r generaliserad.

Eftersom vi har tva singulariteter delar vi upp integrationsintervallet i tva delar
sa att singulariteterna hamnar i varsina intervall,

1 1/2 1
/ xa(l—x)bdac:/ x“(l—w)bdm—i—/ (1 —x)de =1, + .
0 0 1/2

For att integralen i viinsterledet ska existera maste bada integralerna i hogerledet
existera. Vi underscker integraltermerna separat.

I;:  Det som avgor om integralen ér konvergent &r integrandens storleksordning
da z — 07. Vi ska alltsd ténka smatt! I nirheten av origo &r

(1 —x)’ ~ 2% 1.

sa vi kan forvinta oss att integralen konvergerar/divergerar samtidigt

med fol/ ? 29 dz. Denna integral ar ett ként integralfall som man ofta

anvander som jamforelsefall,

/1/2 a konvergent, om a > —1,
z%dr =<
0 divergent, om a < —1.

For att gora detta losa resonemang giltigt anvinder vi jamforelse-
principen (sats 9.15) och jamfér de tva integranderna nir z — 0%. Vi
har att

lim =———2 = lim (1-2)*=1#0.

r—0+ @ r—0+

Jamforelseprincipen ger nu att

1/2 1/2
/ 2%(1 —z)’dx och / x®dz
0 0

konvergerar samtidigt, d.v.s.

1/2 k t > -1
/ 241 — ) do — (.)nvergen , oma ,
0 divergent, om a < —1.

I>:  Resonemanget liknar det vi gjorde for integralen I;. I ndrheten av z = 1
har vi att

21—zl ~1-(1-2x)°



sa vi jAmfor var integral med

/1 Q- x)b e — {konvergen‘c7 dab> -1,
1

/2 divergent, da b < —1.
Vi har att
: xa(l — x)b : a
ST g T =LAl

Alltsé konvergerar I samtidigt med [(1 — 2)®dz, d.v.s.

1 .
/ 221 — o)t dy = konvergent, da b > —1,
1/2 divergent, dab< —1.

Sammanfattningsvis har vi att

1
/ 21— ac)b do — k?nvergent, oma>—1ochb>—1,
0 divergent, annars.

907e Avgor om den generaliserade integralen

oo 2
/ In(z* + 1) e
1

T

ar konvergent eller divergent.

Néamnaren dr inte noll 1 integrationsintervallet sa vi har inga singulariteter utan
vi har "bara” ett obegridnsat integrationsintervall. Konvergensen hos integralen
bestédms av om integranden avtar ”tillrickligt” fort nir x — oo. I detta fall ser
vi att

In(z? + 1)

1
> — for x > 1,
T T

sa vi har att
® In(z? + 1 Bin(z? +1 B
/ LG B T A Gt 0 B T
1 T RHOOl X Rﬂool T

R
= lim [ln|x|] = lim InR = oo.
R—o0 1 R—oo

Alltsa ar var integral divergent.

907g Avgor om den generaliserade integralen

/ooo(lﬁﬁ

dr konvergent eller divergent.

Némnaren antar virdet 0 for £ = —1 och x = 0. Integranden har alltsa singu-
lariteter i dessa punkter. Eftersom x = —1 ligger utanfor integrationsintervallet
paverkar den inte konvergensen.

Forutom den singuldra punkten x = 0 ar integrationsintervallet obegransat. Vi
delar darfor upp integrationsintervallet i tva delar, en del som innehaller singu-
lariteten i origo och en del som dr obegridnsad (men utan singulariteten),

=0+ Is.

/ ° dx B / ! dx N / > dx
o (I+az)vz  Jo A+a)e )i (1+a)ye
For att integralen i viinsterledet ska vara konvergent maste bada integralerna i

hogerledet vara konvergenta.

I;:  Nara origo har integranden storleksordningen
1 1
(1+z)y/z 1-\x

[

och eftersom integralen



ar konvergent sa kan vi missténka att var integral ocksa &r konvergent.
Jamfor vi de tva integranderna i = 0 far vi att

1
. (I+a)yz . 1
AT T e Y

Nz
och jamforelseprincipen ger att I; dr konvergent.
I>:  Nar z — oo har integranden storleksordningen
111
(1+2)y/x  zyz a3/

Integralen floo x73/2 dx &r konvergent (se uppgift 7.22c), sa eftersom

1
1
lim wz lim —Y— — lim ~—— —1£0
3/2 T

ger jamforelseprincipen att Iy dr konvergent.

Alltsa &r integralen

/ooo(lfﬁ

konvergent.

907m Avgor om den generaliserade integralen
b odx
o xlnz

Vi har tva singulariteter i integrationsintervallet

ar konvergent eller divergent.

x =0, eftersom lim zlnz =0,

z—0t

x =1, eftersom lim zlnz =0.

r—1—

Som vanligt giiller att integralen &r konvergent om bade

1/2 1
i) / du och i) dr
0

zlnx 12 ¢Inz

dr konvergenta.
Singulariteten i = 0 verkar lite besvirlig sa vi borjar med att undersoka
integralen i punkt #. Nar vi undersoker integranden néra z = 1 har vi att
1
zln(l+ (z — 1))
1 B 1
z((z—1)+0(z —1)?)

C(x—1)+O(x —1)2
1 1
o ).
-1 N\t e
Integranden har en singularitet av typen 1/(x — 1) i & = 1 och da &r integralen

divergent (punkt 2 i sats 9.15).
Eftersom integralen # &r divergent dr integralen

/1 da
o zlnz

= { Maclaurinutveckling av In(1 + z) = z + O(z%) }

divergent.



628b Visa att

1.5 )
/0 x7+1dw271n2‘

Nér man ska visa olikheter av den har typen anvéinder man oftast integralens
monotonicitet, d.v.s.

Om f(z) > g(z) i ett intervall [a, b] sa &r
b b
/ flx)dz > / g(x) dr, (Sats 7.3iv)

Tanken &r att vi hittar en enkel funktion g(z) som gar att integrera analytiskt
och som ger virdet i hogerledet. Detta kan vara ganska knepigt ibland. Lat oss
forst titta pa ett misslyckat forsok.

METOD 1 (misslyckande 1)

I intervallet [0,1] &r

1
27 <1 & 1+27<2 & >
1+ 27

DN | =

Alltsa har vi att 5 fﬂ > % och integralens monotonicitet ger att

1 5 1.5
T T 1
dz > Zdr=L[2%] =1L,
\/0 1+$7 —/0 2 12[ ]0 12

Vi har visserligen fatt fram en undre grins pa integralens virde men var grans
dr mindre &n det 6nskade %ln 2. Vi har alltsa misslyckats.

Felet vi gjorde var att olikheten z” < 1 vi utgick fran #r for grov. Vi maste pa
nagot sitt skatta integranden béttre.

METOD 2 (misslyckande 2)

Istéllet for att planlost forsoka skatta integranden kan vi titta lite pa vad vi har i
hogerledet och forsoka arbeta baklinges. Uttrycket In 2 skulle kunna komma fran

[ln\x—l—l”é =In2,

d.v.s. fran integralen

Hmm. .., vi har att
20 <1 & 2T <z & 1+2" <142
- 1 S 1
1427~ 1+2

5

men nu kommer faktorn z° in och forstér det roliga eftersom z° inte uppfyl-

ler 25 > % i hela intervallet.

MEeTOD 3 (Lyckosamt)

Efter att ha tittat lite noggrannare pa integralen ser vi att om vi ersitter x° i

taljaren med det mindre uttrycket 2% s& far vi i téljaren derivatan av ndmnaren
och det ger just en logaritmisk primitiv funktion. Det verkar lovande!

1 5 1 6 1 6
x x a1 Tr L c
/o 1+x7dx2/0 1+x7d”_7/0 o7 =z[nll+aT], = ;2.

dx

_ >
e~ +x2 —

e T
628c Visa att/ —.
0 2

Det som foérhindrar oss fran att enkelt hitta en primitiv funktion &r e™* i
ndmnaren. Tittar vi dessutom pa hogerledet 7/2 s& skulle den kunna uppsta

av
[arctanx}go =7/2,

d.v.s. av integralen




En ténkbar strategi &r alltsa att erséitta e”® med 1. Vi far se om det fungerar.
Funktionen x — e~ #r avtagande och eftersom e™® =1 s3 &r

e”® <1 for x1iintervallet [0,00).
Detta ger att

1 1

et 422 <142? & > .
et 412~ 1422

Integralens monotonicitet ger

< dx S < odr o
) m_ o 1+x2—[arctanx]o —7T/2

1
628d Visa att/ ez2sinwd:r < %.
0

Just faktorn e*” brukar valla besvir vid analytiska integralberdkningar. Dess pri-
mitiva funktion gar inte att uttrycka i elementéra funktioner, sa en naiv skattning
av typen
. 2 | 2
sinz <1 = e” sinz < e”
har vi inget for. Samtidigt vill vi inte forsoka skatta bort e®” eftersom talet e
forekommer i hogerledet och det &r ett tecken pa att exponentialfunktionen pa
nagot sitt dr inblandad och bor méjligtvis sparas.
Fran tidigare i kursen kanske vi kommer ihag olikheten
sinz <z, forx>0. (Sats 2.1)

Den &r vird att prova, for om vi ersétter sinxz med x far vi dessutom derivatan
av exponentialfunktionens argument 22 som en faktor i integranden och detta

Oppnar for en substitution. Vi provar!

1 1
/ ezzsinxdxg/ emzxdxz{Ssz, dex =2xdx, s:0—1}
0 0

13 s11 e—1
= [ e gl -

705 Berdkna arean inom kurvan

{x: 14 cost +sint,

<t< .
y = cost — sint, (O=<t<2m)

Kurvan &r en parameterkurva sa arean ges av

2m
% /0 (my — xy) dt,

om kurvan genomloper randen i positivt led. Det dér med ”positivt led” ar viktigt
att komma ihag. Problemet r inte sa mycket att vi skulle raka integrera kurvan
i negativt led for da blir areaintegralen negativ och det riacker om vi byter tecken
for att fa arean. Problemet &r om kurvan har oglor, for da kan kurvan innesluta
olika delomraden med olika omloppsriktningar och delareorna boérjar kancellera
varandra.



Vi kan upptécka mojliga 6glor genom att un-
dersoka om det finns punkter pa kurvan som
genomlops fler ganger, d.v.s. om det finns tva
olika parametervirden ¢t = t; och t = t5 som
ger samma punkt,

z(ty) = x(t2),
y(t1) = y(t2).

Sa lat oss undersoka detta,

1+ costy +sint; = 1+ costy + sintg, (1)
cost] —sint; = costy — sints. (2)
Adderar vi (1) och (2) fas
14+ 2cost; =14 2costy & cost; = costa.
Detta insatt i t.ex. (2) ger
sint; = sints.

Vi maste alltsa ha att

costy = costa, (3)
sint; = sints. (4)
Flytta over allt i vénsterledet och anvind additionsformlerna

t1 — 12 t1 + 12

cost; —costy =0 —2sin g M THT = 0 (5)
=
i — si = t1 —1 t t
sint; —sinty =0 9 gin L 2 cos 1+ 1o —0 (6)
2 2
For att (5) ska vara uppfylld maste vi ha ett av fallen
sin tl;tQ =0: Da dr (5) ocksa uppfylld. Detta ger att
t1 —1t
122=n7r & t1 =t + 2nmw

for nagot heltal n. Eftersom parameterintervallet [0,2n] har
lingd 27 kan den enda l6sningen som uppfyller ¢ # to va-
ra t1 = 0 och to = 27 (eller ombytta roller), vilket betyder att
kurvans startpunkt och &ndpunkt sammanfaller.

t1+t2
2

o . . titta
cos =0: Da &r sin —

# 0 eftersom cosinus och sinus har olika

t1—t2

5— = 0 vilket dr fallet ovan.

nollstéllen. (5) ger dérfor att sin

Vi har alltsa visat att forutom kurvans start- och &ndpunkt finns det ingen punkt
som svarar mot tva parametervirden, d.v.s. kurvan dr enkel och saknar oglor.
Areaintegralen blir nu

27
%/ (xy — 2y) dt
0

2
= %/ ((1 + cost +sint)(—sint — cost) —
0

(—sint + cost)(cost — sint)) dt

= { forenklingar och trigonometriska ettan }

=

2
/0 (sint + cost + 2)dt = —%[—cost—l—sin?ﬁ—1—275](2)7T

4 = —2m.

B[

Eftersom areaintegralen har ett negativt virde har vi alltsa integrerat kurvan i
negativ led och arean ska vara 2.

706 Berikna arean inom kurvan

3

=cos" t,
T (0 < t<2n).
y =sin"t,

Vi ska forst undersoka om kurvan har nagra oglor, d.v.s. om det finns nagon
punkt pa kurvan som svarar mot olika parameterviarden ¢ = ¢t och ¢t = t5, m.a.o.

cos® t1 = cos® to,

SiIl3 t1 = sinS to.



Eftersom funktionen z — 2% &r en-entydig #r dessa bada ekvationer ekvivalenta
med

costy; = costa,
sint; = sints.

Detta &r precis samma system som vi undersokte i uppgift 705. Vi visade da att,
féorutom start- och &ndpunkten, finns det inga punkter som uppfyller sambanden.

Arean ges da av (beloppstecknen tar vi med eftersom vi inte vet i vilken riktning
vi genomléper kurvan),

2 27
’/ :cydt‘ = ‘/ cos3to3sintzcostdt’
0 0

27 27
1 $2t\2 1 — cos 2t
:3‘/ cos4tsin2tdt‘:3‘/ ( +cos ) cos dt‘
0 0 2 2

2m
= { konjugatregeln } = 3 ’ / (1 + cos 2t)(1 — cos? 2t) dt ‘
0

27
:%‘/ (1+cos2t—c0822t—cos3’2t)dt‘
0

27 27 27
1 4t
%’/ dt+/ cos2tdt—/ ﬂdt
0 0 0 2

2
- / (1 — sin® 2t) cos 2t dt ‘
0

={s=sin2t, ds=2sin2tdt, s:0—0}

:%’27r+077r—0|:%7r.

708 Berikna arean av var och en av de 6glor i z, y-planet som bildas av kurvan

x = sint,

y = sin 2¢.

Eftersom x = sint &r 27-periodisk och y = sin 2t ar w-periodisk sa har de minsta
gemensamma period 27 vilket betyder att kurvan genomltps helt om vi véljer ett
parameterintervall med langd 27. Vi kan for enkelhets skull vélja parameterin-
tervallet [0, 27].

Vi bestdmmer Oglorna genom att undersdka i vilka punkter kurvan skér sig
sjalv, d.v.s. nir det finns tva parametervirden ¢t = t; och t = ¢t som ger samma,
punkt. Med andra ord soker vi l6sningarna till

sint; = sinta, (1)
sin 2t1 = sin th (2)

Vi skriver om (2) med formeln fér dubbla vinkeln,
2sint) cost; = 2sinty costy. (2"
For att 16sa (1) och (2) undersiker vi tva fall
sint; # 0: Da far vi fran (1) och (2') att
cost] = costy. (3)
Vi har alltsa att

sint; = sin to,

costy = costa,

och detta system har inga losningar (¢1 # t2) vilket vi visat tidigare i
uppgift 705.

sint; = 0: I detta fall 4&r bada ekvationerna uppfyllda, och vi har att ¢t; = 0,
t;1 = m eller t; = 27.



Kurvan skér alltsa sig sjéalv i punkten som svarar mot parametervirdena t = 0,
t =m och t = 2m.

Kurvan har ddrmed tva 6glor med randkurvorna {z = sint, y =sin2¢, 0 <t <
7} respektive {x = sint, y = sin2¢, 7 < ¢ < 2w}. Omradena som innesluts av
respektive 6gla har areorna

’/ xy dt’ = ’/ sint - 2 cos 2t dt’ = {formeln for dubbla vinkeln }
0 0
= ‘/ sint-2(2cos2t—1)dt’ = ’4/ cos2tsintdt—2/ sintdt‘
0 0 0
= ’4[f%cos3t]0 +2{cost}0’ = ’%(1 — (1)) +2(-1- 1)‘ =%,

och

2m
/ xy dt‘ = { Samma primitiva funktion som ovan }
T

27 2w

= ’4{flcos3t}

3 + {cost]

= 41— +20- ()| =

[SNI

T ™

712 Berikna arean av det omrade som i poldra koordinater definieras av

1
r<——— och0<v<m/2.
SIn v + Ccos v

Det man maste se upp med &r att den poléra representationen inte dr unik. De
tva polidra koordinaterna (r,v) och (—r,v + m) svarar mot samma punkt. Det
kan innebéra att tva kurvsegment som till synes ér olika (har olika vinklar) dnda
innesluter samma omrade eftersom den ena kurvan har negativ radie och da
speglas 6ver till motstaende vinkelomrade.

Ao

\\ r<0

I vart fall &r vinkeln begréinsad till [0,7/2] s& detta fenomen kan inte uppsta.

Arean ges av formeln

71'/2 71'/2 d
ST rerae=y [
0 o  (sinv+ cosv)?

B 1/”/2 dv _1/”/2 dv
2 )y sin?v42sinvcosv+cos2v 2Jy  1l+sin2v

T od
:{x:2v,dx:2dv,m:0—>ﬂ-}:%/ 71‘
o l+sinz




Det kan vara svart att direkt se nagon metod for att rikna ut integralen, men
eftersom integranden &r ett rationellt uttryck i en trigonometrisk funktion kan vi
alltid ta till universalsubstitutionen

t = tan —.
2
Denna inverssubstitution fungerar eftersom tan dr stringt véxande pa [0,7/2].

Vi behover uttrycka sinx i ¢,

2tang 2t
1+tan?2  1+¢2

2

z
5 =

sinz = sin(2 %) = 2sin 5 cos 5 = 2tan 5 cos

Vi har ocksa att

dt
1412

dt = (1 +tan’%)de = (1 +¢*) dz & dz

och integrationsgranserna blir

z=0 < t:07
r=m/2 & t = oo.
Integralen blir alltsa
2
o —dt oo
_1/ 1+12 _1/ at__
o1 20 2 142t +¢2
0 14 0
+1+t2

713b Berikna arean av det omrade som begriansas av

r = sin 3w, (polédra koordinater).

Vi maste forst undersoka om vi har problemet med att den polidra kurvan be-
skriver samma kurvomrade tva ganger pa grund av identifikationen (r,v) =
(=r,v + 7). Vi ritar upp hur radien r beror av den poldra vinkeln v,

NN
YRVAYS

Har ser vi att vi just drabbas av detta eftersom alla vinklar v + 7 till hoger om 7
ger en radie med omvéant tecken &n den med vinkel v.

r

A~

col3

~

i

r
v+

v

-7

v

Analytiskt ser vi detta ocksa
r(v+m) = sin(3v + 37) = —sin3v = —r(v).

Alltsa beskriver parametervirdena mellan 7 och 27 samma kurva som parame-
tervirdena mellan 0 och 7. Kurvan innesluter ddrmed arean

1 / r(v)?dv =3 / sin? 3v dv = { formeln for halva vinkeln }
0 0

T 1—cos6 ™
:%/ ﬂdv:%[v—%shﬁv}
0 2 0

1(mr=0-(0-0)) =47
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