Avsnitt 1, Integraler
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601b Berikna integralen /
1

Integranden &r en rationell funktion som vi kan skriva som

1’4+27354 2 2
IE?’ —54‘5—1‘4’;.

Vi delar upp integralen i tva delar och integrerar delarna var for sig,

/1 xx—dex—AQ(x—l—%)dx:/12a:da:+2/12x_3da:
-[S]i+2[ 5] -
9
1

—2- 1 141
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601d Beridkna integralen / V3zr + ldx.
0

For att kunna riakna ut integralen behéver vi bestimma en primitiv funktion till
integranden. Vi behover alltsa bestimma en funktion F'(z) som uppfyller

F'(z) =v3z + 1.

Om integranden istéillet hade varit +/z skulle vi direkt veta att en primitiv funk-
3/2
x
tion ar = %z3/ 2
3/2
just att vi har ett forstagradsuttryck under rottecknet gor att den inre derivatan
av motsvarande formel %(31‘ +1)3/2 #r en konstant, sa vi borde dirfér ha en

primitiv funktion i formen

. Nu &r var integrand "roten ur ett forstagradsuttryck” och

F(z) = 2C(3z + 1)*2,

déar C ar en konstant. Derivering av F' ger att
Fl(z)=2C- 33z +1)"?-3=3CV3z + 1.

For att detta ska vara lika med v/3z + 1 maste C = % Alltsa &r

Fl@)=2-% (32+1)? =23z +1)V3z + 1

3°3
en primitiv funktion till v/3x + 1. Vi far

5

/:dez [%(333—1—1)\/@}0

=23-54+1)V3-5+1-2(3-0+1)v3-0+1
2.16-4-2-1-1=120 =14

1
601h Berikna integralen/ > da.
0

Integranden finns faktiskt med i tabellen 6ver primitiva funktioner till elementéra
funktioner. Skriver vi integranden som

P (62)I =a%, dir a = €2,

sa vet vi att en primitiv funktion &r

Integralen blir



dx
7T—x

5
601j Berédkna integralen /
1

Vi kan kédnna igen integranden som ett uttryck i formen

f'(x)
flx)’
for om vi siitter f(x) =7 — 2 sd & f'(x) = —1 och
ffle) 1
flz)y  7—a’

Med formeln for logaritmisk derivering vet vi att en primitiv funktion &r
—In|f(z)|=—-In|7 — x|

Alltsa ar

> da 5
/1 = {—hl|7—a:|}1 =—In2— (—In6)

:1n6—1n2:1ng =1In3.

5
6011 Berikna integralen / 21’#1 dz.
o T*+2x+5

Integranden &r en funktion i formen

séniir som pa en faktor 2. Med f(x) = 2% 4+ 27 + 5 ir nimligen f/(x) = 2r +2 =
2(x 4+ 1) och vi har att
r+1 1 f(x)
22 +2x+5 2 f(z)’

Formeln for logaritmisk derivering ger att en primitiv funktion &r
Llog|f(z)| = L In|2? + 22 + 5],
Vi far

5
z+1 5
———————d :[11 >+22+45
/0 2t 2z 45 3 Infa” + 20 4] 0
=4in|5°+2-545|— 1 In[0*+2-0+5| = 3In40 — £ In5

_ 1 40 _ 1 _ 1 3 _ 3

6010 Berikna integralen /coth;z:dx.

Nér det inte finns med nagra integrationsgranser betyder det att vi ska bestdmma
alla primitiva funktioner till integranden. Cotangens hyperbolicus ér i sjdlva ver-
ket funktionen
e(ﬂ + 6—3}
coshx 2
cothz = = =

sinh x et —e*

2

et +e”

er — efw'

Genom att stirra pa kvoten ser vi att téljaren &r derivatan av ndmnaren. Alltsa
dr de primitiva funktionerna lika med

/cothxdx =Inle® —e *| 4+ C,
dar C &r en konstant.

Anm. Vi kan skriva om den primitiva funktionen till

Inje” —e™ 7| +C:ln‘2 %‘ +C =In|2sinhz|+ C
=In2+ In|sinhz| + C = In|sinhz| + Cs.



/6
601q Berikna integralen / (sin 2x + cos 333) dx.
0

Forst delar vi upp integralen i tva delar,

/6 /6 /6
/ (sin2x—|—c053x) da::/ sin2xda:+/ cos3xdr = I + Is.
0 0 0

Vi ska berikna de tva integralerna i hogerledet med substitutioner.

I;:  Nér vi ska berdkna en integral med hjéilp av en substitution géller det att
kunna kénna igen integranden som en uttryckskombination av typen

flu) -,

dér u dr ett uttryck i  och f nagon funktion. I var integral kan vi se att
med v = 2z sa ir u’ = 2 och integranden kan skrivas som

gsinu -,
Med substitutionen u = 2z blir alltsa integralen

/sin2o:dx: {u:2x, du:u'dl’:2dm} :/%sinudu.

Néar vi gor substitutionen maste vi ocksa byta integrationsgrinserna
till u(0) =2-0 =0 och u(r/6) =2 7/6 = L. Alltsa blir utréikningen

w/6
/ sin2xdx = {u =2z, du=2dz, u: 00— 7/3}
0

/3 /3
— 1 _ 1
—/ §smudu—§[—cosu}

0 0

— L(-cos§ +eost) = 3(1-3) = .

I>:  Pa motsvarande sétt far vi
/6
/ cos3zdr ={u=3z, du=3dx, u:0—7/2}
0

/W/zl . /2
= gcosudu: [smu]
0

0
= %(sin% —sinO) =

Wl

W=

Sammantaget far vi

/6
/ (sin2x+cos3x)dx:i+%:l.
0

1

602b Berikna integralen / (1 —2z)e *" da.

-1

Om vi tittar pa formeln for partialintegrering,

/f-gdac:F~g—/F-g'd337

sa ser vi att om vi véljer ¢ = 1 — 2z sa kommer den faktorn att deriveras till
en konstant i hogerledets integralterm. For att detta ska vara en forbattring
forutsdtter detta givetvis att vi kan hitta en primitiv funktion F' till den andra
faktorn f = e~2* och dessutom kunna integrera denna.

Med en liknande omskrivning som vi gjorde i uppgift 601h far vi att F(z) =
—3€2. Med partiell integration far vi alltsa

1 1 1
/ (1- 23:)6_2”’ dx = {—%6_296 -(1— 21’)} - / _%6_% (=2)dx
-1 -1 -1

1
=—1e?(1-2-1)+1ie*(1-2-(-1)) - / e " dx

-1



602d Berékna integralen /m2 cosz dx.

Integranden bestar av tva faktorer 2 och cosx s& partialintegration borde vara
lamplig. Om vi ska anvinda partialintegration maste vi bestimma vilken faktor
vi ska derivera och vilken vi ska integrera. I detta fall verkar det vara lampligt
att derivera 22 for da sjunker dess gradtal med en enhet,

/:c2 coszdr =2 - sinz — /230 -sinx dx.
Integralen i hégerledet ar fortfarande inte en integral som vi direkt kan bestdmma,

men problemet har faktiskt reducerats nagot. Istillet for 22 har vi « som faktor.
Om vi partialintegrerar ytterligare en gang forsvinner z,

/xsinxdx =z-(—cosz)— /1 - (—cosz)dx
= —xcosz + /cosxdm = —xcosx +sinz + C.
Sammanstéller vi utrdkningarna fas

/.’EQCOSId.’E:.’EQSiH.’L‘—2(—$COS$+SiD$+C)

= (2% — 2)sinx + 2z cosz + C.

Anm. Istillet for att beteckna integrationskonstanten med 2C' i det sista ledet (som
vi egentligen borde gora) skriver vi C' och underférstar att vi har olika konstanter de i

olika leden.

9
602h Berikna integralen / zln(x — 1) dz.
3

Vi kan utlisa tva faktorer i integranden, x och In(z — 1), vilket antyder parti-
alintegration. Om vi ténker anvénda partialintegration ska vi derivera den ena

faktorn och integrera den andra. Ofta n#r logaritmfaktorer forekommer véljer
man att derivera dessa,

9 9 9
/ zln(z —1)de = | 12° - In(z — 1)} - / ta? dx
3 3 3

9 $2
:%92-1n(9—1)—§32-(3—1)—§/3 de.

Den rationella integranden i hogerledet férenklar vi med en polynomdivision,

rz +1
x? rz—1
22—z
T
rz—1
1
Alltsa ar
2
1
=zr+1+
Tr — rx—1

En primitiv funktion &r

z’ 1.2
. dr = 52° 4+ x +log |z — 1].
Vi har alltsa att

9 9
/ xln(x—l)dm:%IHS—%an—%{%xQ—l—x—i—ln\x—HL
3

= $m2* 2 5(39%+9+m[9 -1 13— 3-InJ3-1|)
=83 - Hm2-8 -2 1ing+24+241m2



602k Berikna integralen / xarctan z dx.

Aterigen har vi en integrand bestéende av tva faktorer. Vid forsta pasyn kan det
verka smart att derivera x fér da blir den en konstant, men det betyder att vi
maste hitta en primitiv funktion till arctan x och det verkar svart. Vi deriverar
dérfor arctan x istédllet. Partiell integration ger

2 1

1—|—x2dm

/xarctanxdx: %xzarctanx—/%x

22
= %:c2 arctanz — % — dr.
1+x

Forenklar vi integranden i hogerledet med en polynomdivision far vi

x? 1
1422 1422

Vi har alltsa

1
/xarctanacdm: %xQ -arctanx — %/(1 — )dm
1+ 22

2% arctan z — %x + % arctanz + C

NI= N

(z? + 1) arctanz — Lz + C.

602m Beriikna integralen / e " sin 2z dx.

Eftersom integranden bestar av tva faktorer som &r elementéra funktioner kan
det ligga néra till hands att prova med partiell integrering. I detta fall verkar bada

x

faktorerna vara lika enkla att derivera och integrera, sa lat oss integrera e~* och

derivera sin 22 (utan speciell anledning),
/e*w sin2xdx = —e * - sin2x — / —e % -2cos2xdx
= —e *sin2x +2 / e ¥ cos2xdx.

Integralen forenklades inte sérskilt mycket; istéllet for faktorn sin 2z har vi cos 2.
Kanske far vi tillbaka sinus-funktionen om vi partialintegrerar ytterligare en gang,

/e_m cos2zxdr = —e™ " - cos 2w — / —e " (—2¢in2x) dx
=—e %cos2x —2 / e~ *sin2x dx.
Vi far alltsa tillbaka var ursprungsintegral! Alltsa har vi visat att
/e*I sin2xdr = —e” ¥sin2x — 2e” ¥ cos 2x — 4 / e ¥ sin 2z dx.
Samlar vi integraltermerna i ena ledet far vi

/e_”” sin 2z dx = —%e_”” sin 2x — %6_“’ cos2x + C.

603b Beridkna integralen /sin\/Ed:c.

Det som é#r besviirande med integranden dr argumentet /z till sinus-funktionen.
For att forsoka bli av med den provar vi med substitutionen u = /z,

1
i dr ={u= du=u'de=—=d
/sm\/f r={u=r, du=1'dx NG x

1
= —dx, dx=2udu}22/usinudu.
2u



Nu har vi fatt en integral som ldmpar sig for partiell integrering. Vi deriverar u
och integrerar sinwu,

= 2(u~(—cosu) —/1 . (—cosu)du)

= 2ucosu — 2/cosudu = —2ucosu + 2sinu + C.

I den ursprungliga variabeln x blir detta,

= —2v/z cosv/x + 2sinv/z + C.

Anm. Som en extra kontroll att vi rdknat riatt kan vi derivera den primitiva funktionen
och se om vi far tillbaka var integrand,

i(—2\/icos\/5+ 2sin vz + C’)
dx

:—2(#>cos a:—Z\/_(—sm\/E 2\/_>+200s\/_ V+O

_cos\/x sin cos\/__sm
=T tanVEr T =

1
603d Berikna integralen / 2z + 1) In(x + 1) dz.
0

Integranden &r ett forstagradsuttryck multiplicerat med en logaritm. Da kan det
vara lampligt att derivera bort logaritm-faktorn med partiell integrering,

1

1 1 1
/O(2x+1)1n(x+1)dx:[(z2+z)'ln(x+1)}07/0(g;2+x).mdx

1 1
:(12+1)1n2—(02+0)1n1—/ xdx—anz—[l 2] =2In2— 3.
0 0

1/2
603f Berdkna integralen / arcsin x dx.
0

Vi forsta pasyn kan integralen verka hopplts. Hemligheten &r att se integranden
som en produkt,

1-arcsinz,
och sen derivera bort arcsin-funktionen i en partiell integrering,

1/2 1/2 1/2 1
1-arcsinz dx = [marcsinx} — r——dx
/0 0 0 V1— 22

I integralen i hogerledet forekommer uttrycket 1 — 22 i nimnaren och detta ut-
trycks derivata i tiljaren (sénir som pa en faktor —2), sa substitutionen u = 1—x?
verkar given,

12 _og,
—dx

0 V1 — 2

={u=1-2° du=—2zxdz, u:1— 3}
3/4 du L 1[\/6}3/4

1 1 1 _
=257 0+3 NIRRT

1V

= % arcsin % —0-arcsin0 + %

=rty/i-VI=Grd V3oL
603i Berikna integralen / arctanz
1+ 22

Integranden &r lite intressant. Kom ihag att derivatan av arctanx ar H%’ sa
om u = arctanx da kan integranden skrivas som u - u’. Med andra ord ska vi
substituera v = arctan z,

) d
/%dx:{u:amtanw; du = Tm:vz}

= /udu = %uz +C = %(zaurctanm)2 +C.



1
604e Berédkna integralen / 2127 +1
o T2 +1

Om vi delar upp integralen i tva delar,

Yor+1 Uoog Vode
5 dx = 5 dx + —_,
o T + 1 o T + 1 0 $2 + 1
far vi forst en integral dér tdljaren dr ndmnarens derivata och sedan en integral
som vi vet den primitiva funktionen till,

1 1
= [1n|a:2 + 1|}0 + [arctanx}o

=In2—-1Inl+arctanl —arctan0 =1n2 + iﬂ'.

-2
—1
604f Berdkna integralen/ x dx.

0 x2+4

Vi delar upp integralen i tva delar,

2 2 2
z—1 T dz
——dx = —dx — —_—.
/0 224" /0 22+ 4% /0 x?+4 ()
I den forsta integralen i hogerledet dr téljaren derivatan av nimnaren (férutom
en faktor 2) sa vi har att

2 2
T 2x 2
L gp=1 d:l[l 2 4]
| wmr=t [ e =t fweteal]]

= %(ln8—ln4) = %ln% = %1112.

Den andra integralen i hogerledet av (%) liknar mycket en integral som
har arctan z som primitiv funktion, men vi har inte riktigt den situationen. For
att fa en 1:a i ndmnarens konstantterm bryter vi ut en faktor 4,

PN

1 1
= 4 = .
r2+4  2?2/4+1 (§>2+1

Substituerar vi nu u = /2 sa far vi exakt den integrand som ger arctan,

2 2
d d
/2—96:%/—2x:{u:x/27du:%dx,u:0—>l}
2

1 d 1

u

=1 5 = %{arctanu} = larctan1 — } arctan0 = 3.
u+1 0

Sammantaget har vi

2 2 2

z—1 T dxr

———dx = —  dx — = _lpo-_1
/0952+4x /0$2+4x /ow2+4 2HEs

1
604g Berikna integralen/o ﬁdm.

I nimnaren har vi uttrycket 22 + 1 och dess derivata forekommer i téljaren, sa vi
substituerar v = 22 + 1,

1
/ (2i1)2d$:{u:x2+1, du=2xdzx, u:1— 2}
0 X

1 By =34 b)) =t



604h Berikna integralen/mdx.

Om vi skriver om integranden som
x? 2%z

(xZ + 1) - (x2 + 1)

sa ser vi att uttrycket w = z2 + 1 har en derivata som forekommer i téljaren.
Dessutom ingar faktorn z2 i téljaren, men den kan vi skriva som u — 1. Alltsa
verkar det upplagt for substitutionen u = 22 + 1,

2
-2
/( - dm%/(xuf) dv={u=2a"+1; du=2vdr}
xr

/(qu—ufg)duzé(—l +212)+C’

Il
\

222 + 1
>+C——m+c.

_1( 1
2 2(z2 +1)2

1
604i Berikna integralen / Qxi dx
0o T*H+2x+2

Eftersom integranden &r en rationell funktion finns en fastlagd arbetsgang. Vi
bestdmmer forst ndmnarens rétter. Om vi borjar med att kvadratkomplettera
némnarpolynomet far vi

P42 4+2=(r+1)*-1+2=(z+1)* + 1.

Polynomet har alltsa komplexa rotter och da kan vi inte faktorisera det i reella
forstagradsfaktorer.

Eftersom vi har ett forstagradsuttryck i téljaren kan vi utnyttja det som
ndmnarens derivata efter en omskrivning,

/1 z+2 da:—l/l 2z +1) dx+/1 dx
o (x+124+17 2 )5 (z+1)2+1 o (z+1)24+1

Den forsta integralen i hogerledet &dr nu en logaritmisk derivata,

1
/Mdz:
0

1
2 =In5—In2=In?
@+ D241 [1nl(w+1) +1|}0_1n5 In2=1In3.

Den andra integralen &r en arctan-integral vilket vi ser efter en enkel substitution,

/1 dzx B
o (z+12+1

2

du 2

= = [arctanu} = arctan2 — arctan 1 = arctan2 — 1.
1 u?+1 1 4

{u=z+1; du=dzx; u:1 -2}

Sammantaget har vi

1
2
/ %d —lln —|—arctan2—z7r
0o T T

3
604k Beridkna integralen / 2d7x
o X2+ 3x+2

Vi undersoker forst vilka nollstéillen nimnarpolynomet har. Kvadratkomplette-
ring ger

Pager2= (@) - (@) 2= @+ 10



Enligt faktorsatsen kan alltsa integranden skrivas som

1 1
2 +3x+2 (v+1D)(z+2)

Vi kan nu partialbrakuppdela detta uttryck, vilket betyder att det finns konstan-
ter A och B sa att
1 A B

($+1)(33+2):x+1+g;+2‘ (%)

For att bestimma konstanterna A och B ska vi anvéinda tva olika metoder.
MEeTOD 1 (Identifikation av bada led)
Vi skriver hogerledet i () med gemensam nidmnare,

(A+ B)x + (2A+ B)
(z+1)(z+2) ’

A B Alx+2)+Blx+1)

r+1 x+2  (2+1D)(z+2)

och jamfor med viinsterledet i (). Eftersom bada led ska vara lika for alla x
maste téljarpolynom vara identiska, d.v.s. koefficienterna maste vara lika,

A+B=0 A=1
2A+B=1 B =-1.

METOD 2 (Handpaliggning)

Handpaldggning dr en teknik som man kan anvédnda for att bestémma de konstan-
ter som svarar mot enkla faktorer (och multipla faktorer med maximalt gradtal,
mer om detta i uppgift 6041).

For att bestimma konstanten A tar vi handen och técker 6ver den faktor i
vénsterledet som svarar mot A,

1
(z+2)’
och stoppar sedan istéllet for x in nollstéllet till den faktor vi téacker dver; i detta

fall z = —1. Vi far da véirdet pa konstanten A,
1

A= =1
(-1+2)
Pa motsvarande sétt far vi fram B,
1
B= =-1

(-241)

Varfor denna "magiska” metod fungerar star forklarat i exempel 7.16 i kursboken.

Nu nér vi partialbrakuppdelat integranden blir resten enkelt,

3 3
dx 1 1 3
e dz=[Info+ 1]~ Injo +2/]
/2 22+ 3x + 2 /2<:E+1 x+2) . nlz+ 1 —Inje +2| 2

=In4—1Inb5— (ln3—ln4) zln% zlni—g.

4
6041 Berikna integralen / 3# dx.
5 T3 —3x+2

Eftersom vi har en rationell integrand (och téljaren dr inte nimnarens derivata) sa
bestdmmer vi férst ndmnarens rotter. Namnaren ar ett tredjegradspolynom och
dven om det finns formler for att berdkna rotterna dr de sa pass komplicerade
att det &r battre att forst forsoka gissa rotterna. Vi borjar med att prova nagra
enkla z-véarden,

r=0 : 03-3-0+2=2+#0,
rx=1 13 -3.-1+2=0,

r=-1 : (=1*-3-(-1)+2=5+#0,
r=2 : 0 285-3.242=44#0,

(—2)3 —3-(=2)+2=0.

Vi undersoker inga fler heltal eftersom ett polynom med heltalskoefficienter kan
inte ha nagra heltalsrétter som till beloppet dr storre dn beloppet av polynomets
konstantterm 2.

Eftersom vi nu vet tva av rotterna (z = 1 och x = 2) ger faktorsatsen att
polynomet kan skrivas som

22 —3r+2=(r—1)(z+2)(z— A).

Den tredje roten (A) far vi reda pa genom att t.ex. stoppa in = 0 i sambandet
ovan,

2= (-1)-2-(-4) & A=1



Alltsa kan integranden skrivas som
x
(x—1)2(z+2)
Med partialbrakuppdelning kan detta skrivas som

T A B C

G—1P@+2) @-1? e-1zt2

Eftersom z 4 2 &r en enkel faktor i ndmnaren ger handpaldggning
—2

¢= (—2-1)2 \W

Konstanten A kan vi ocksa bestdmma med handpaldggning eftersom den svarar
mot faktorn (z — 1)? som har maximalt gradtal,

- _2
=—3.

1

A= =1

(1+2) 3
Konstanten B kan vi ddremot inte bestdmma med handpaldggning eftersom den
svarar mot  — 1 och samma faktor finns upphojd till en hégre potens i partial-

brakuppdelningen.
Hittills har vi alltsa visat att

z _ % B

(x—1)2%(z+2) (x

Stoppar vi in z = 0 fas

Vi far nu att

4 " 4 L
S
/2 B 3042 /2 (x—1)2+a:

1
:P%;ji+§mu—u—gmu+m}

1 =z

| |omo

2) dx

+ [

4
2

- —dz+6

3 —2x—4 dz.

604m Berdkna integralen/

Eftersom téljaren har hogre gradtal &n ndmnaren férenklar vi integranden med
en polynomdivision,

x
2t —2? —dx4+6 28 —22—4
=222 — 4

z? +6
Alltsa ar
334—x2—4:1c+6_ 22 +6
23 —2x —4 3 —2x —4’
och
4 2 2
/x;’i;ﬁrﬁxz—de:%xz—i—/%dx. (%)

For att rdkna ut integralen i hogerledet bestdmmer vi forst ndimnarens nollstéllen.
Genom provning ser vi att = 2 dr en rot. Faktorsatsen ger att ndmnaren kan
skrivas

23— 20 —4 = (x—2)(2* + Az + B),

dér vi far den andra faktorn med en polynomdivision

22 +2¢ +2
z3 —2x—4 Tz —2
x® — 222
222 — 2z
2% — Az
2 — 4
2 — 4

0
Vi har alltsa att

23— 20 —4 = (x—2)(2* + 2z +2).



Vi kvadratkompletterar den andra faktorn
P2 4+2=(r+1)?-12+2=(z2+1)* +1,

och ser att den saknar reella rétter. En partialbrakuppdelning av integranden i
hogerledet av (x) dr alltsa i formen

22 +6 A n Bx+C )
(z-2)((x+1)2+1) x-2 (z+1)2+1
Handpaldggning ger
22
% (2+1)2+1)
Stoppar vi in z =01 (}) fas
6 1 0+C
S T = —-2.
(22 2 3 ¢ C
Stoppar viin z =11 () fas
1 B-2
! =— 4+ — & B=0.

(—1)-5 -1 5

Vi kan nu beriikna integralen i (),

a2t — 2?2 — 4z +6 1 2
de = 132 ( — )d
/ 232z 4 v 2% +/ z-2 (@+12+1)Y

=12 +In|z — 2| — 2arctan(z + 1) + C.

3
604n Beridkna integralen _ @ +3 dx.
23 —x2—x+1

For att undvika att behova utfora en polynomdivision kan vi ”1agga till och dra
ifran”,
3 + 3z B

Bt —r+14224+4—1 14 22 +4x—1
-2 —z+1 B

3—x2—z+1 3—x2—x+1

Vi behover partialbrakuppdela kvoten i hogerledet for att berdikna en primitiv
funktion. Genom gissning far vi att —1 och +1 &r rotter till ndmnaren. Faktor-
satsen ger darmed att

-2 —z+1l=(z—1)(z+1)(z— A).
Stoppar vi in z = 0 fas
1=(-1)-1-(-4) &  A=1
Vi ansétter alltsa

244z —1 A B C

22 + 4z — 1 _ n n
S (z—-1)2 2z-1 x+1

B2 —z+1 (x —1)2(x+1)

Handpaldggning ger

2 11—
A 1244-1-1 _a,
(1+1)

(-1)2+4-(-1) -1

(—1—1)2 \W

244 —1 2 B -1

C—12@+1) @12 To—1 z+1

C= =-1

)

d.v.s.

Satter vi in x = 0 fas

-1 2 B -1
= — 4+ — & B =2.
Cie1 (e Tt

Alltsa ar

3 3 3 3
x° + 3z 2 2 1
—————dx = 1d ( - )d
/Qx?’—:cz—x—i—l * /2 a:+/2 (x—1)2+x—1 e+ 1)

3
2

3 2
:[x} +[77+21n|x71|71n|x+1\}
2 r—1

=3-2-1+2In2-In4—(-2+2mn1-In3) =2+1In3.



6040 Berikna integralen / ——dx.
J (=

Eftersom vi har en udda potens av x i tdljaren &r det lampligt att gora substitu-
tionen u = x? — 4 for att forst férenkla integralen,

1 3 12
x - x
——dr = —d
| e | e
={u=212%—4; du=2xdx; u: —4—>—3}:l/

2
-3
1 4 47-3
_ 1 1
*5/4(&*@)“‘6@““*;L4

:%(lni’)—%—(lnél—i)):ln@—&-%.

SBu+4

2du

u

607c Berikna integralen /taandx.

Variabeln x férekommer i integranden endast som tan z och detta &r ett av stan-
dardfallen da man ska substituera ¢ = tanx (fall 3 pa sidan 258 i kursboken),

/tan2xdac:{t:tanac; dt = (1 +tan®z) dx }
2 2+1-1
/1+t2 / 142
1
Z/(I—H—ﬁ)dt:t—arctant—i—C

=tanx — arctantanx + C = tanx — x + C.

Anm. Notera att integranden har singulariteter i = %¢ (for n = 0,£1,42,...) sa
den primitiva funktionen giller bara inom intervall mellan singulariteterna. T.ex. &r
anvandningen av integralkalkylens huvudsats i utrédkningen

3m/4 5 3m/4
/ tan mdﬂc:[tanx—x] :tan%’r—%”—(tang—%)
/4 /4

_ 3 T o T
——1-3 _j4x__9g_1=

felaktig. (Varfor #r forresten svaret orimligt?)

607d Beridkna integralen / tan’z dz.

Med hjalp av trigonometriska formler kan vi skriva om integranden,

3 sin® x sinz - sin’ x 1—cos?z .
tan® x dx = dr= | —————dr = | ————sinzdx.
cosd z cosS z cos3 x

Har ser vi att vi har sin  som ar derivatan av cos x som en faktor. Vi substituerar
dérfor t = cosz,

1—¢2

o dt

= {t=cosz, dtz—sinxdw}z—/

:/( 1+%%ﬁ:34+mm+0

3 212
= ——— +1In|cosz| + C.
2cos? x | |
Anm. Vi har att
1 = 1 :1—|—tan2a:}=ltaunzac—i—l
2cos? x cos2 2 2

sa svaret stimmer med facit.



607e Berikna integralen / tanz da.

Integranden innehéaller bara tan x sa vi substituerar ¢ = tan x,

/tan4xdx: {t=tanz, dt = (1 +tan’z)dz = (1 +t*)dr}

¢t 1
= / T dt = { polynomdivision } = /<t2 -1+ m) dt

%tg—t—l—arctant—FC': %tan?’x—tanx—&—x—ka

/2
607e Beridkna integralen / sinx - sin 2x dx.
0

Med formeln for dubbla vinkeln har vi att

w/2 w/2 /2
/ sinx-siandmz/ sinx-2cosxsinmdx=2/ sin? z cos z dz.
0 0 0

Faktorn cosx &r derivatan av sinx, sa vi substituerar ¢t = sin x,

1
= {t =sinz; dt = cosx dz; t:Oﬂl}:Q/ t2 dt
0

1,310 _ 2
:2[§t }025'

/2 dx
/3 sinz’

607h Berikna integralen /

™

Vi forldnger med sinx och anvénder trigonometriska ettan,

/2 dx /2 sinx /2 ging
— = ——dr = ————dz
x/3 SINT x/3 sin”x x/3 1 —cos®x

0
—1
={t=rcosx; dt = —sinx dx; t: %HO}:/ T2
1/2

dt

dt = { partialbrakuppdelning }

0 1
_/1/2 (t—1)(t+1)

0 1 1 0
:%/ (___)dt:%[ln|t—l|—ln|t+1|}
1pNt—=1 t41 1/2

:%(ml—lnl—(ln%—ln%)) Zéln%:%ln?"

2.2 Beridkna integralen /siandx,

Formeln for halva vinkeln ger att

1—cos?2
/sin%dmz/#daz:%x—%/cos%;da:

= {t = 2x; dt:2dx}:%x—i/costdt:%m—isint+0

— 1. 1
=357 481n2x+C.



2.3 Beridkna integralen /sin3a: dx.

b)
Med den trigonometriska ettan kan vi skriva om integranden, o)
/sin?’x dr = /sian -sinxdxr = /(1 — cos2gc) sinz dx.
Nu passar substitutionen ¢ = cost bra,
={t=cosuz; dt:fsinxdx}:f/(lftz)dt b)

:%tg—t—i—C:%cosgm—cosx—l—C.

2.4 Berdkna integralen /sin4m dx.

Vi anvéinder formeln fér halva vinkeln upprepade ganger,

1 —cos2x\2
/sin‘%dac:/(#) dx:/(%—%cos%;—i—%cosz%n) dz

1+ cosdx
_1 1 1 2 _1 1 1
_Zx—ZbIHQl‘—FZ/COb 2xdm—zx—zbln2x+z/#daﬁ
=1y Lsin2z + lo4 Lsinda + C = 22— 1sin2z + L sinde + C
1 1 8 32 8 1 32 :

7.22 Berikna

tdo
o V&’
* do

o
1 T

Eftersom integranden har en singularitet i = 0 &r integralen generaliserad
och lika med

Udx Udx
— =1 — =1 2
E im im [ \/E}

a—0t+ [, \/E :ag%l‘*Z(l_\/a):Q

1
a

I detta fall 4r integrationsintervallet obegrinsat och integralen dr dirmed
en generaliserad integral som ska tolkas som

% g R d —a+1l 1R
/ &~ lim —x:{oma#l}zlim[m }
1 x¢ R—oo J{ X% R—ool —a+ 111
1 1 -1, om o > 1,
=—— lim (R"*-1) = .
l—a R—oo I—a |divergent, om a < 1.
1
, om o > 1,
=qa-—-1
divergent, om « < 1.
Om «a =1 sa blir integralen
R dg R
lim — = lim [ln \x@ = lim In R = divergent.
R—oo Jq X R—o0 1 R—o00

Alltsa blir svaret

1
a—1’
divergent,

om o > 1,

[ =
oxe

om o < 1.



7.23b Berakna/ ( de (Ledning: Sétt x = tant).
0

1+ x2)2

Integrandens ndmnare blir aldrig noll sa integranden har ingen singularitet i in-
tegrationsintervallet. Daremot &r integrationsintervallet obegriansat sa integralen
ar generaliserad. Vi har

/°° dx [t da
——— = lim —
o (1+a2)° FH-<Jo (1+a?)
= {2z =tant, de = (1+tan’t)dt = (1 +2?)dt, t: 0 — arctan R }
arctan R dt

lim

R—oo Jq 1+ tan?¢
1
={R = arctan R 27; 1+tan’t =
{R— o0 arctan R — 7/27; 1+ tan COS2t}
= lir? cos® t dt = { formeln for halva vinkeln }
s—=m/27 Jo
1 2t s
= lim idtz lim [%t—&-%sin%}
s—=m/27 Jo 2 s—mw/27 0

= lim (is+1isin2s)=1ir+ Lsinw=1ir.
_\2 4 1 1 1
s—m/2

907d Avgor om den generaliserade integralen

1
/ (1 —2)" dz
Jo

ar konvergent eller divergent.

Om a < 0 sa har integranden en singularitet i £ = 0 och om b < 0 sa finns en
singularitet i z = 1. Det &r i dessa fall integralen &r generaliserad.

Eftersom vi har tva singulariteter delar vi upp integrationsintervallet i tva delar
sa att singulariteterna hamnar i varsina intervall,

1 1/2 1
/ xa(l—x)bdac:/ x“(l—w)bdm—i—/ (1 —x)de =1, + .
0 0 1/2

For att integralen i viinsterledet ska existera maste bada integralerna i hogerledet
existera. Vi underscker integraltermerna separat.

I;:  Det som avgor om integralen ér konvergent &r integrandens storleksordning
da z — 07. Vi ska alltsd ténka smatt! I nirheten av origo &r

(1 —x)’ ~ 2% 1.

sa vi kan forvinta oss att integralen konvergerar/divergerar samtidigt

med fol/ ? 29 dz. Denna integral ar ett ként integralfall som man ofta

anvander som jamforelsefall,

/1/2 a konvergent, om a > —1,
z%dr =<
0 divergent, om a < —1.

For att gora detta losa resonemang giltigt anvinder vi jamforelse-
principen (sats 9.15) och jamfér de tva integranderna nir z — 0%. Vi
har att

lim =———2 = lim (1-2)*=1#0.

r—0+ @ r—0+

Jamforelseprincipen ger nu att

1/2 1/2
/ 2%(1 —z)’dx och / x®dz
0 0

konvergerar samtidigt, d.v.s.

1/2 k t > -1
/ 241 — ) do — (.)nvergen , oma ,
0 divergent, om a < —1.

I>:  Resonemanget liknar det vi gjorde for integralen Ir. I ndrheten av z = 1
har vi att

21—zl ~1-(1-2x)°



sa vi jAmfor var integral med

/1 Q- x)b e — {konvergen‘c7 dab> -1,
1

/2 divergent, da b < —1.
Vi har att
: xa(l — x)b : a
ST g T =LAl

Alltsé konvergerar I samtidigt med [(1 — 2)®dz, d.v.s.

1 .
/ 221 — o)t dy = konvergent, da b > —1,
1/2 divergent, dab< —1.

Sammanfattningsvis har vi att

1
/ 21— ac)b do — k?nvergent, oma>—1ochb>—1,
0 divergent, annars.

907e Avgor om den generaliserade integralen

oo 2
/ In(z* + 1) e
1

T

ar konvergent eller divergent.

Néamnaren dr inte noll 1 integrationsintervallet sa vi har inga singulariteter utan
vi har "bara” ett obegridnsat integrationsintervall. Konvergensen hos integralen
bestédms av om integranden avtar ”tillrickligt” fort nir x — oo. I detta fall ser
vi att

In(z? + 1)

1
> — for x > 1,
T T

sa vi har att
® In(z? + 1 Bin(z? +1 B
/ LG B T A Gt 0 B T
1 T RHOOl X Rﬂool T

R
= lim [ln|x|] = lim InR = oo.
R—o0 1 R—oo

Alltsa ar var integral divergent.

907g Avgor om den generaliserade integralen

/ooo(lﬁﬁ

dr konvergent eller divergent.

Némnaren antar virdet 0 for £ = —1 och x = 0. Integranden har alltsa singu-
lariteter i dessa punkter. Eftersom x = —1 ligger utanfor integrationsintervallet
paverkar den inte konvergensen.

Forutom den singuldra punkten x = 0 ar integrationsintervallet obegransat. Vi
delar darfor upp integrationsintervallet i tva delar, en del som innehaller singu-
lariteten i origo och en del som dr obegridnsad (men utan singulariteten),

=0+ Is.

/ ° dx B / ! dx N / > dx
o (I+az)vz  Jo A+a)e )i (1+a)ye
For att integralen i viinsterledet ska vara konvergent maste bada integralerna i

hogerledet vara konvergenta.

I;:  Nara origo har integranden storleksordningen
1 1
(1+z)y/z 1-\x

[

och eftersom integralen



ar konvergent sa kan vi missténka att var integral ocksa &r konvergent.
Jamfor vi de tva integranderna i = 0 far vi att

1
. (I+a)yz . 1
AT T e Y

Nz
och jamforelseprincipen ger att I; dr konvergent.
I>:  Nar z — oo har integranden storleksordningen
111
(1+2)y/x  zyz a3/

Integralen floo x73/2 dx &r konvergent (se uppgift 7.22c), sa eftersom

1
1
lim wz lim —Y— — lim ~—— —1£0
3/2 T

ger jamforelseprincipen att Iy dr konvergent.

Alltsa &r integralen

/ooo(lfﬁ

konvergent.

907m Avgor om den generaliserade integralen
b odx
o xlnz

Vi har tva singulariteter i integrationsintervallet

ar konvergent eller divergent.

x =0, eftersom lim zlnz =0,

z—0t

x =1, eftersom lim zlnz =0.

r—1—

Som vanligt giiller att integralen &r konvergent om bade

1/2 1
i) / du och i) dr
0

zlnx 12 ¢Inz

dr konvergenta.
Singulariteten i = 0 verkar lite besvirlig sa vi borjar med att undersoka
integralen i punkt #. Nar vi undersoker integranden néra z = 1 har vi att
1
zln(l+ (z — 1))
1 B 1
z((z—1)+0(z —1)?)

C(x—1)+O(x —1)2
1 1
o ).
-1 N\t e
Integranden har en singularitet av typen 1/(x — 1) i & = 1 och da &r integralen

divergent (punkt 2 i sats 9.15).
Eftersom integralen # &r divergent dr integralen

/1 da
o zlnz

= { Maclaurinutveckling av In(1 + z) = z + O(z%) }

divergent.



628b Visa att

1.5 )
/0 x7+1dw271n2‘

Nér man ska visa olikheter av den har typen anvéinder man oftast integralens
monotonicitet, d.v.s.

Om f(z) > g(z) i ett intervall [a, b] sa &r
b b
/ flx)dz > / g(x) dr, (Sats 7.3iv)

Tanken &r att vi hittar en enkel funktion g(z) som gar att integrera analytiskt
och som ger virdet i hogerledet. Detta kan vara ganska knepigt ibland. Lat oss
forst titta pa ett misslyckat forsok.

METOD 1 (misslyckande 1)

I intervallet [0,1] &r

1
27 <1 & 1+27<2 & >
1+ 27

DN | =

Alltsa har vi att 5 fﬂ > %~ och integralens monotonicitet ger att

1 5 1.5
T T 1
dz > Zdr=L[2%] =1L,
\/0 1+$7 —/0 2 12[ ]0 12

Vi har visserligen fatt fram en undre grins pa integralens virde men var grans
dr mindre &n det 6nskade %ln 2. Vi har alltsa misslyckats.

Felet vi gjorde var att olikheten z” < 1 vi utgick fran #r for grov. Vi maste pa
nagot sitt skatta integranden béttre.

METOD 2 (misslyckande 2)

Istéllet for att planlost forsoka skatta integranden kan vi titta lite pa vad vi har i
hogerledet och forsoka arbeta baklinges. Uttrycket In 2 skulle kunna komma fran

[ln\x—l—l”é =In2,

d.v.s. fran integralen

Hmm. .., vi har att
20 <1 & 2T <z & 1+2" <142
- 1 S 1
1427~ 1+2

5

men nu kommer faktorn z° in och forstér det roliga eftersom z° inte uppfyl-

ler 25 > % i hela intervallet.

MEeTOD 3 (Lyckosamt)

Efter att ha tittat lite noggrannare pa integralen ser vi att om vi ersitter x° i

taljaren med det mindre uttrycket 2% s& far vi i téljaren derivatan av ndmnaren
och det ger just en logaritmisk primitiv funktion. Det verkar lovande!

1 5 1 6 1 6
x x a1 Tr L c
/o 1+x7dx2/0 1+x7d”_7/0 o7 =z[nll+aT], = ;2.

dx

_ >
e~ +x2 —

e T
628c Visa att/ —.
0 2

Det som foérhindrar oss fran att enkelt hitta en primitiv funktion &r e™* i
ndmnaren. Tittar vi dessutom pa hogerledet 7/2 s& skulle den kunna uppsta

av
[arctanx}go =7/2,

d.v.s. av integralen




En ténkbar strategi &r alltsa att erséitta e”® med 1. Vi far se om det fungerar.
Funktionen x — e~ #r avtagande och eftersom e™® =1 s3 &r

e”® <1 for x1iintervallet [0,00).
Detta ger att

1 1

et 422 <142? & > .
et 412~ 1422

Integralens monotonicitet ger

< dx S < odr o
) m_ o 1+x2—[arctanx]o —7T/2

1
628d Visa att/ ez2sinwd:r < %.
0

Just faktorn e*” brukar valla besvir vid analytiska integralberdkningar. Dess pri-
mitiva funktion gar inte att uttrycka i elementéra funktioner, sa en naiv skattning
av typen
. 2 | 2
sinz <1 = e” sinz < e”
har vi inget for. Samtidigt vill vi inte forsoka skatta bort e®” eftersom talet e
forekommer i hogerledet och det &r ett tecken pa att exponentialfunktionen pa
nagot sitt dr inblandad och bor méjligtvis sparas.
Fran tidigare i kursen kanske vi kommer ihag olikheten
sinz <z, forx>0. (Sats 2.1)

Den &r vird att prova, for om vi ersétter sinxz med x far vi dessutom derivatan
av exponentialfunktionens argument 22 som en faktor i integranden och detta

Oppnar for en substitution. Vi provar!

1 1
/ ezzsinxdxg/ emzxdxz{Ssz, dex =2xdx, s:0—1}
0 0

13 s11 e—1
= [ e gl -

705 Berdkna arean inom kurvan

{x: 14 cost +sint,

<t< .
y = cost — sint, (O=<t<2m)

Kurvan &r en parameterkurva sa arean ges av

2m
% /0 (my — xy) dt,

om kurvan genomloper randen i positivt led. Det dér med ”positivt led” ar viktigt
att komma ihag. Problemet r inte sa mycket att vi skulle raka integrera kurvan
i negativt led for da blir areaintegralen negativ och det riacker om vi byter tecken
for att fa arean. Problemet &r om kurvan har oglor, for da kan kurvan innesluta
olika delomraden med olika omloppsriktningar och delareorna boérjar kancellera
varandra.



Vi kan upptécka mojliga 6glor genom att un-
dersoka om det finns punkter pa kurvan som
genomlops fler ganger, d.v.s. om det finns tva
olika parametervirden ¢t = t; och t = t5 som
ger samma punkt,

z(ty) = x(t2),
y(t1) = y(t2).

Sa lat oss undersoka detta,

1+ costy +sint; = 1+ costy + sintg, (1)
cost] —sint; = costy — sints. (2)
Adderar vi (1) och (2) fas
14+ 2cost; =14 2costy & cost; = costa.
Detta insatt i t.ex. (2) ger
sint; = sints.

Vi maste alltsa ha att

costy = costa, (3)
sint; = sints. (4)
Flytta over allt i vénsterledet och anvind additionsformlerna

t1 — 12 t1 + 12

cost; —costy =0 —2sin g M THT = 0 (5)
=
i — si = t1 —1 t t
sint; —sinty =0 9 gin L 2 cos 1+ 1o —0 (6)
2 2
For att (5) ska vara uppfylld maste vi ha ett av fallen
sin tl;tQ =0: Da dr (5) ocksa uppfylld. Detta ger att
t1 —1t
122=n7r & t1 =t + 2nmw

for nagot heltal n. Eftersom parameterintervallet [0,2n] har
lingd 27 kan den enda l6sningen som uppfyller ¢ # to va-
ra t1 = 0 och to = 27 (eller ombytta roller), vilket betyder att
kurvans startpunkt och &ndpunkt sammanfaller.

t1+t2
2

o . . titta
cos =0: Da &r sin —

# 0 eftersom cosinus och sinus har olika

t1—t2

5— = 0 vilket dr fallet ovan.

nollstéllen. (5) ger dérfor att sin

Vi har alltsa visat att forutom kurvans start- och &ndpunkt finns det ingen punkt
som svarar mot tva parametervirden, d.v.s. kurvan dr enkel och saknar oglor.
Areaintegralen blir nu

27
%/ (xy — 2y) dt
0

2
= %/ ((1 + cost +sint)(—sint — cost) —
0

(—sint + cost)(cost — sint)) dt

= { forenklingar och trigonometriska ettan }

=

2
/0 (sint + cost + 2)dt = —%[—cost—l—sin?ﬁ—1—275](2)7T

4 = —2m.

B[

Eftersom areaintegralen har ett negativt virde har vi alltsa integrerat kurvan i
negativ led och arean ska vara 2.

706 Berikna arean inom kurvan

3

=cos" t,
T (0 < t<2n).
y =sin"t,

Vi ska forst undersoka om kurvan har nagra oglor, d.v.s. om det finns nagon
punkt pa kurvan som svarar mot olika parameterviarden ¢ = ¢t och ¢t = t5, m.a.o.

cos® t1 = cos® to,

SiIl3 t1 = sinS to.



Eftersom funktionen z — 2% &r en-entydig #r dessa bada ekvationer ekvivalenta
med

costy; = costa,
sint; = sints.

Detta &r precis samma system som vi undersokte i uppgift 705. Vi visade da att,
féorutom start- och &ndpunkten, finns det inga punkter som uppfyller sambanden.

Arean ges da av (beloppstecknen tar vi med eftersom vi inte vet i vilken riktning
vi genomléper kurvan),

2 27
’/ :cydt‘ = ‘/ cos3to3sintzcostdt’
0 0

27 27
1 $2t\2 1 — cos 2t
:3‘/ cos4tsin2tdt‘:3‘/ ( +cos ) cos dt‘
0 0 2 2

2m
= { konjugatregeln } = 3 ’ / (1 + cos 2t)(1 — cos? 2t) dt ‘
0

27
:%‘/ (1+cos2t—c0822t—cos3’2t)dt‘
0

27 27 27
1 4t
%’/ dt+/ cos2tdt—/ ﬂdt
0 0 0 2

2
- / (1 — sin® 2t) cos 2t dt ‘
0

={s=sin2t, ds=2sin2tdt, s:0—0}

:%’27r+077r—0|:%7r.

708 Berikna arean av var och en av de 6glor i z, y-planet som bildas av kurvan

x = sint,

y = sin 2¢.

Eftersom x = sint &r 27-periodisk och y = sin 2t ar w-periodisk sa har de minsta
gemensamma period 27 vilket betyder att kurvan genomltps helt om vi véljer ett
parameterintervall med langd 27. Vi kan for enkelhets skull vélja parameterin-
tervallet [0, 27].

Vi bestdmmer Oglorna genom att undersdka i vilka punkter kurvan skér sig
sjalv, d.v.s. nir det finns tva parametervirden ¢t = t; och t = ¢t som ger samma,
punkt. Med andra ord soker vi l6sningarna till

sint; = sinta, (1)
sin 2t1 = sin th (2)

Vi skriver om (2) med formeln fér dubbla vinkeln,
2sint) cost; = 2sinty costy. (2"
For att 16sa (1) och (2) undersiker vi tva fall
sint; # 0: Da far vi fran (1) och (2') att
cost] = costy. (3)
Vi har alltsa att

sint; = sin to,

costy = costa,

och detta system har inga losningar (¢1 # t2) vilket vi visat tidigare i
uppgift 705.

sint; = 0: I detta fall 4&r bada ekvationerna uppfyllda, och vi har att ¢t; = 0,
t;1 = m eller t; = 27.



Kurvan skér alltsa sig sjéalv i punkten som svarar mot parametervirdena t = 0,
t =m och t = 2m.

Kurvan har ddrmed tva 6glor med randkurvorna {z = sint, y =sin2¢, 0 <t <
7} respektive {x = sint, y = sin2¢, 7 < ¢ < 2w}. Omradena som innesluts av
respektive 6gla har areorna

’/ xy dt’ = ’/ sint - 2 cos 2t dt’ = {formeln for dubbla vinkeln }
0 0
= ‘/ sint-2(2cos2t—1)dt’ = ’4/ cos2tsintdt—2/ sintdt‘
0 0 0
= ’4[f%cos3t]0 +2{cost}0’ = ’%(1 — (1)) +2(-1- 1)‘ =%,

och

2m
/ xy dt‘ = { Samma primitiva funktion som ovan }
T

27 2w

= ’4{flcos3t}

3 + {cost]

= 41— +20- ()| =

[SNI

T ™

712 Berikna arean av det omrade som i poldra koordinater definieras av

1
r<——— och0<v<m/2.
SIn v + Ccos v

Det man maste se upp med &r att den poléra representationen inte dr unik. De
tva polidra koordinaterna (r,v) och (—r,v + m) svarar mot samma punkt. Det
kan innebéra att tva kurvsegment som till synes ér olika (har olika vinklar) dnda
innesluter samma omrade eftersom den ena kurvan har negativ radie och da
speglas 6ver till motstaende vinkelomrade.

Ao

\\ r<0

I vart fall &r vinkeln begréinsad till [0,7/2] s& detta fenomen kan inte uppsta.

Arean ges av formeln

71'/2 71'/2 d
ST rerae=y [
0 o  (sinv+ cosv)?

B 1/”/2 dv _1/”/2 dv
2 )y sin?v42sinvcosv+cos2v 2Jy  1l+sin2v

T od
:{x:2v,dx:2dv,m:0—>ﬂ-}:%/ 71‘
o l+sinz




Det kan vara svart att direkt se nagon metod for att rikna ut integralen, men
eftersom integranden &r ett rationellt uttryck i en trigonometrisk funktion kan vi
alltid ta till universalsubstitutionen

t = tan —.
2
Denna inverssubstitution fungerar eftersom tan dr stringt véxande pa [0,7/2].

Vi behover uttrycka sinx i ¢,

2tang 2t
1+tan?2  1+¢2

2

z
5 =

sinz = sin(2 %) = 2sin 5 cos 5 = 2tan 5 cos

Vi har ocksa att

dt
1412

dt = (1 +tan’%)de = (1 +¢*) dz & dz

och integrationsgranserna blir

z=0 < t:07
r=m/2 & t = oo.
Integralen blir alltsa
2
o —dt oo
_1/ 1+12 _1/ at__
o1 20 2 142t +¢2
0 14 0
+1+t2

713b Berikna arean av det omrade som begriansas av

r = sin 3w, (polédra koordinater).

Vi maste forst undersoka om vi har problemet med att den polidra kurvan be-
skriver samma kurvomrade tva ganger pa grund av identifikationen (r,v) =
(=r,v + 7). Vi ritar upp hur radien r beror av den poldra vinkeln v,

NN
YRVAYS

Har ser vi att vi just drabbas av detta eftersom alla vinklar v + 7 till hoger om 7
ger en radie med omvéant tecken &n den med vinkel v.

r

A~

col3

~

i

r
v+

v

-7

v

Analytiskt ser vi detta ocksa
r(v+m) = sin(3v + 37) = —sin3v = —r(v).

Alltsa beskriver parametervirdena mellan 7 och 27 samma kurva som parame-
tervirdena mellan 0 och 7. Kurvan innesluter ddrmed arean

1 / r(v)?dv =3 / sin? 3v dv = { formeln for halva vinkeln }
0 0

T 1—cos6 ™
:%/ ﬂdv:%[v—%shﬁv}
0 2 0

1(mr=0-(0-0)) =47



Avsnitt 2, Vektorer kan vi uttrycka med a, b och c.
W109 ABCD ir basytan (en kvadrat) i en regelbunden fyrsidig pyramid med spet- S
sen S. Lat SA = a, SB = b och SC = c. Beriikna SD.
SA+AB=3SB
B & AB=SB-SA=b-a,

Vi ritar forst en figur av hur pyramiden maste se ut. A

S

SB+ BC = SC
& BC=SC-SB=c—b.
B

Vi kan ocksa rita in de vektorer som &r givna i uppgiftstexten.
Eftersom basytan dr en kvadrat sa &r AD=BC =c—b.
D C

A~ ~

Vi ska nu forscka uttrycka vektorn SDide givna vektorerna a, b och c.

Som ett forsta steg kan vi uttrycka SD genom att ga via hornet A, Alltsa ér

S_D):a+xﬁ:a+cfb:afb+c.

SD =SA+ 4D
:a—i—A—D).

Nu behover vi uttrycka en av baskvadratens kantvektorer AD i a, boch c. Om vi
tittar pa de 6vriga hornen och kanterna i kvadraten sa ser vi att vissa kantvektorer



W110 O, A, B och C ir fyra givna punkter i rummet med OA = a, OB = b
och OC = c. Bestdm en vektor OD uttryckt i @, b och ¢, sa att de fyra punkterna A,
B, C och D (i valfri ordning) blir hérnen i ett parallellogram.

Lat oss rita upp en figur av den information som &r given i uppgiften.

A B c

0

Vad vi soker dr en femte punkt D sa att punkterna A, B, C och D bildar hérnen
i ett parallellogram.

C

A

Figuren &r inte helt korrekt, for enligt uppgiftstexten behover inte hérnpunkterna
vara i nagon speciell ordning, och da finns tva andra mojliga konfigurationer.

D B
C c

B D

A A
A granne med B och C A granne med C' och D

Men vi kan borja med att undersdka om det &r mojligt att vilja OD sa att den
forsta konfigurationen uppstar. Skulle det visa sig att det inte &r mgjligt, da kan
vi undersoka de ovriga tva fallen.

Det som utmérker ett parallellogram &r att motstaende kanter dr lika langa
och parallella. Uttryckt med vektorer betyder detta att

C

AB =DC
AD = BC

A

Vi kan ocksa formulera uppgiften som
Givet: a:m,b:O—B)OChc:O?.

Bestam:

dzaﬁ,séattfl—B):D?ochA—D):B—d

Eftersom vi i slutinden ska ge svaret i a, b och ¢ sa kan vi uttrycka villkoren i
det vi vill visa med dessa vekorer.

B
AB =40+ 0B =-0A+ OB
=—-a-+b
A
@)
C
DC =DO + OC = —-0D + 0C
=—-d+c
D
@)
D
AD =40+ 0D = —~OA + OD
A =—-a-+d



¢ W141 Beridkna vinkeln mellan vektorerna (1,1,0) och (1,0,1). (ON-system)

BC =BO+0C = -0B +0C
=-b+c

B Vinkeln mellan vektorerna far vi fran formeln
0 b
Uppgiften kan alltsa formuleras som a-b
cosy = ————.
. lal [b]|
Givet: a, b och c.
Y a

Bestdm: d sa att

—a+b=-d+c, (1) I vart fall ger detta

—at+d=-b+tc (2) (1,1,0) - (1,0,1) 1-141-040-1 1 1

cosy =

LLOILOD]  VE+ P+ VI2+ 02112 V22 2
For att (1) ska vara uppfylld ser vi att d maste véljas som I I v v Vav2

vilket svarar mot v = %w.
—a+b=-d+c & d=a—-b+ec
Stoppar vi in detta in i (2) fas
VL=—-a+d=-a+(a—b+c)=-b+c=HL.

Alltsa, genom att vélja OD = a — b+ c sa bildar punkterna A, B, C' och D
hornen i ett parallellogram.

Anm. Om vi hade valt en av de andra konfigurationerna skulle vi fatt ett annat svar.

¢

D
A granne med B och D A granne med B och C A granne med C och D



‘W142 Berikna léngden av vektorn @ om
a) P=(4,0,-1),Q=(1,0,2),

b) P=(1,2,3), Q= (6,54),

c) P=(-1,2,-4), Q@ = (3,3,-5),

om vi har ett ortonormerat koordinatssystem.

Vi loser uppgiften pa tva olika sétt.
METoD 1 (Utréikning av PQ)
Forst réknar vi ut vektorn 1@ med formeln ]@ =Q-P,

a) PQ=Q-P=(1,0,2)— (4,0,-1) = (1 —4,0 - 0,2 — (—1))
b) PQ=Q-P=(654)—(1,23)=

C) -@:Q_P:(3a37_5)_(_1727_4):
(4,1,—1).

= (-3,0,3),
(6—1,5—-2,4—3)=(53,1),
(3—(-1),3=2,-5—(—4)) =

Eftersom koordinatsystemet &r ON ges lingden av @ =
1P = Va2 + 2 1 &,

a)  |PQ| = (=37 +07+3% = VI8

b)  |PQ| = V& +3 +17 = V35,

) |PQ|= 2112+ (-1 =VIs.

METOD 2 (Avstandsformeln)

(a,b,c) av formeln

Léangden av 1@ ar lika med avstandet mellan punkterna P = (p1, pa2, p3) och Q =
(q1,42,93), och detta avstand ges av formeln

IPQl = V(b1 — 1) + (b2 — @2)% + (p3 — @32,
eftersom koordinatsystemet dr ON.

a) |PQ|=/E-1)2+(0-0)2
b) 1Pl =/(1—6)2+(2—5)2

9 1Pl = /(182 + (2824 (4 (5)° = VET T B = V8

+(—1-2)2=+32+02+32 = /18,
+(3—-4)2 =562 +32+12 = /35,

‘W143 Berikna arbetet W som utrittas av kraften a vid den ritlinjiga forflyttningen
fran P till Q i foljande fall (ON-system):

a) a = (17270)7 P = (47_77 3)7 Q = (6727 _1)7
b) a:(17171)aP:(27173)5 Q:(ilailail)

Fran mekaniken vet vi att arbetet W &r
W = kraften - striackan.

Med ”kraften” menar vi den verksamma kraften, d.v.s. den komposant a| av
kraften som pekar i forflyttningens riktning.

aj

5
Det utriattade arbetet ges ddrmed av

W = |lay| - |PQ| = { aj och PQ &r parallella} = a; - PQ. (%)

Om det &r sa att a) r motriktad forflyttningens riktning definierar man arbetet
med ett negativt viirde sa att () fortfarande giller.

Formeln (x) kan faktiskt skrivas om till en riknemiissigt enklare formel genom
att notera att den andra komposanten av kraften a,; (den overksamma kraften)
dr vinkelrdt mot m Déarmed ar

W:aH~@:a‘|~m+aL~m:(aH+aL)'m:a~m.

Vi har nu

a) PQ=Q-P=(6-42—(-7),-1-3)=(29,-4),
W=a -PQ=(1,20)(2,9-4)=1-242-940-(—4) = 20,

b) PQ=Q-P=(-1-2-1-3-1-3)=(-3,-2,-4),

W=a PQ=(1,1,1)

—3,-2,-4)=1-(=3)+1-(=2)+1-(-4) = —9.



‘W146 Punkterna (0,0,0), (6,7,6) och (2,6, —9) dr hérn i en kub. Bestdm de dvriga
hoérnen.

Lat oss for enkelhets skull inféra beteckningar pa de givna hérnpunkterna

P =(0,0,0),
Q= (6,7,6),
R=(2,6,-9).

En kub &r ett ratblock med alla kanter lika langa.
. d
d
d

Punkterna P, @ och R skulle kunna vara vilka tre hérn som helst i kuben, men
vi kan sortera bort vissa konfigurationer som oméjliga genom att undersoka av-
standet mellan punkterna.

IPQ| = /(0—6)2+(0—7)% + (0—6)2 = V121 = 11,
IPR|| = /(0= 2)2+ (0—6)2 + (0 — (—9))2 = V121 = 11,
IQR| = /(6 —2)2 +( )

N
\
D
~
[ V)
+
—
D
[
—
\
Ne)

Nu ser vi att det enda mojliga forhallandet mellan P, @ och R &r

]

Den fjarde hornpunkten S som ligger pa samma yta som P, ), R ges av

Q*\/\\ / / S=P+PR+RS={RS=PQ}

Ot — P+ PR+ PQ
T —(0,0,0) 4+ (2~ 0,6 —0,—9 — 0) + (6 — 0,7 — 0,6 — 0)
= (8a 137 _3)7

dsr likheten RS = 1@ foljer av att kuben har lika langa sidor.

For att komma at de 6vriga hornpunkterna, som vi déper till T, U, V och W
enligt figuren nedan, behoéver vi en kantvektor som inte ligger i planet PQR.S,
t.ex. PT.

w
.
‘L]
U
P

R

Villkoren fér att bestdimma PT' far vi fran att vi har en kub, vilket ger att PT
dr vinkelrdt mot de tva kantvektorerna m och P_R}, d.v.s.

PT - PQ =0,
PT-PR =0,
och att PT ir lika lang som PQ och PR,
|IPT| = | PQ|| = |PR|| = 11.

Om vi skriver PT i komponentform som (a, b, ¢), da ger ovanstaende villkor att

(a,b,¢)- (6 —0,7—0,6—0) =6a+ 7b+ 6¢c =0, (1)
(a,b,¢) - (20,6 —0,-9 — 0) = 2a + 6b— 9c = 0, 2)
I(a,b,c)||* = a® + b* + 2 = 121. (3)

Vi ska nu forsoka 16sa ekvationssystemet (1), (2) och (3).



3-(2) = (1) ger

3-(2a4+6b—9c) — (6a+ Tb+6¢) =11b—33¢c=11(b—3¢) =0 & b= 3c.

Detta insatt i (2) ger
2a+6-3c—9c=0 & a=—3c
Bide a = —2c och b = 3c insatt i (3) ger
(—%C)2+ (3c)2+02 =121 p=S c= =2,

vilket ger a = —5¢ = F9 och b = 3¢ = £6. Alltsa finns tva losningar (a, b, c) =
(—9,6,2) eller (a,b,c) = (9,—6,—2).

De tva losningarna svarar mot att 7' kan ligga pa omse sidor om ytan PQRS.

R
Med PT' given kan vi rdkna ut de 6vriga hérnen i kuben genom att uttrycka dem
i de kéinda kantvektorerna.

PW =PT +TW
=PT + PQ
PU =PT+TU
= PT+ PR

PV =PT+TV
=PT+PS

Med insatta siffror blir detta

PT = (-9,6,2): PW = (—9,6,2) + (6,7,6) = (—3,13,8),
PU = (-9,6,2) + (2,6, —9) = (—7,12,—7),
PV =(-9,6,2) + (8,13, -3) = (—1,19,—1)

PT = (9,—6,—2): PW = (9,—6,—2) + (6,7,6) = (15, 1,4),
PU = (9,-6,-2) + (2,6,—9) = (11,0, —11),
PV = (9,-6,-2) + (8,13, -3) = (17,7, —5).

W151 Kan konstanten a bestimmas si att punkterna (1,a,a?), (—4,5,0)
och (5,—1,3a) ligger i rét linje? Bestdm i sa fall ekvationerna for denna rita linje.

Om punkterna P = (1,a,a?), Q = (—4,5,0) och R = (5,—1,3a) ska ligga pa en
rit linje maste vektorerna J@ och m vara parallella,

pP

d.v.s. de ska uppfylla villkoret

PG =aQR



for nagon skaldr a. Detta ger i komponentform

(-4—1,5-a,0—a*) =a(5—(-4),-1—-5,3a — 0)

& —5=9, (1)
5—a= —6a, (2)
—a® = 3ac. (3)

(1) ger att a = —3. (2) ger att
— 5
a=5+6a=3,

och detta ger att (3) blir uppfylld,

2
VL av (3) = —a” = _%7
HL av (3) =3aa=3-(-5) -5 = -2

Alltsa maste a = % for att punkterna ska ligga pa en rét linje. En riktningsvektor
till linjen far vi da som

v=QR=R—-Q=(5—(-4),-1-5,3-3 -0) = (9,-6,5)
En punkt pa linjen dr @ = (—4,5,0) sa linjens ekvation &r

x—(—4)_y—5:z—0

9 —6 5

W152 Kan konstanterna a, b, ¢ och d bestimmas sa att parameterframstéllningarna

rx=1+4+2t r=4+as
y=2-—3t och y=b+ecs
z=t z=d+ 5s

betyder samma linje?

Vi ska 16sa uppgiften med tva olika metoder.

METOD 1 (Geometriskt)

De tva linjerna #r lika om de har riktningsvektorer som &r parallella och en
punkt gemensam. Fran parameteriseringen av linjerna kan vi avlisa respektive
linjes riktningsvektor (koefficienterna framfor ¢ respektive s),

(2,-3,1) och (a,cb).
Om de ska vara parallella maste det finnas en skaldr « sa att

(27 _37 1) =« (a‘a G, 5)7

d.v.s.
2=uaaq, (1)
-3 =ca, (2)
1 =5a. (3)

Fran (3) far vi att o = 1. Ekvation (1) och (2) ger da att
a=2/a=10 och c¢=-3/a=-15.

Med dessa virden pa a och c¢ &r linjerna parallella.

Linjerna sammanfaller om de dessutom har en punkt gemensam. Tag punk-
ten (1,2,0) pa den forsta linjen (svarar mot parameterviardet ¢ = 0). Vi ska
nu visa att den punkten &ven ligger pa den andra linjen genom att ta fram ett
parameterviirde s som ger just (1,2,0), d.v.s.

1=4+10s (4)
2="5—15s (5)
0=4d+5s (6)

Ekvation (4) ger att s = —:5. Detta insatt i (5) och (6) ger

2=b-15-(—%) & b= -3,
0=d+5-(-3) & d=3.

Alltsa, om a = 10, b = —g, c=—150ch d= % sa beskriver de tva parametrise-
ringarna samma linje.



METOD 2 (Analytiskt)
De tva linjerna #r lika om varje punkt pa den ena linjen ocksa tillhor den andra
linjen.

Tag dérfor en godtycklig punkt pa den forsta linjen

(x,yv Z) = (1 + 2t07 2— 3t0at0)7

dér to ar ett godtyckligt fixt parametervirde. Vi ska nu visa att det finns ett
parametervirde s = sg som ger denna punkt (givetvis efter att ha anpassat
konstanterna a, b, ¢ och d). Vi ska alltsa ta fram so (och a, b, ¢, d) sa att

1+2t0 :4+(Z80, (7)
2 — 3ty = b+ cso, (8)
to = d + 5so. (9)

Frén (9) far vi so = (o — d) som vi stoppar in i (7) och (8),

1+2tg =4+ai(to—d),
2—3tg =b+ci(to—d),

Vi samlar tg i ena ledet

(=3+ tad) + (2 — ta)to =0,
(2—b+ ted) + (=3 = Lo)to = 0.

Konstanterna a, b, ¢, d ska nu véljas sa att ovanstaende ekvationer ar uppfyllda
oavsett vilket virde tg har. Detta betyder att vi maste ha att

-3+ tad =0,
2—%(1:0,
2—b+ted =0,
-3—1c=0.

vilket ger

a=10, b=-3, ¢=-15 och d=3.

W155 Bestam ekvationerna i parameterform for skdrningslinjen till planen
a) x+y+2z=06och 2z —y + z = 3, respektive
b) x+4+2y—z2z=2o0chz=0.

a)  Skirningslinjen bestar av alla punkter som tillhér bada planen.

skéarningslinje

Det betyder att en punkt (z,y, z) pa skdrningslinjen uppfyller bada planens

ekvationer,
r+y+z=06, (1)
20 —y+2=3. (2)
(1) +(2) ger
3z +2z=9 & x—3—§z
Detta insatt i (1) ger
3—22+y+2=6 & y=3-13z
Alltsa, om
rT=3- %z,
y=3-3z,

sa ligger (z,vy,z) pa skirningslinjen. Vi kan variera z och pa sa siitt réra
oss langs skirningslinjen. Variabeln z spelar alltsa rollen av parameter till
linjen. Om vi doper z till ¢ sa far vi alltsa

m:3—§t,
y:37%t7

2z =1,



vilket dr en parametrisering av skirningslinjen. (Hade vi istéillet satt z =
—3t skulle vi fatt svaret i facit. Det dr en annan parametrisering av samma
skdrningslinje.)

Losningsgangen &r precis densamma som till a-uppgiften. Skérningslinjen
ges av alla punkter som uppfyller bada planens ekvationer

T+2y—z=2, (3)
z=0. 4)

(4) insatt i (3) ger v+ 2y =2 d.v.s. £ =2 —2y. Om

T =22y, (1)
z=0, (2)

sa ligger (z,y, z) pa skdrningslinjen. Denna gang dr det y som agerar som
parameter, och med y = t far vi f6ljande parametrisering av skérningslinjen

T =2—2t,
y=t,
z=0.

W157 Bestdm ekvationen for planet genom punkterna (3,2, —1), (7,1,1) och (0,2,4)

)
b)

i parameterform, och

utan parametrar.

For att bestdmma en parametrisering av planet behover vi en punkt ro =
(z0, Y0, 20) 1 planet och tva icke-parallella (linjirt oberoende) vektorer u

och v som &r parallella med planet.

Parametriseringen blir da
r=rog+su-+tv

eftersom varje punkt i planet kan skrivas som en linjirkombination av w
och v om vi utgar fran baspunkten ry. Som punkt i planet kan vi t.ex.
vilja rg = (3,2, —1). Vi far tva vektorer som &r parallella med planet om vi
tar vektorn fran (3,2, —1) till (7,1, 1) och vektorn fran (3,2, —1) till (0, 2, 4),

(3,@”
«(0,2,4)

dvs. (7T-3,1-2,1—(-1)) = (4,-1,2), och (0—3,2-2,4—(-1)) =
(—3,0,5). Planet parametriseras alltsa av

(3,2, —1) + (4, —1,2) + £(—3,0,5).
Den allménna formen for ett plan i koordinatform &r
A(x — z0) + B(y —yo) + C(z — 20) =0,

diir A, B och C &r konstanter och (g, Yo, 20) dr en punkt i planet. Eftersom
vi redan vet punkter som ingar i planet kan vi sétta t.ex.

(I‘O, Yo, ZO) = (3’ 2? _1)

De andra tva punkterna ska ocksa ligga i planet och darfor uppfylla planets
ekvation, d.v.s.

A(T-3)+B(1-2)+C(1—-(-1)) =0,

A(0—-3)+B(2-2)+C(4—(-1)) =0,

4A-B+20=0 (1)
—3A+5C=0 (2)



Fran (2) far vi att A = 3C och detta insatt i (1) ger
4.2C-B+20=0 &  B=2C.

Vi kan alltsa vélja

A=5t,
— 26
B = %t
C=t,

for vilket som helst virde pa t # 0 och fa virden pa A, B och C. Viljer

vi t = 3 fas heltalen A =5, B = 26 och C = 3. Planets ekvation blir
5z —3)+26(y—2)+3(z+1)=0 & 5z + 26y + 3z = 64.

Anm. Konstanterna (A, B,C) svarar mot det stkta planets normalvektor och
olika val av t ger olika lingd pa denna normalvektor.

W159 Berdkna a X b och b X a om
a) a=(5-1,4),b=(-3,2,1),
b) a=(2,1,0),b=(1,-2,5),
och vi har ett hogerhdnt ON-system.

Vi anvénder formeln i sats 1.17,
axb= (a2b3 — agbo, —a1bs + azbi,a1by — agbl), (*)

och sen kan vi anvéinda den antikommutativa lagen for att bestimma b x a.

a) axb=(5,—-1,4)x(-3,2,1) = ((-1)-1-4-2,-5-14+4-(=3),5-2—(—1)-
(=3)) = (-9,-17,7,

bxa=—(axb)=(917,-7),

b) axb=(2,1,0)x(1,-2,5)=(1-5—-0-(-2),-2-5+0-1,2-(=2) —1-1) =
(5,—10,-5),

bxa=—(axb)=(-5,10,5).

Anm. Formeln (x) kan vara ganska svar att komma ihag. I avsnitt 1.12 ges en deter-
minantformel for kryssprodukten som &r enklare att ligga pa minnet.

W160 En tetraeder har hérnen A = (2,3,2), B = (-1,5,4), C = (1,7,—2) och D =
(6,4,1). Bestdm ekvationen for

a) planet genom ABC,
b) héjden genom hornet D.

En tetraeder &r den figur vi far nér vi férbinder fyra punkter, som inte alla ligger
i ett plan, med réta linjer.

D

B

a)  For att bestimma en ekvation for planet ABC behéver vi en punkt i pla-
net 7o och en normalvektor n till planet (en vektor vinkelrdt mot planet).
Da ges planets ekvation i vektorform av

n-(r—mrg)=0.
Vi har redan givet tre punkter i planet sa vi kan t.ex. vélja

ro=A=(23,2).



De tva kantvektorerna AB och AC &r bada parallella med planet sa deras
kryssprodukt ar vinkelrdt mot planet.

ABxAC p

Vi sétter alltsa
n=ABxAC =(-1-25-3,4-2)x (1-2,7—3,-2—2)
= (=3,2,2) x (1,4, —4)
= (20 (-0 =24, —(=8) - (-4 2+ (1), (=3) 4= 2+ (-1))
= (—16,—14,—10).
Planets ekvation blir alltsa

n-(r—rg)=0
& (=16,—14,-10) - (2,9, 2) — (2,3,2)) =0
& —16(x —2) — 14(y —3) = 10(z —2) =0
& 8z + Ty + 5z = 47.

b)  Hojden till hornet D dr den vinkelrita striicka fran basplanet ABC' till D.
D

A
B
Hojden #r alltsa parallell med normalvektorn n = (—16, —14, —10) till pla-

net ABC. Vi vet dessutom att punkten D = (6,4,1) ligger pa hojdlinjen,
sa ekvationen f6r hojden blir

r—6 y—4 z-1 z—6 y—4 =z2-1
-16 —14  —10 8 7 5

W161 Berikna arean av den triangel, vars hoérn &r
a) punkterna (4,1,2), (6,2, —1) och (3,3,4),

b) punkterna (1,1,1), (—1,0,1) och (2,3,0).
(ON-system)

Den triangel med horn i punkterna A, B och C har tva kantvektorer AB och AC.
Om ~ betecknar vinkeln mellan AB och ﬁ da ges triangeln area av

Area = fbasen - hojden = %HEH . ||@|| sin~y
= L|IAB x AC.

a) Med A= (4,1,2), B=(6,2,—1) och C = (3,3,4) bli alltsa arean

Area72||A_B)><@||—2H 6-4,2—1,-1-2)x (3—4,3—1,4—2)|

=50(2,1,-3) x (-1,2,2)||
=%H<1~2—<—3>-27—2~2+<—3>-<—1> 2.2 1. (-1))
=318, =1,5) = 3v/82 + (-1)? + 5% = 3v00 = §V10.

b)  Idetta fall ir A = (1,1,1), B = (=1,0,1) och C = (2,3,0) och triangelns

area ar

Area = || AB x AC|| = §[(-1 = 1,0 = 1,1 = 1) x (2= 1,3 = 1,0 — 1)]|
= 3l(=2,-1,0) x (1,2, - 1)
= (=D (-1 =0-2,~(=2) - (-1) +0- 1,(=2) - 2= (=1) - 1)
= 3[(1,—2,-3)] = 1T+ (—2)7 + (—3)° = IVIA.




W162 Berikna arean av fyrhérningen ABCD da A = (2,-1), B = (7,3), C = (3,4)
och D = (—1,6). (ON-system)

Vi ritar upp fyrhérningen.

N

~

A

Nu ser vi att fyrhérningens area dr lika med den sammanlagda arean av triang-
larna ABC och ACD.

Eftersom vi har en formel for arean av en triangel i tre dimensioner kan vi
tdnka oss att fyrhorningen ligger i x, y-planet och att vi tillfogar en z-riktning,
d.v.s.

A= (237170)3 B = (73370)7
C = (3,4,0), D= (-1,6,0).

Vi far nu att

area(ABCD) = area(ABC) + area(ACD) = L||AB x AC| + L|AC x AD|
=307 =23 (=1),0-0) x (3-2,4—(~1),0-0)]
+ %||(3_274_ (_1)70_0) x (_1 _2a6_ (_1)a0_0)”
= %"(574a O) X (1a5,0)” + %”(1,5>0) X (_377a O)H
—1|(4-0-=0-5,=5-040-1,5-5—4-1)]
+3(5:0-0-7,1-0-0-(=3),1-7=5-(=3))]|
= 311(0,0,21)| + 51100, 22)]|

1 1 —
=102 402+ 212+ 1/02 + 02 + 222 =

21+22 43
2 27

‘W167 Berikna

a) 2 3
5 4|
sinv —cosv
c) . ,
cosv sinv
1 2 3
f) -3 4 1|,
2 —6 5
3 -1 4
g) 6 5 =2
1 1 -3

2 x 2-determinanter berédknar vi med minneregeln

+

b a b_
d‘_ o = ad — be.

a
C

2 3

a) ‘5 4‘—2-4—3~5—8—15——7,

c) SULU = COS U sinw - sinw — (—cosv) - cosv = sin®v + cos?v = 1.
cosv sinv

3 x 3-determinanter beriknas med en kofaktorutveckling langs forsta raden,

1 2 3
4 1 -3 1 -3 4
f) -3 4 1|=1- —2. +3
0 Y S I EE N R FE N g
=1-(4-5-1-(-6))—2-((-3):5—-2-1)+3-((-3)- (-6) —4-2) =
26 + 34 + 30 = 90,
3 -1 4
5 —2 6 —2 6 5
) 6 5 —2|=3. —(=1)- +4
& L1 3 ‘13’ ‘1 3‘ ’11’
=305-(-3)—(-2)-1)+1-(6-(-3)—(-2)-1)+4-(6-1-5-1) =

-39 — 16 +4 = —51.



W168 Beriikna vektorn a X b med hjilp av determinantframstéllningen, da i ett orto- Vi kan se detta genom féljande forfarande. Vi delar férst upp parallellepipedern
normerat hdgersystem, i tva lika stora halvor,

a)  a=(1,1,0),b=(-1,2,0),

¢ a=(1,-1,3),b=(51,-1). ‘ ‘

Determinantformeln for kryssprodukten lyder
€1 €2 €3
axb=|a a a Varje halva kan sedan delas upp i tre tetraedrar,

b1 by b3

och vi rdknar ut determinanten med kofaktorutveckling ldngs férsta raden

(5] €y €3
a) axb=| 1 1 0 |=¢e 58‘—62 _} 8‘—&—63 1 é‘:
-1 2 0
061 +0€2 +3€3 = (0,0,3)
€] €2 €3
c) axb=| 1 -1 3 |=¢ } _il’) ‘—62 é _i) +es é 1‘:
5 1 -1
—2e;+16ex+6es = (—2, 16, 6)
Eftersom parallellepipedern har volym V' = [a, b, ¢], dir a, b och ¢ ér tre vektorer
som spéanner upp epipedern, sa har tetraedern volymen %V = %[a, b, c].
I detta fall kan vi vilja kantvektorerna till
W170 Berdkna volymen av tetraedern med hérnen (1,2,3), (2,2,5), (5,8,5) (4,5, —3)

och (4,5,—3). (ON-system)

c a=(22,5)—(1,2,3)=(1,0,2),
b=(5,8,5)—(1,2,3) = (4,6,2),
.59 (5.8,5) ~ (1,2.3) = (4,6,2)
c= (47 9, _3) - (17 2, 3) = (3a 3, —6),
Geometriskt kan man se att om vi tar sex kopior av tetraedern kan vi pussla ihop (1,2,3) 5

dem sa att vi far en parallellepiped. (2,2,5)



och volymen blir

W =~ =

a6 2 4 2 14 6
6<1’3—6 013 6|72 |3 3
(6-(—6)—2-3—-0+2-(4-3-6-3))
(=36 — 6 + 24 — 36) = —9.

D= O

Eftersom vi fick ett negativt virde var {a, b, c} ett viinstersystem och volymen
ar +9.

W172 Undersck om foljande vektorer dr linjirt beroende eller oberoende:
a) a=1(0,2,1), b =(0,—1,4) och ¢ = (1,-1,0),
b) a=(1,-6,2),b=(0,2,7) och ¢ = (—2,12,—4).

Vektorerna ér linjért beroende omm (om och endast om) de alla ligger i ett plan,
vilket &dr detsamma som att parallellepipedern de spinner upp har volym noll.
Vektorerna ar alltsa linjirt beroende omm

Volym = [a, b, c] = 0.

a) Vi har att

0 2 1
[a,b,c]=| 0 —1 4 |={Kofaktorutveckling 1:a raden }
1 -1 0
-1 4 0 4 0 -1
SRR

=0-2-(0-0-4-1)+1-(0-(=1) = (=1)-1) =0+8+1=9#0.

Alltsa #dr vektorerna linjért oberoende.

c)  Vihar att

1 -6 2
[@,b,cJ=| 0 2 7 |={Kofaktorutveckling 1:a raden }
-2 12 —4
2 7 0 7 0 2
_1" 12 —4’_(_6)" -2 —4’+2" 2 12‘
=1-(2-(-4)—7-12)4+6-(0-(—4) = 7-(-2))

+2-(0-12—-2-(-2)) = —92+844+8=0.

Alltsa ar vektorerna linjart beroende.

W173 For vilka virden pa talet a #r vektorerna (1,a®,a), (0,a?,1) och (1,a,1) linjért
beroende? Bestdm for dessa a-virden en linjirkombination av vektorerna (med minst
en koefficient # 0), som &r 0.

De tre vektorerna ér linjart beroende omm deras trippelprodukt &r noll. Eftersom

1 a® a
[(1,a°,a);(0,a®,1);(1,a,1)] = | 0 a® 1

1 a 1
= { Kofaktorutveckling 1:a raden }

a’? 1 3 |0 1 0 a?

B A R R
=1-(a*>—a)—a®- (0-1-1-1)4+a-(0-a—a’*-1)
=a’—a+d®—d*=d>—a=ala-1),

sa ser vi att vektorerna &r linjart beroende nér a = 0 eller a = 1.
For a = 0 och @ = 1 ska vi nu hitta konstanter cq, ¢y och c3, som alla inte ar
noll, sa att

C1 (1a a3a a) + c2 (07 (LQ, 1) +c3 (Lav 1) = (07070)



a=0: I detta fall ar vektorerna
(1,0,0), (0,0,1) och (1,0,1),

och da ser vi att den forsta vektorn plus den andra vektorn ger den
tredje vektorn, d.v.s.

(1,0,0) +(0,0,1) = (1,0,1)
& 1-(1,0,0)4+1-(0,0,1)—1-(1,0,1) =0

vilket dr den sokta linjarkombinationen.
a=1: Vi har att vektorerna &r
(1,1,1), (0,1,1) och (1,1,1).
Den forsta och den tredje vektorn &r lika,

(1,1,1) = (1,1,1) A

W174 Beridkna avstandet fran punkten (2,1,1) till planet x + y — 2z +1 = 0. (ON-
system)

Lat P = (2,1,1). Det kortaste avstandet mellan P och planet &r det vinkelriita
avstandet.

1-(1,1,1)4+0-(0,1,1) = 1-(1,1,1) = 0.

Avstandsvektorn dr alltsa parallell med normalvektorn n till planet. Normalvek-
torn kan vi avldsa fran planets ekvation (koefficienterna framfor x, y och z),

n=(1,1,-1).

Tar vi en punkt @ = (1,1,3) i planet (vélj bara en punkt som uppfyller planets
ekvation) s &r avstandet mellan P och planet lika med lingden av vektorn QP:s
komposant i n-riktningen.

Komposant

\av@i

n-riktningen

Alltsa ar

QP - n|
[l
[(2-1,1—-1,1-3)-(1,1,-1)]
12+12+(71)2
1 140-14(=2)-(-1)] 3
- N == =3

d=||(@P - en)en| = |QP - €n| =

S

W176a Berékna avstandet mellan planen £ —2y+2—1=0och 2z —4y+2z—1=0.
(ON-system)

For att planen ska ha ett positivt avstand mellan sig maste de vara parallella
(annars skir de varandra), vilket &r samma sak som att deras normalvektorer dr
parallella. I detta fall kan vi avlidsa att normalvektorerna &r

ny=(1,-2,1) och ny=1(2,-4,2)



och da ser vi direkt att ns = 2n4, d.v.s. de pekar i samma riktning. Tar vi nu
en punkt P = (1,1,2) i det forsta planet sa dr avstandet mellan planen lika med
avstandet mellan punkten P och det andra planet.

Vi har alltsa reducerat avstandsproblemet mellan tva plan till att bestdmma
avstandet mellan en punkt och ett plan 2z — 4y + 22z — 1 = 0.

Det kortaste avstandet mellan P och planet &dr det vinkelrdta avstandet, d.v.s.
avstandsvektorn &r parallell med ny = (2, —4, 2).

= (2,1, 2) i planet (uppfyller planets ekvation). Da &r av-

standet d lika med lingden av vektorn CTP)b komposant i no-riktningen.

Vilj nu en punkt @

Alltsa,

W177a Berikna i ett ON-system avstandet fran punkten (0,0, 1) till linjen y +1 = 0,
z+22—-T7=0.

Vi skriver om linjens evation i en mer standardform,

r—1 z-3
:—]_ _— _— = .
Y : Tt 7 0 (*)

Avstandet mellan punkten P = (0,0,1) och linjen dr det vinkelrita avstandet.

L

Fran planets ekvation (x) kan vi avlisa thens rlktmngsvektor v = (1,0, 3), (talen
i ndmnarna). Tar vi en punkt @ = (0, —1, ) pa linjen (uppfyller linjens ekvatlon

tag = 0, () ger att z = 2) si &r avstandet d lika lingden av med Cﬁ’.s



komposant vinkelrdtt mot v.

Vi far denna komposant som differensen mellan Cﬁ’ och Q—f)’:s komposant i v-
riktningen.

d.v.s.

(0-0,0—(-1),1—2)-(1,0,3)
12402+ (5)?

(1,0, %)

_0-1+1.0+(—g)-§(10 1
» Yy 9

4

= ||(0’17_g) + (1707%)“ = \|(1a1,—2)|| =V 12412 + <_2) = \/6

W179 Beridkna avstandet mellan foljande linjer i ett ON-system:

a) m;—lzy_—i—fi:% och JCIZLZQJ;ZIZIZ%7
r=2+1 T =2t

) y=4+4+1¢t och y=—-2+t.
z=6+1 z=241

Det kortaste avstandet mellan linjerna &r det vinkelréita avstandet.

Om vy och vy dr respektive linjes riktning sa #r alltsa avstandsvektorn parallell

med n = vy X vy (vinkelrdt mot bade v; och vs).

Om vi tar tva punkter P och @ pa respektive linje sa dr avstandet d lika med
lingden av vektorn CWD)SS komposant i n-riktning.

P

d=|QP - e,|.

Q

a) I detta fall ser vi fran linjernas ekvationer (lds av talen i nimnarna) att de

har riktningsvektorerna

vy = (2,1,—1) respektive wvs = (1,5,1).



Vektorn vinkelrédt mot linjerna blir

€1 éex e3

n=vyxvy=12 1 -1

1 5 1
e A
Ty o172 1|78 o5

=e(l-1-(~1)-5) —ez(2-1—(~1)-1)
+e3(2-5—-1-1)=6e; —3es+9e3=(6,-3,9).

Tva punkter pa linjen far vi t.ex. genom att sédtta z = 0 i linjernas ekva-
tioner

5
0+1 y+3 z y=—3 5 1
> -1 "o ¢ - ¢ PO
2
0-4 y—2 2z-3 y=—18
= = = & = (0,—18,—1
1 5 1 z=-—1 @ (’ 1)

Vi far nu att avstandet mellan linjerna blir

QP - n|
[[m]]
1(0-0,-3 —(-18),—-1 — (1)) - (6,-3,9)|
62 + (—3)% + 92
o6+ (-3)+3-9 42

V126 :ﬂ%“@

d=|QP e, =

c) Vi kan avldsa linjernas riktningsvektorer (koefficienterna framfor ¢) fran
deras parametriseringar

v =(1,1,1) och wy=1(2,1,1).

Det vinkelrdta avstandet dr alltsa lingden av en vektor som &r parallell

med

€1 e€ex €3

n=vyxve=|1 1 1

2 1 1
L T
el g 7% 172 1

=e(1-1-1-1)—ey(1-1—-1-2) +ez(1-1-1-2)
=0e; +ex—e3=(0,1,-1).
Vi far tva punkter pa respektive linje genom att vilja ett parametervérde,
t.ex. t =0,
P=1(2,4,6) och @ =(0,-2,2).

Avstandet mellan linjerna &r

d:|(;)?.en‘ - ‘mﬁ"” _ [(2—-0,4—(-2),6—2)-(0,1,—1)]
[l 02 4+ 12 + (—1)2
:|2-0+6.1+4.(_1)| 9

V2 :%:ﬂ

‘W180 Berikna det kortaste avstandet mellan rymddiagonalen i en kub med sidan a
(laingdenheter) och en av sidoytornas diagonaler, som inte skiir rynddiagonalen.

Vi placerar kuben i ett koordinatsystem med ena hornet i origo och de fran hornet
utgaende kanterna léngs koordinataxlarna.

z

a



Rymddiagonalen &r den linje
som sammanbinder hérnet i origo
med hérnet (a,a,a). (Vi kan an-
nars placera kuben sa att rymddia-
gonalen blir denna linje.) Eftersom
den gar genom origo och har rikt-
ningsvektor (a, a,a) kan linjen pa-
rametriseras som

x =0+ at,
y =0+ at,
z =0+ at.

Nu finns en hel del diagonaler ldngs sidoytorna som inte skédr rymddiagonalen.

Men alla dessa diagonaler ligger symmetriskt kring rymddiagonalen sa de kommer
ha samma avstand till rymddiagonalen. (De diagonaler pa samma rad kan fas
att overga till varandra genom att vrida kuben med rymddiagonalen som axel.
Diagonaler i samma kolumn 6vergar i varandra genom att vrida kuben sa att origo
och (a,a,a) byter plats.)

Vi kan alltsa vilja en av des-
sa diagonaler, sig den som gar ge-
nom (a, 0, a) och (a, a,0). Diagona-
len gar genom punkten (a, 0, a) och
har riktningen

(a,a,0) — (a,0,a) = (0,a, —a).

Alltsa kan den parametriseras som

r=a-+0t¢t,
y=0+at,
Z=a—at.

Vi soker alltsa avstandet mellan linjerna

x = at, r=a,
y = at, och y = at,
z = at, z=a — at.

Avstandet mellan linjerna &r det vinkelrdta avstandet, d.v.s. avstandsvektorn &r
parallell med kryssprodukten av linjernas riktningsvektorer

e e €3

n = (a,a,a) x (0,a,—a)=|a a a
0 a -—a

I (Y o al, , ja a

“ e —a 210 —a 310 a

= —2ae; +a’ey +a’e3 = (—2d% a% a?).
Vi tar nu tva punkter pa respektive linje
P =(a,a,a) och Q= (a,0,a).

Avstandet mellan linjerna &r da lingden av Cﬁ:s komposant i n-riktning,

0P e~ 1@P | _ [(0.0,0) - (-2 0 @’
1= 1P enl = V(2 (@) + (@)




Avsnitt 3, Differentialkalkyl I

303b Berikna derivatan av 7(t) = (arcsint, /).

Uttrycket
r(t) = (arcsint, vt)

beskriver en parameterkurva i planet. Dess derivata 7(t) 4r kurvans tangentrikt-
ning i punkten r = r(t).

Vi far derivatan genom att derivera r(t) komponentvis,

7(t) = (% arcsint, %\/Z) = (\/1%_#, 2%/%)

304 Funktionen 7(t) = (sint,cost,cos2t), 0 <t < %ﬂ', beskriver en partikels rorelse,
dar t betecknar tiden. I vilken punkt &r partikelns fart storst?

Farten v(t) dr beloppet av partikelns hastighet,

o(t) =[]

Farten ar alltsa bara ett matt pa hur stor hastigheten &r, medan hastighetsvektorn
dessutom anger i vilken riktning rorelsen sker. Partikelns hastighet ar

r(t) = %(Sint,cost,cos 2t) = (Cost7 —sint, —2sin 2t)

och partikelns fart blir
v(t) = ||#(t)]| = /(cost)? + (—sint)2 4 (—2sin 2t)2

= \/c052t+sin2t—|—4sin22t: \/1+4sin22t.

Vi ska nu bestdmma vid vilken tidpunkt farten &r som storst, d.v.s. 16sa proble-
met:

Maximera v(t) = V/1+4sin®2¢, nir 0 <¢ < i,

Har ser vi direkt att farten blir storst nar sin 2¢ = £1. Eftersom 0 < ¢ < %w sker
detta endast nar t = iT(. Vi denna tidpunkt befinner sig partikeln i punkten

r(3) = (sin §,cos T cos 5) = (T3, 75,0).

\
4

fart = /5



305 Bestdm tangenten till kurvan r(t) = (¢3 — 2,12, %)

a)
b)

i punkten (0,1, 1),
i punkten (0,0,0).

For att bestimma tangentlinjen behéver vi en punkt r¢ pa linjen och linjens
riktning v. Tangentlinjen kan da skrivas i parameterformen

Ttang($) = To + sv.

Som punkt pa linjen viljer vi tangeringspunkten ro = (0,1,1). Eftersom
vi soker tangentlinjen &r linjens riktning lika med kurvans riktningsvektor
i tangeringspunkten

v = ’i‘(t(]),
dér ¢y dr parameterviirdet som svarar mot punkten (0,1,1), d.v.s. to = 1.
Vi far
v=rmr(l)= (3> —2t,2t,2t)] =(1,2,2).
t=1

Den sokta tangentlinjen dr alltsa

Tang(s) = (0,1,1) + s (1,2,2).

Vi viljer tangeringspunkten som punkt pa linjen 7o = (0,0,0). Linjens
riktning ar lika med kurvans riktning i tangeringspunkten,

v = (0),
déir t = 0 svara mot punkten (0,0,0). Alltsa,

v =7(0) = (3t2 — 2t,2t, 2t)‘ = (0,0,0).
t

Att kurvan har nollvektorn som riktningsvektor betyder att parameterkur-
van &r singulédr i punkten.

Detta beror pa att kurvan (eller snarare parametriseringen) saktar ner och
passerar punkten med fart noll. Foér att &nda fa en uppfattning av kurvans
riktning i punkten kan vi normalisera riktningsvektorn

7(t)

O = Tl

och bara betrakta hur riktningens enhetsvektor upptréader nér ¢ — 0.

Det kan vara sa att efter passagen fortséitter kurvan i en annan riktning.

e(0T)

Da kan vi givetvis inte tala om nagon tangentriktning till kurvan; kurvan
har en s.k. spets i punkten.

Men om det &r sa att kurvan fortsétter i samma riktning efter passagen, da
ar det meningsfullt att tala om en riktning hos kurvan i punkten.

e(07) e(0™)

Kurvans riktning ges alltsa av
(T
Jim )
=0 [[7(t)]]
om gransvardet existerar. Vi har att

. (3t% —2t,2t,2t) i (3t2 — 2t,2t, 2t)
lim = lim
=0 ||(3t2 — 2¢,2t,2t)|| =0 (/(3t2 — 2)2 + (2t)2 + (2t)2
, t(3t —2,2,2)
= 1m
t=0 [t /(3t —2)2 + 4 + 4

Detta gransvirde existerar inte eftersom vénster- och hogergriansvirdena



ar olika (kom ihag: [¢| = —t nér ¢ < 0 och [t| = +¢ nédr ¢ > 0),

, (3t —2,2,2)

lim =—(-1, L L
t=0- —t/(3t —2)2 +4+4 (-7 7 %)
- t(3t-2,2,2) (CL 11
0+ 11 /(3t —2)2 1414 V3IVBIVB

Svaret dr alltsa att det inte finns nagon tangentlinje.

3
310a Sok gransvérdet lim ¥ ty .
(z,y)—(0,0) T+ Y

For att gransvirdet ska existera maste grinsvirdesuttrycket ndrma sig ett och
samma virde oavsett hur vi later (z,y) — (0,0).
Ett forsta test kan dérfor vara att lata (x, y) ndrma sig origo lings en rit linje.
Y

A~

(z,y)

En rét linje genom origo kan allmént skrivas i parameterformen

(z,y) =t(a,b)
dér (a, b) dr riktningsvektorn for linjen och ¢ = 0 svarar mot origo. Nér vi ndrmar
oss origo ldngs denna linje blir gransvérdet

3 3 3,13
im 7(6”5) + (b1) — im0 o
t—0  at+ bt t—0 a+b

(t parameter),

=0.

Eftersom detta grinsvirde dr oberoende av a och b spelar det ingen roll i vilken
riktning vi ndrmar oss origo. Detta betyder inte att griansvirdet maste existera
(se 6vning 3.4 i Petermann IT) men om grinsviirdet existerar dr det lika med noll.

For att berdikna grinsvirdet ska vi skriva om grénsvirdet. Betraktar vi i
gransvirdeskvoten

23 + 43

T+y
y som en konstant, sa ser vi att ndmnaren har ett nollstélle i * = —y och att
téljaren ocksa har en rot i = —y. Faktorsatsen ger da att « + y ar en faktor i

téljarpolynomet,
3 3 _ 2
z®+y° = (z+y)(z*+ Az + B).

Den andra faktorn i hogerledet far vi med en polynomdivision.

2® —xy +y?
3 +y3 T4y
a3 +x2y
Ay
— 22y —ay?
ry? + 93
22 + 43
0
Alltsa ar
23+ 3 — 2 — oy + o2
r+vy

Notera att hogerledet &r ett enkelt polynomuttryck som vi enkelt kan rékna ut
gransvérdet for,

z? +y3 = lim (x2 —zy + 2) = lim 2°— lim zy+ lim
ey—0 T4y  wy—0 yry) =, y—0 z,y—0 4 z,y—0 y
=0-0+0=0.



r+vy

310c Sok gransvirdet lim ———.
(@.9)—(0,0) 2 + xy + y2

Vi bérjar med att undersoka griansvirdet nér vi later (z, y) ndrmar sig origo lings
en rit linje.

En allmén linje genom origo kan i parameterform skrivas som (z,y) =t (a, b).
Né&r punkten ndrmar sig origo langs denna linje blir gréansvirdet

I at + bt
im
t—0 (at)? + at - bt + (bt)?
. 1 a-+b 0, oma+b=0,
=lm-+ 5——F— =
t—0t a?+ ab—+ b2 divergent, annars.

Alltsa existerar inte gransvérdet.

1
310e Sok grinsvirdet  lim  (z° +¢°) sin —.
(=,y)—(0,0) Ty

Som ett forsta test later vi (z,y) — (0,0) ldngs en rit linje. En parametrisering
av en linje genom origo &r i formen (z,y) =t (a,b). Griansvirdet blir da

1
: 2 2\ N s (2 1 12) w _
7}1_r)r(1)((at) + (bt)?) sin = lim#* - (a” 4 %) sin 0.

1
at - bt abt?

Gréansvirdet dr alltsa oberoende av a och b, d.v.s. oberoende av i vilken rikt-
ning punkten nérmar sig origo. Precis som sagts tidigare innebér inte detta att
gransvirdet existerar. Testet kan bara anvéndas for att sortera bort griansvirden
som inte existerar.

I gransvardesuttrycket ser vi att sinusfaktorn uppfyller

1
—1<sin— < +1
Ty

sa hela uttrycket uppfyller
—(332+y2) < (x2+y2) Siné < <x2+y2)

och eftersom bade viinster- och hégerledet gar mot noll da (z,y) — (0,0), gar
dven mittenledet mot noll enligt insténgningsprincipen. Alltsa dr

1
lim 2% 4+ y?) sin — = 0.
(xvy)—>(0,0)( v Ty

415 Bestdm gradienten till funktionen
a) z = z?y® — 222y,

b)  z =arctan g, x #0.
x

Gradienten till en funktion z = z(z,y) &r vektorn

(523

Nir vi beriiknar partialderivatan 2% betraktar vi y som en konstant och derive-

ox
rar z med avseende pa x,

0z 0, 5 4

= == —222y) = 2z9° — 4
a) 5o = g (@ = 20%y) = 2wy° — duy,

dz 0 Yy 1 v\ _ Y
b) axfaxamtanif .<7x2)77x2+y2'

2
1+ (%)
x
Partialderivatan g—z berdknar vi pa motsvarande sétt. Vi betraktar x som en
konstant och deriverar med avseende pa v,

0 0
a) 5‘_Z = a—y(x2y3 —22%y) = 2% - 3y* — 222 - 1 = 322y — 222,



0z 0 Y 1 1 T
= —arctan= = ———

a9, 2 2 2"
dy Oy x 1+<g) r x4y
T

Gradientvektorn ar alltsa

a) (2xy3 — 4xy, 3x%y? — 2x2),

—y T
D) ()
) 1’2+y2 x2+y2

416 Bestam partialderivatorna av forsta och andra ordningen till
a) z = 2zy® — x°y,
b) z:arcsing, dér z < 0, 22 # 92,

x

c) z=uze".

Funktionen z = z(x,y) har tva partialderivator av férsta ordningen

0z h 0z

— och —.

ox dy
Dessa tva derivator far vi fram genom att betrakta y som en konstant och de-
rivera z med avseende pa x i det forsta fallet, och ha x som en konstant och
derivera z med avseende pa y i det andra fallet.

0z 0 9 2\ o2
a) %7%(2:@ - y)ny — 2zy,
0z

0
— =~ (2zy? —2%y) =22 -2y — 2% - 1 = day — 22,
o9 ay( y y) y y

Oox Ox x 1— (y/z)? z? 22 1 o m Y2
|z|
_ Y
o2 yz’
0z 0 R, 1 1 1 1
9y — By 2resin = == 1 =T
Y Y v 17(y/x)2 r x~ﬂ\/x2—y2 ==y
T
Notera att vi far |x| = —x eftersom = < 0 enligt uppgiftstexten.
0 0
c) a_i = gp@e) = 1€+ ey = (1+ay)e”,
0z = _—(ze™) =ze™  z =z’
Oy Oy '

Andra ordningens partialderivator far vi genom att derivera forstaderivatorerna
ytterligare en gang,

00 00 90 00
Ox 0z’ Oydx’ Oxdy Oy Oy’
Man brukar skriva dessa derivator som
02z 0%z 02z 02z
-~ ——, ——— och ——.
0x2’ 0Oydx’ 0Oz dy Oy?

Innan vi sétter igang och deriverar noterar vi att eftersom uttrycken i uppgift-
stexten dr elementéra uttryck (uppbyggda av elementéra funktioner) sa &r and-
raderivatorerna kontinuerliga och da dr blandderivatorna lika,

0?2z 0%z
0rdy Oyox’
Vi far nu att
0z 0 0z 0 9
0%z 0%z a0z 0
= = =" = (2% — 2zy) =4y — 2
Oxdy Oydxr Oydxr Oy ( vy) =4y -2z,

0%z 0 0z 0

- = — = — — 2 =
92 " aydy oy (4xy T ) 4z,



0%z 0 0z 0 y

- 417 Beridkna i punkten (1, iw) partialderivatorna av forsta ordningen av

0x%  Ordr Org\/s> =y a)  flo,y) =@ +y?),
1
I S S LA b)  f(x,y) =Intan ¥,
w2 22w (a2 _y2)3/2
Y B y _y(@® —y?) +ya?
- 3/2 3/2
r2\/x? —y? (m2 - y2) / x2 ($2 - yz) / Vi berdknar partialderivatorna och stoppar sedan in z =1 och y = iw.
y(22° —y*) of B, 1 2
T T 242 2)3/20 = (1,in) = —(2* +4? = =
a?(x? — y?)3/ ) g (Lam) = g, (v ey s T T 16
0%z 0%z 00z 0 Y of 3] 1 /2
= — 0 — = — ¥ 711 :71 2 2 :7.2 - —_ .
Oz dy Oy Oz Oy Ox NG — 2 8y( 347T) By H(SC +y ) Z;zjr/4 z2 + 12 Y z:;/‘l 1+7T2/16
loaya?— 2 —y o——2(—2y) b afl1 _81 ZJ‘ _ 1 y
(1. 7)) = —Intan Z . tan 2
) T T T P b PR
(/2% 47)" 1 '
1 2,2 2 = v (1 + tan® Q) : (_%) =1
L) o) tan? o\l
VAt -y -~ x x
- 2( 2 _ 42 T (22 _ 42)3/2° Y
2% (2% — y?) (x% —y?) - y(1 + tan? E) T (14tan?T)
8—2223%:2_71 B thang 1 N 12 . tan T
oy OyOy Oy /22 — 2 T y=w/4
1 _ — _M S
:_42.(_2@:73/7 12.1 27
(x2 — y2)3/2 9 213/2
(22 —9?) af . . 9 y d vy
—(1,171') =_—Intan=| = = g oo tan— |
Ay Ay Phems tan= ¥ Tl
2 Y
) y 1 1+tan E
= y-(l—l—tan —)-EL = 7
%z _00:_ 0, . —_ oy tan v atan s e
52 = dw g = a1 T ICY) = () ey l4tan?g 141
T = = :2_
= y(2+zy)e™, l-tanT — 1-1

0%z 0%z 90z 0
- 2% _9(n @y
Jrdy Oyodx Oydxr Oy <( +ay)e )
=z e+ (14+ay)- er =x(2+ xy)e™,

02 0 0z 0
= = (J:Qemy) = 22e™ . g = 23",

a2 Oydy 9y




419a Lat f vara en deriverbar funktion av en variabel. Visa att
2.1 2
T2, — xY zy y* =0

e Y
=2 4 .
dz=o- f(zy)

Med beteckningarna i uppgiften menar man

z’:% och z’:az

* Oz Yooy
Nér vi beridknar z!, deriverar vi

_ ¥
ZfaJrf(xy)

med avseende pa z och betraktar y som en konstant,

2= 22 e >) %-(—;w%(ﬂw))

= { Kedjeregeln } = —I—f( ) 0 (373/) 3 3.2

+yf' (xy).
Pa motsvarande sitt deriverar vi med avseende pa y och ser x som en konstant
for att fa

2

, 0y 2y 0
%= 5, (5 H 1) = 5 + 5, ()

2 0 2
=5 ) gy = S af ).

Nu far vi att

2
y 2y
22, —ay s+ ot = (s +uf (ay)) — oy (52 +af (o)) + o
= =3y + 2%y f (wy) = 3° — 2y f'(ay) + 47
= (~5— 5+ 1)y’ + @y —2%y)f(zy) =0,

vilket visar likheten i uppgiftstexten.

419c Lat f vara en deriverbar funktion av en variabel. Visa att
x 2 + 2y z/y =nz

da z = :E"f(y/xQ).

Med 2z = x”f(y/xQ) far vi att

e 0,
Ry = o9r 67( fly/2* ))
= D@ sy +an (/)

— mnflf(y/x )+ f (y/a?) - 9 (ﬂ)

Ox \x2
= 0" /o) + ()% - (-2
=na"" ' f(y/2?) — ta" Py f(y/a?),

/ % 6(”f(y/ac ) = a%(ﬂy/x?))

=) 5 (5) = wle) - S =R ),

De bada leden i likheten i uppgiftstexten blir

VL =z 2, +2yz, = x(na" " fy/a?) — 22" Py f (y/2?)) + 2y - 2" 2 f (y/a?)
= na" f(y/2?) + (—22" 2y + 22" 2y) f' (y/2?) = na" f (y/2?),
HL = nz = nz" f(y/x?).

Alltsa ar vL = HL och likheten &r uppfylld.



420 Verifiera att funktionen z definierad genom z(x,y) = f(%) satisfierar diffe-
€T Y

9%z 0z

) : 423 Visa att z = —e~* /% satisfierar 5= o
rentialekvationen Y oxr dy
0z 2 2 0z .
2371/@‘“3/ - )8_31_0’
Genom att derivera far vi att
da f ar en godtycklig deriverbar funktion av en variabel.
9z _ E(Le—zw) _ L ety 3(_96_2)
ox  dx\/y NG oz \ 4y
; — Le—w2/4y, (_2_35) T
Vi har att NG 4y 2y3/2 )
0z 0 x ) 0% 09z 0 x 2
- () = {Ked 1 e _ 27 _ 2 (_ fr/4y)
Ox  Ox f(x2 + y2) {Kedjeregeln } 0xz?2  OJdxox Oz ( 2¢y3/2 ¢
_ f' ( ) . 2( z ) _ 0 T 71’2/474 T 0 712/4y
22 +y2/) Or\z?+y? 77%(23/3/2)‘6 2y3/2 -%(e )
_f< )_1~($2+y2)—w-(2x+0) _ 1 —a? /4y T _12/41/6 x?
x? + y (2 +y?)? R T2 ox (_@>
_ TPty z b ey T et /4y (_2_33)
- (a:2+y2)2 f z2 4 12 ’ - 2y3/2 2y3/2 4y
9z 0 x  (Kedi | _ (_L_i) o= /4y
oy @f(m) = { Kedjeregeln } 23/2  4yy5/2
S~ ).2( “ ) %_Q(Le—my)
22 +y2/) Oy \x? + g2 dy  Iy\\Jy
X —X 0 1 2 1 0 2
:f/< ) +y :_(_) —x* /4y =Yt /4y
22+ y2) (@2 yz)2 8y( %) oy \ i € + \/ﬂ By (e )
2zy 2
- (=) R A
2 2 2 = _ _
(*T +y?) z? +y? 2y3/2 € 0 \/y oy \ 4y
Differentialekvationen blir da __ 1 e~ /Ay 4 RS et/ x_
2y3/2 \/y 4y2
2my 92+ (0 ) gt =2y () L2
Oz dy (22 +92)27 \22 142 = (_ N — 4y5/3) /4y
2y
2 2
+(y -z )( (22 + 42 )2f<m2+y )) och da ser vi direkt att
2xy(—x2+y)_ny(—gg2+y))f,( z ):0 &_%
(22 +y?)? (22 4+ y?)? z? +y? ox2 Ay’



2 2

426 Lt = (a* —y*) arctan 4 zyIn(a? + 7). Berdkna % * g_y;
Vi far att

0z 0

dr Oz

0

2 2 Y 2 2 9 Y
= — - - arctan = - - —— arctan —
835( y7) - ar ner(a: v) ox g nac

9 2, 2 9 2 | 2
+8x(9:y) In(z* + y*) + zy &Cln(x +°)

g (ﬂcy ln(gc2 + y2)>

((ﬂc2 — y?) arctan %) + P

Y 2 2 1 3<y>
— 99 . arctan 2 2y - Y (Y
T arcanw+(x y) 1+ (y/2)2 0z \z
0
In(z2? 2 - Y2 2
+y-In(z” +y°) + 2y e ERCERE )
@ ()
:2 . t — — |l ==
Z - arc anx—i—(x y)l—i—(y/x)? =
ry
n 2-2x
Y

+y~ln(x2 —|—y2) + o

222y
.132 + y2

2, .3
:2xarctang—w
$2+y2

2 2
— oparctan ¥ 4 & TV
T .’E2 + y2

—I—y-ln(ac2 +y2) +

+ yln(ar;2 + y2)

— 2z arctan 2 +y +yln(x? +y?),
X

022 Oz

0
= £(2m) - arctan % + 2z -

+0+y-

0%z 0 (

vy, 90 .9 2., .2
2x arctan )—1— 8xy+ 5 (yln(m +y ))

X

9 Y
— arctan —
T

Ox
9 5 2
2+ 32 8x(x +y)
9 ry Yy
.8x<m)+x2+y2

2zy
xr2 + y2

1
:2~arctany+2x'4 - 2x

x 1+ (y/z)?

= 2arctan 2z

+

1 Yy
1+ (y/x)? (7?) Alltsa éir
2xy

a2 42

2zy
22 + y2

= 2arctan

= 2arctan

Ble 8le R|w

o
Oy?

0z - 0 2 9 Y 0 9 5
dy Oy ((3: y?) arctan m) + Ay (xyln(x ty ))
L0 oy s D v
= (z* — y®) - arctan . + (2 —y?) By arctan .
9 2 2 9 2 2
+ By (wy) - In(z” +y~) + 2y By In(z® + y)

= —2y - arctan ¥ + (2% —9?)
x

+a-In(2? + %) + 2y - %4—3/2 ’ a%(ff? +y°)
= -2y arctan% + (2? — y2)—1 n (ZlJ/x)Q : %

+ zln(z? 4+ 9%) — xinfy? -2y
=2y arctan% - %_yy;) +zIn(z? +42) — %
=2y arctan% - %—F;j) +z1n(z? + 4?)

= —2yarctan LA zIn(z? +y?),
x

_9/(_ AR 9 2,02
= 8y( 2yarctanx) + ay( x) + ay (zIn(z? + 7))
0

Y 0 Y
= —(—2y) - arctan = — 2y - — arctan =
y( y) - arc y ” rc

D a4y

0 N
+0+z 212 By

Y 1 0 [y x
:anrctan572y~W.afy(;)+m.
1 1
yl—l—(y/x)Q '54—
2xy 2xy
x? + y? +x2+y2

2xy
22 + y2

= —2arctan y_ 2
T

= —2arctan y_ = —2arctan y.
T T

82
+ ez 2 arctan y_ 2 arctan ¥_ 0.
T x

oy

-
0z?

2y



430 Visa att funktionen f(z,y) = cos(z—y)-cosh(z+y) satisfierar differentialekvationen

P | 9
507 T a7 =0

Eftersom
T —x x _ ,—x
D coshz =D & te ¢ = sinh z,
2 2
D sinhx =D € _26 = ¢ +26 = cosh z,

sa far vi att

of 0 0
92 = on cos(x — y) - cosh(z + y) + cos(z — y) - E cosh(z + )
= —sin(z — y) - cosh(z + y) + cos(x — y) - sinh(x + y),
o f 0 . . 0
2= 5a sin(x — y) - cosh(xz + y) — sin(z — y) - p cosh(z + y)
0 . a9 .
+ p cos(x — y) - sinh(x + y) + cos(z — y) - p sinh(z + )
= —cos(z — y) - cosh(z + y) — sin(x — y) - sinh(z + y)
—sin(x — y) - sinh(x + y) + cos(z — y) - cosh(z + y)
= —2sin(z — y) - sinh(z + y),
of 0 0
%~ oy cos(z — y) - cosh(x + y) + cos(z — y) 9y cosh(z + y)
= —sin(z —y) - (=1) - cosh(z + y) + cos(z — y) - sinh(z + y)
= sin(x — y) - cosh(z + y) + cos(x — y) - sinh(z + y),
*f _ 9 : 0
922 ~ 3y sin(z — y) - cosh(z + y) + sin(x — y) - ay cosh(z + y)

+ % cos(z — y) - sinh(z + y) + cos(x — y) - (% sinh(z + y)
= cos(z —y) - (1) - cosh(z + y) + sin(z — y) - sinh(z + y)

—sin(z — y) - (1) - sinh(x + y) + cos(z — y) - cosh(z + y)
= 2sin(x — y) - sinh(z + y).

Dérmed ar

2 2
’r 0

a2 T oy —2sin(x — y) sinh(z 4+ y) + 2sin(z — y) sinh(z + y) = 0.
x

433 Lat f vara en tva génger deriverbar funktion av typen R — R. Sitt z(z,y) =

1_n

zf(x + 2y). Visa att 25, — 24y + 724y = 0.

Vi far att
, 0z
%z = or

—f(w+2y)+x '+ 2) 2
= f o) el ) 1,

2
,, 0%z

So= 02 = D (fa o)+ (o )

= L i) =1 S 2) b oS 2)

(x + 2y)

0
-%f’(x+2y)

0

:f'(x—|—2y)-%(x+2y)+1-f’(a:+2y)+x

=fllx+2y) - 14+ f(z+2y) +x- f'(x+2y)-
=2f"(x +2y) +xf"(z + 2y),

0%z 0
1
= — = +2y) +
“ay Oy Ox ayf(x v)

o 0
= P+ 2) - o) baf (et 2)- o
= 2f(x + 2y) + 2z f" (x + 2y),

, 0z

0
zy = i a—y(xf(x—i—Zy))

:xf’(x+2y)-§y(m+2y) =2z f'(z + 2y),

0
oy (xf’(x + QZJ))

(x + 2y)



0%z 0

=205+ 20) 5 (o +20) = dof" (o + 2)
Alltsa ar

2l = 2oy + 1oy
=2f"(z +2y) +af’ (v +2y) — 2f'(z + 2y)
=2z f"(z +2y) + xf" (x + 2y)

=(2-2)f'(x+2y) + (x — 22 +z)f"(x + 2y) = 0.

439 Bestdm riktningsderivatan av funktionen f(z,y, z) = x arctan L punkten (1,2, 2)
z

i riktning mot origo.

Riktningsderivatan av en differentierbar funktion f i en viss riktning e ges av

f(la(m?yvz) =Vf(x,y,z) "€, (*)

diar Vf dr gradienten till f och e &r enhetsvektor.

Eftersom f &r uppbyggd av elementdra funktioner och definierad i punk-
ten (1,2,2) ar f differentierbar i punkten.

I vart fall ska vi vilja e som riktningen hos vektorn fran P = (1,2,2) till
origo O = (0,0,0), d.v.s.

,_ PO _ (0-1,0-20-2)
IPO|  [I(0-1,0-2,0-2)]

_ (-1,-2,-2) ///(17272)
VO 2 |
(-1,-2,-2)

33

Wl

= 3 :(_

Gradienten till f ar

dér partialderivatorna ar

% = 5% (33 arctan g) = arctan %,
%:%(xﬂd&tﬂ%)zx'ﬁ(y)z'%(g)
z
B T 1 =z
_1+(%)2'; Y2+ 2%
%:a—(xarctan—)—x 1+Eg>2'%<%>
z

Vi har alltsa att

B y o xz xy
Vi(x,y z)= (arctan v s Rya 22)

och speciellt

2 1.2 1.2 L
Vf(1,2,2)= (arctani, SERTEiEY +22) = (im 1,-1).

Riktningsderivatan i punkten (1,2, 2) i riktningen e = (—%, —%, —%) blir dérmed

fé(1’2’2) = Vf(172a2) €= (iﬂv %>_i

=g (=3) i (55) +(=3) - (55) = o



440 LAt z(z,y) = 3arctane®* ¥ — 10In(2 + 2?y). Berdkna riktningsderivatan av z
i P =(3,2) i riktning mot @ = (11, —4).

Funktionen z(z,y) har i punkten P = (3,2) och riktningen PQ =
2) = (8, —6) derivatan

(11—3,—4—

20(3,2) = Vz(3,2) e

om z &r differentierbar i (3,2).

Eftersom z ar uppbyggd av elementéra funktioner och definierad i punkten P
ar z differentierbar dar.

Vektorn e &r enhetsvektorn i @—riktningen, d.v.s.

_ Pd (8, 6)
PG| &+ = Vi

Gradienten Vz har komponenterna

(8,-6) = (5. —3)-

82 _ a 2x—3y a 2
B = %(3 arctane ) ~ 9 (10111(2 + y))
— 9 2x—3y 9 21 3y 9 2 9 2
78—<3arctane )'830 ET (101n(2+m y))~%(2+x Y)
1
= %,26%73117 02 Qxy
1+ (62m—3y) 2+ x4y
- 6 e2v 3y 20zy
S Lteteby 24 g2y’
0z 0 20—3y 0 2
6_y = 8y (3 arctan e ) 9y (101n(2 +z y))
— 9 2z—3y 9 29: 3y 2
=3 (3 arctane )'8y (10111(2"‘37 y))
1
fr— 73 ) . (_36293731/) - 02 N 1'2
1+ (62x73y) 2+ %y
9273y 1022

1+eto=by 24 22y
I punkten P = (3,2) har dessa partialderivator virdet

2x—3y 2
%(372):(66 i Oxy)
ox 1+etr=6y 24 g2y
6e23-32 20-3-2 6 120

= - = - =3
14+e43-62 2432.2 141 20 ’

% 3,2) = (_ 9e2e 3y 1022 )

1+ele=6y 2422y

92332 10 - 32 B 9 90
N + ¢43-62 - - T 90

z=3
y=2

24+32.2° 141 20

Alltsa dr Vz(3,2) = (—3,—9) och vi far att riktningsderivatan &r
43.2) = V3.2 e = (-5.-9) - (1.-1)

= (-3 +(-9)- (-3) =

441 Bestim riktningsderivatan av funktionen f(x,y, z) = 2 +yz i punkten (1,1,1) i
riktning av vektorn v = %(1, 1,1).

Funktionen f har partialderivatorna

? = 62(9323’ +yx) =2ya® 1,

X X

g_.;;:agy<m2y+yz):5%( 2ylnT+yz) erlnx'21nx+Z
=22 . 2lnz + 2z,

0 0

3_225(332”92) =,

och de #r kontinuerliga i ndrheten av (z,y, z) = (1,1, 1) eftersom partialderivator-
na ir uppbyggda av elementéra funktioner och uttrycken ér definierade i (1,1, 1).
Funktionen f &r ddrmed differentierbar i punkten och riktningsderivatan ges av

/ _ of of of
£1,1,1) =VF(1,1,1) v (6 (11,1, 5 (1,1,1), 5 (1,1 1))
=(2-1-121, 12'1-21n1+1,1)-%(1,1,1)

:7(211) (1,1,1):%(2~1+1-1+1.1):%.



443 Bestdm derivatan av funktionen f given av f(z,y,2) = (xy)¥® i punkten A = 446 Lat f(xz,y) vara en differentierbar funktion och v = (a,b) samt s = (b, —a) tva

(1,2,3) i riktning mot B = (2,4, 5). enhetsvektorer. Visa att (f2)° + (f2)? = (f2)* + (f2)>.
Vi har att Eftersom f &ar differentierbar och v och s &r enhetsvektorer sa ar
% =yz2(xy)* "ty =y (xy) fo=Vf-v={f1,1,) (a,b) =af, +bf,,

fo=Vf-s=(fi.f;) - (b.—a) =bf, —af}.

Of _ 0 yein(ay) _ Lyztn(ey) 9
ZJ _ 2 Jyzln(zy) _ Jyzln(zy) | 1
oy oy °© ‘ Oy (v21n(wy) Vi far dérfor att
1
— 42( )2 2b// b2/2 b2 /2_2b// 20 p1\2
0z 0z = (@® +*)(f2)* + (a® + 0*)(f,)*.

Partialderivatorna &r uppbyggda av elementéra funktioner och de &r definierade i

. . ; - . . . L Eftersom v ar en enhetsvektor ar
punkten (1,2, 3) sa partialderivatorna &r kontinuerliga kring punkten och da &r f

differentierbar i punkten. |v||?> = a® +b* =1,
Riktningsderivatan av f i riktningen AB ges av
vilket ger att
Fan(1,2,3) = V£(1,2,3) 4B
(L2, 23) T (02 + U0 = (12 + ()2
af af af B-A
=(=(1,2,3),=—(1,2,3), =—(1,2,3) ) - ————
(50123 5,029, 520,2.3)) - =

=(22-3-(1-2)**71,(1-2)*%- (3In(1-2) + 3),
(2—-1,4—-2,5-3)
V-1 E -2+ (5-3)?

= (384,192In2 +192,128In2) - £(1,2,2)
(384-1+4(192In2+192) - 242 1281n2)

640
= (768 + 6401n.2) = 256 + — - In2.

(1-2)*?.2In(1-2)) -

1
3
1



Yy
x? + y?
men att %(O, 0) inte existerar om s = —=(1,1).

448 Om f(z,y) = och (z,y) # (0,0) samt f(0,0) = 0. Visa att f &r deriverbar,
1

Funktionen f dr deriverbar i origo om partialderivatorna

g—i(0,0) och %(0,0)
existerar. Eftersom f ar definierat av ett elementért uttryck som &ar odefinie-
rat i origo (varfér man givit en separat definition av f dir) sa foljer det inte
automatiskt att f &r deriverbar.
For att avgora om partialderivatorna existerar i origo undersoker vi derivatans
definition. Partialderivatan %(O, 0) &r definierad om grinsvirdet

g_i(()’o) _ }LE% f(O—i—h,O})L— £(0,0)
existerar. Vi har att
R0
ti LOLRQTOD i BLE im0 =0

Detta visar att %(O, 0) existerar och #r lika med 0 i origo. Pa motsvarande sétt
har vi att

0-h
AL
g(QO) = lim 10.0+h) = /(0.0) _ im PP pno=o
Jy h—0 h h—0 h )

existerar och dr lika med 0. Funktionen f &r alltsa deriverbar i origo.
Riktningsderivatan av f i origo i riktningem s = (s5,sy) = (%, —=) defineras

2
sSom

of o F(04 sk, 04+ s,h) — £0,0) . f(J575) — f(0,0)
—=(0,0) = lim = lim
0s h—0 h h—0

54

2 2 2

h\2/ h \2 -0 h4/2 -0
~ im (;6) (;@) ~ lim h2/2 + h2/2 ~ lim
T h—0 h B h T w0 2h

och eftersom detta grénsvérde inte existerar dr denna riktningsderivata inte de-
finierad.

601 Bestdm alla singulidra punkter pa parameterkurvan
a) @ =2t + 1%,

y=t—1t
b) z = cos 2t,

Yy = cost.

En parameterkurva har singulidra punkter dér
1. 7(¢) inte #r kontinuerlig, eller
2. 7(t) =0.

Eftersom bada parameterkurvorna ges av elementéira funktioner (polynom re-
spektive trigonometriska funktioner) sa existerar derivatan 7(t) dverallt och dr
kontinuerlig, och fall 1 intraffar inte. Vi behover alltsa bara undersoka fall 2.

a)  Riktningsvektorn 7(¢) &r nollvektorn da

24+2t=0
r(t) = (24 2t,1—2t) =
#(t) = (22,1 - 21) = (0,0) AP
Detta ekvationssystem saknar 16sning (forsta ekvationen ger t = —1 vil-

ket inte uppfyller den andra ekvationen) vilket betyder att kurvan saknar
singulara punkter.

b)  Riktningsvektorn (¢) lika med nollvektorn ger

sin2t =0

7(t) = (—2sin2t, —sint) = (0,0) & )
sint =0

2sintcost =0
sint =0

Vi har alltsa singulédra punkter nir ¢t = nw for nagot heltal. Dessa parame-
tervirden svarar mot punkterna

n udda: r(nw) = (cosnm,cos2nm) = (—1,1),

n jdimn: r(nw) = (cosnm,cos2nr) = (1,1).

Dérmed ér (1,1) och (—1,1) singuldra punkter pa kurvan.



614 Bestam ekvationen for tangentplanet till den hyperboliska paraboloiden z = z2 —
449? i punkten (1, -1, —3).

For att bestdmma tangentplanet behdver vi en punkt 7y i planet och planets
normalvektor 7.
Som punkt i planet véljer vi tangeringspunkten ro = (1, —1, —3). Genom att
skriva om paraboloidens ekvation som
z—x+ 4y =0
ser vi att paraboloiden #r O-nivaytan till funktionen

g(x,y,z) =Z—= x2 +4y2

Funktionen g:s O-nivayta har i punkten (1, —1, —3) normalvektorn

0 0 0
Vg(la _17 _3) = (a_i(L _1a _3)7 a_Z(la _17 _B)a a_i(la _17 _3))

= (—2z,8y,1)

o= (=2,-8,1).

z=-3

Denna normalvektor dr ocksa normalvektor till tangentplanet, s& vi sétter n =
(—2,—8,1). Tangentplanet har da ekvationen

n-(r—ry) =0 & (—-2,-8,1) - ((x,y,z)f(l,fl,*gv)) =0
& (—2,-8,1)- (z—1,y+1,24+3)=0
& —2(x—-1)—8(y+1)+(2+3)=0
PEN —2x -8y +z2=3.

615 Bestim ekvationen for tangentplanet till 2° —zyz+yz? — 2% = 01 punkten (1,1,1).

Vi behover en punkt ¢ i planet och en normalvektor n till planet for att
bestdmma planets ekvation.
Vi viiljer tangeringspunkten som punkt i planet o = (1,1,1). Om vi sétter

9(z,y,2) = 2® —ayz + yz* — 2

s& ser vi att ytan i uppgiftstexten dr O-nivaytan till g. I punkten (1,1,1) har
dérfor ytan normalvektorn

dg dg dg
Vg(1,1,1) = (3_9:(1’ 1,1), a—y(1, 1,1), 5(1,1,10

= (3:52 —yz, —xz 4 2%, —xy + 2yz — 322)

= (2,0,-2).

r=y=2=1
Vektorn (2,0,—2) dr #ven normalvektor till tangentplanet. Sitt déirfor n =
(2,0, —2). Tangentplanets ekvation blir alltsa
n-(r—rg)=0 & (2,0,-2) - ((z,y,2) — (1,1,1)) =0
& (2,0,-2) - (z—1,y—1,2—1)=0
& 2r-1)-2(:z-1)=0
& z—2z=0.

622 Visa att planet 2z + 2y — 3z = 2 tangerar ytan 2z° + 2y? — 322 = 4.

Tangeringspunkten tillhoér bade planet och ytan, och uppfyller darfor badas ek-
vationer

2x 42y — 3z =2, (1)
222 +2y? — 322 = 4. (2)



I tangeringspunkten ska dessutom planets normal (2,2, —3) vara parallell med
ytans normal som ges av

ﬁ 2 2 9.2 2 2 2 _ 9,2 _
(5o (22% + 257 =322 - 4), 5y (27 + 207 =327 — 1),
%(29:2 +2y? — 322 — 4)) = (4dz,4y — 62),

d.v.s. det ska finnas en skalidr « sa att

(2,2, -3) = (4z, 4y, —62),
eller utskrivet i komponenter
200 = 4z, (3)
200 = 4y, (4)
—3a = —62. (5)

Vi ska alltsa bestdmma alla punkter (z,y, z) som uppfyller ekvation (1) till (5).
Fran (3), (4) och (5) far vi att

=
N[—=

1 _ _
50, Yy=50, z=

r =
d.v.s. z =y = z. Detta insatt i (1) ger
20 +2x — 3x =2 & T =2,
vilket betyder att y = z = 2. Vi maste &ven kontrollera att (2) &r uppfylld, d.v.s.
2.224+2.22-3.22 =22 =4,

Alltsa tangerar planet 2x+2y—3z = 2 ytan 222 +2y%—32% = 4 i punkten (2, 2, 2).

624 Bestim konstanten a s att planet a+y-+ 2z = 2z tangerar sfiren 22 +y* 4+ 2% = 2.

En tangeringspunkt maste tillhéra planet och sfaren. Den uppfyller saledes badas
ekvationer,

a+y+z =2z, (1)
22y 2% =22, (2)

Planet och sfaren maste ocksa ha parallella normalvektorer i tangeringspunkten.
Planets normalvektor kan vi direkt avldsa fran planets ekvation (—2,1,1) (flytta
over x 1 vinsterledet). Sfirens normalvektor ges av

0 0
(%(ﬁ —2x+y2+22),a—y(x2 —2x+y2+z2),
%(m2 — 2z +y? +z2)) = (22 — 2,2y, 22).

I tangeringspunkten ska det alltsa finnas en skaldr A sa att

A (_27 ]-7 1) = (2‘T - 27 2y7 22)»
d.v.s.
9\ =2z 2, (3)
A =2z (5)
Fran (3), (4) och (5) far vi att
r==-A+1, y=X/2, z=)\/2

d.v.s. z = =2y + 1, z =y. Detta insatt i (1) och (2) ger

at+y+y=2(—2y+1)
(—2y+ 12+ 92+ =2(—2y +1)

vilket ger

a+ 6y =2, (6)
6y* —1=0. (7)

Fran (7) far vi att y = i% vilket ger tva mojliga a-viarden

a=2-6y=2—6-L=2-10,

V6
a=2-6y=2-6(-)=2+06

Ch



Avsnitt 4, Matriser

‘W214 Berikna AB da

a) A:(é i),B:(z g),och
0 ae(3 (2 )

Forst maste vi forsakra oss om att matrismultiplikationen verkligen gar att utfora.
For att det ska ga maste antalet kolumner i den forsta matrisen vara lika med
antalet rader i den andra matrisen. Om vi skriver matrisernas storlekar under
matriserna i produkten,

sa ska alltsa de inre indexen vara lika, vilket de ar i detta fall. Produktmatrisen
kommer har samma storlek som de yttre indexen

A B
2X2 2x2

d.v.s. 2 x 2.

a)  Matrismultiplikationen gar till som sa att rader i den forsta matrisen mul-
tipliceras med kolumner i den andra matrisen

(i) (85) - (= =)

(1,1)-elementet i produktmatrisen #r produkten av rad 1 och kolumn 1,

1 2 8 7\ (1:842:6
3 4 6 5)
De 6vriga elementen far vi genom att multiplicera ihop raden som har sam-

mar radnummer som elementet med kolumnen som har samma kolumn-
nummer som elementet

(=G D- (2 ™)

2 8 7\ 20 17
4)(6 5>_(3-8+4-6 )
2 8 7 20 17
4)(6 5) (48 3'7+4-5)

(aa) (55) = (s )

¢)  Matrisprodukten riknar vi ut pa samma sétt som i a-uppgiften

7N
W = W

Alltsa ar

(2% (B ) - (S 5
() ) - (=,
<_; 2)(—;1 :;):(5~4+_27-(—1) _8)
<_;> ;)(fi :;)_(Ig 5-(—1)182-(—3)>
() 2)=(w )
W215
0 3
a)  Berikna (2 1 4)(2 3).
—1 2

b) Visa att for matriserna (f ; ;l) och (2 1) ar endast den ena av de bada mdojliga

produkterna definierade. Berdkna denna.



Den vénstra matrisen har storleken 1 x 3 och den hégra 3 x 2. Matrismulti-
plikationen #r alltsa mojlig eftersom antal rader i den vénstra matrisen ar
lika med antal kolumner i den hégra matrisen. De inre indexen

1x3 3x2

| I—

overensstammer. Produkten har samma storlek som de yttre indexen

1x3 3x2

d.v.s. 1 x 2. Vi far produktmatrisen genom att multiplicera raden med
kolumnerna,

0 3

(2 -1 —-4) 2 =3 [ =(2:0+(-1)-2+(-4)-(-1) )
-1 2
0 3

(2 =1 =4) 2 =3 |=( 2:3+(-1):(=3)+(-4)-2)
-1 2
0 3

(2 -1 —4) 2 =3 |=(21)
-1 2

Satt

5 4 -1
A_<_1 9 3>, och B:(2 1).

Matrisen A har storleken 2 x 3 och matrisen B har storleken 1 x 2. Detta
gor att produkten

A B inte dr mojlig,
2><u><2
£
medan
B A &r mojlig.
1XUX3

Produkten far vi som vanligt genom att multiplicera rader med kolumner,

(o) (7 5 7, ) - ( ZessEmeED )
(o) (D05 )= mamwm )

(mom) (] 5 Ty )=(9 9 2enEE)
(2 0)( 5, )= m)

W217 Beridkna AB da

3 -1 4 -1 4 3
a) A=| -2 2 o0 | B= 2 -2 0 |,
5 -3 1 -3 1 5
2 -3 1
b) A=B=| -4 5 3 |.
~1 4 -2

Eftersom bada matriserna dr 3 x 3 ér deras produkt definierad. Vi far produkten
genom att multiplicera rader med kolumner,

3 -1 4 1 4 3 3.(=1) 4 (=1)-2+4-(=3)
a) —2 2 0 2 =2 0 |=( (-2)-(-1)+2-2+0-(-3)
5 -3 1 -3 1 5 5.(=1)4(=3)-241-(-3)

344 (=1)-(-2)+4-1 3-3+(=1)-0+4-5
(—2)-4+42-(=2)+0-1 (=2)-3+2-0+0-5
5.4+ (=3)-(=2)4+1-1 5-3+(=3)-0+1-5

—-17 18 29
= 6 —12 -6
—14 27 20

)



2 -3 1 2 -3
d) -4 5 3 -4 5
-1 4 -2 -1 4

2:24(=3)-(=4)+1-(-1) 2(3)()5+14
( (—4)-2+5-(=4)+3-(-1) (—4)-(-3)+5-5+3-
(=1)-2+4-(-4) +(-2)-(-1) 1)( )+45+( 2) -4
2-1+(=3)-3+1-(-2) —-17 -9
(=4)-1+5-3+3-(-2) 731 49 5
(—1)-14+4-3+(-2)-(-2) —-16 15 15

‘W218a Berikna AB och BA da

1 3 2 2 0 -1
A= 2 0 5 och B = 3 =5 2 .
6 1 7 -8 =2 1

Vi far

1 3 2 1-2+3-342-(-8)
AB = 2 0 5 2:24+0-3+5-(-8)

6 1 7 —8 6-24+1-3+7-(-8)

1-043-(=5)+2-(-2) 1-(-1)+3-2+2-1

2:0+0-( 5)+5«(72) 2-(-1)+0-245-1

6-0+1-(=5)+7-(-2) 6-(-1)+1-2+7-1

-5 -19 7

=| -3 -10 3 |,

—-41 -19 3

2 0 -1 1 3 2 2:140-24+(-1)-6
BA = 3 -5 2 2 0 5 |= 3-14+(-5)-2+2-6

-8 -2 1 6 1 7 —8-1+(-2)-2+1-6

2:3+0-0+(-1)-1 2:240-5+(-1)-7
3:3+(=5)-0+2-1 3:2+(=5)-5+2-7
(—8)-3+(-2)-04+1-1 (—8)-2+(-2)-5+1-7

—4 5 =3
= ) 11 =5 1.
-6 —-23 -19

Notera att AB # BA. Den kommutativa lagen giller inte for matrismultiplika-

tion.

‘W220 Berikna for matriserna

3 1 -1 5
A*(—z 4) och Bf(3 _2)

a) A% = AA,
b)  B?= BB,
¢ (A+B),
d)  A?+2AB+ B? och

A%+ AB+ BA+ B2,

Jamfor resultaten i c-, d- och e-uppgiften.

@

-
- 2

Matrismultiplikation ger

) A2:AA:<_32 D (_32 i)

(G ity - i)



c) (A + B)?

(& DG %)
S G Y I R T

2:246-1 2:64+6-2\ (10 24
1-2+2-1 1-64+2-2) \ 4 10)°
Vi har att

AB — 3 1 -1 5\ _ 3-(-1)+1-3 3-5+1-(-2)
T \=2 4 3 =2) \(-2)-(-1)+4-3 (-2)-5+4-(-2)
({0 13
—\14 —-18)°

BA— -1 5 3 1\ _ ((-1):3+45-(-2) (-1)-1+5-4
T3 —2/\-2 4) \3:3+(-2)-(-2) 3-1+(-2)-4
_(—13 19
-\ 13 =5)°

och da ar
9 2 7 7 0 13 16 —15
d) A +2AB + B <_14 14 +2 14 18 + 9 19
_ 7+2-0+16 7T+2-13-15Y\ (23 18
T \—-1442-14—-9 14-2-184+19) \5 =3)°
9 o (7 7 0 13 -13 19
A+ AB+ BA+ B —(14 14>+(14 18>+<13 5)

n 16 —-15\ ([ 7+0-13+16 7+13+19-15
-9 19 ) \-14+4+14+13-9 14-18-5+19

(10 24
—\4 10)°

f) Fran c- och d-uppgiften ser vi att

(A+ B)? # A? + 2AB + B?,

d.v.s. den vanliga kvadreringsregeln giller inte, utan kvadreringsregeln for
matriser blir

(A+ B)? = A’>+ AB+ BA + B?,
just p.g.a. att AB # BA i allménhet.

W221a Berikna AB och BA da

1 -2
A= 2 —4 och B:(f _i ?)
-3 6

Matrisen A har storleken 3 x 2 och B éar 2 x 3. Produkten AB,

A B
3x2 2x3

har darfor storleken 3 x 3. Matrisen BA,

B A
2x3  3x2
S — |

far storleken 2 x 2. Rader multiplicerat med kolumner ger

2 -1 0
AB = 2 —4
3 & (1 1 1)
1-24(-2)-1 1-(-1)4+(=2)-1 1-04+(-2)-1
=12-24+(-4-1 2-(-)+(-4)-1 2-0+(—-4)-1
(=3)-2+6-1 (=3)-(=1)+6-1 (=3)-0+6-1
0 -3 -2
=10 -6 —4 |,
0 9 6
1 -2
(2 -1 0 B
pa= (70 V) 2
_(2-1+(—1)-2+0-(—3) 2-(—2)+(—1)-(—4)+0-6)
T\ 1o 141-241-(=3) 1-(=2)+1-(-4)+1-6

b o)



W223 Lat

Berikna var for sig matriserna (AB)C och A(BC).

Vi har
1 2
AB= (3 4 (; i’)
0 1
1-442-2 1-34+2-1 8 5
=13-444-2 3-3+4-1]=1[20 13},
0-44+41-2 0-34+1-1 2 1
8
(4B)C = [ 20 1 (1 0>
2
8-1+5-2 8-0+5-3 18 15
=(20-1+13-2 20-04+13-3] =146 39,
2-14+1-2 2-04+1-3 4 3

4 3\ (1 O
se=(5 1) (2 3)
_(4-14+3-2 4-043-3\ (10 9
T \2-1+1-2 2:041-3/ " \4 3)°

1 2

ABCO)= |3 4 (140 g)
0 1
1-10+2-4 1-94+2-3 18 15
=13-104+4-4 3-9+4-3| =146 39
0-104+1-3 0-9+1-3 3 3

Vi ser alltsa att (AB)C' = A(BC). Denna likhet géller i allménhet och kallas for
den associativa lagen.

W225 Visa att for matriserna

1 2
A:<1 ) och X=<
z 3 -

giller AX = XA = FE, dir E ir enhetsmatrisen av ordning 2.

IS

)

[T,

Matrismultiplikation ger

(R e e B!

vilket visar att AX = XA =

1 . .. .
= (0 (1)) Matriserna A och X ar alltsa varandras
inverser.

—2 2 1 2 3
W227b Visa att matrisen A = ( 7 -8 =2 ) har inversen B = (1 2
3 2

4
3.
2

AB=BA=E. (%)

Matrisen B &r en invers till A om den uppfyller

Vi undersoker om detta ar uppfyllt,

-2 2 1 2
AB = 7 =8 =2 1

3 (-2)-242-1+1-3
2

4 5 1/)\3 2
2
2) -2

4

3|={ 72+ (-8)-1+(-2)-3
2 (—4)-2+45-14+1-3
—2.342.-2+1- —2.4+2.341-2

7.3+ (—8) -2+ (— T 4+ (—8)-3+(—2) 2
(—4)-3+45-2+1-2 (—4)-4+45-3+1-2



I
w N “~
o O =
O = O
= o O

3 4 -2 2 1 2-(=2)+3-74+4-(—4)
BA = 2 3 7T -8 =2 | = 1-(=2)4+2-74+3-(—4)
2 2 -4 5 1 3-(-2)+2-74+2-(—4)
2:243(—8)+4-5 2-143-(=2)+4-1
1-242-(-8+3-5 1-1+2-(-2)+3-1
3-2+42-(—-8)+2-5 3-14+2-(-2)+2-1
1 00
=10 1 0
0 0 1
Alltsé har vi visat att B uppfyller (x), varfor B &r AL
W231 Lat
2 3 4 1 2 0
A=11 2 3 och B= 0 1 -1 .
3 2 2 1 3 1
L6s med hjalp av resultaten i uppgift 227 matrisekvationerna
c) BY = A, och
d YB=A.
¢)  Genom att vinstermultiplicera bada led med B~ fas
B'BY=B'A & EY=B'A & Y=B'A

I uppgift 227a visas att inversen till matrisen B &r

2 -1 -1

~1_ | 1 1 1
B - 2 2 2
111

2 2 2

Alltsa ar

2 -1 -1\ 79 3 4
y=Bl'A=| -+ 1 1 1 2 3
1 1 1 3 2 2
2 2 2
2:24(=1)-1+(=1)-3 23+ (=1)-24(-1)-2
= (-8 2+%-1+1-3 (-3)-3+3-2+1.2
()24 () 1448 (-3)3+(-3) 2452
244 (=1)-3+4(-1)-2 0o 2 3
(Hardarie | = 1 4 4
At (4) B 0 3 -3
d) Vi hégermultiplicerar bada led med B~*
YBB™! = AB™! & YE = AB™! & Y = AB7!,
vilket ger
2 3 4 2 -1 -1
Y=AB'=(1 2 3 -+ 1 1
3 2 2 1 _1 1
2 2 2
2243 (<3) +4-(4) 2-(-1) 433 +4-(-})
= | 242 ()48 (1) L2 s (h)
3242 (1)) +2-(-3) 3 (D242 (=)
2 (1) #3444 P -3
Lnr2de2dasg | = | b 3
3-(-1)+2-5+2-3 4 -3 -1



W232 Berikna (AB)f, A'B* och B'A*, da W315 Beridkna, da matriserna A och B &r givna enligt nedan, dels matriserna AB
och BA, dels var for sig talen det(AB), det(BA) och (det A) - (det B), samt kontrollera

1 2 4 2 1 att dessa ir lika.
- s oan(d D)

-3 4

Nér vi transponerar en matris blir raderna i ursprungsmatrisen kolumner i den
transponerade matrisen,

1 3
At_( 1 2 4)_ 5 1
3 1 0 40 ’ a) Vi borjar med att bestimma matrisprodukterna,
2 1 1 2 4 3
p o |- (BHD). am=( 5 3)03)
5 =1 - 144241 1-3+2-2\ _( 6 7
“\(3)-4+4.1 (-3)-314.2)7 8 -1 )
Vi far nu att
sa-(13)( s 1)
1 2 -3
L3 2 4 )

AB = |2 1 (1 . 1)  [4143-(-3) 4.2+3-4 5 20
40 “\1142.(-3) 12424 5 10/
12431 14430 1-5+3-(-1) 5 4 2 _ .

_ 22_|_11 24_|_10 25+1(_1) _ 5 8 9 ; Determinanterna blir
42401 4-440-0 4-540-(-1) 8 16 20 6 7
1 3 det(AB) = s 1 ‘:6-(—1)—7-(—8):507
BtAfz( ) 2 1 5 20
40 det(BA)=| . 70 ‘=(—5)~10—20-(—5):507
[ 21442454 2:3+4-145-0 ) _ (30 10 L
S \1-140-24(-1)-4 1-340-1+(-1)-0/ \-3 3)° det A = 3 4 ‘1~42~(3)10,
Med transponeringsreglerna har vi att det B — 4 3 ‘_4.2_3_1_5
12| T =
(AB)t:BtAt:(3% 130>_ (det A) - (det B) = 10-5 = 50.

Nu ser vi att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).



b)  Matrisprodukterna blir

1 -2 2 2 0 1
AB = 0 3 2 0 -1 -2
1 0 1 31 =2
1:24(=2)-0+2-3 1-:04(-2)-(-1)+2
= 0-2+3-0+2-3 0-0+3-(-1)+2-1
1-24+0-0+1-3 1-0+0-(-1)+1-1
1-14+(=2)-(-2)+2-(-2) 8 4 1
0-1+3-(=2)+2-(-2) = 6 -1 -—10
1-14+0-(-2)+1-(-2) 5 1 -1
2 0 1 1 -2 2
BA = 0 -1 =2 0 3 2
3 1 -2 1 0 1
2:-140-0+1-1 2:(=2)+0-341-0
=| 0-1+(-1)-0+(=2)-1 0- ( 2)+(-1)-34+(-2)-0
3:1+1-0+(-2)-1 3-(—2)+1-3+(-2)-0
2:240-2+1-1 3 -4 5
0-2+(-1)-24+(-2)-1 | =| -2 -3 —4
3:2+1-24(-2)-1 1 -3 6

Vi ska berdkna determinanterna med tre olika metoder.

METOD 1 (Sarrus regel)

Nér vi berdknar en determinant med Sarrus regel tar vi de tva forsta kolum-
nerna och placerar kopior av dessa till hoger om determinanten. Determi-
nantens vérde far vi sedan genom att ldgga ihop hogerdiagonalprodukterna

och dra ifran vinsterdiagonalprodukterna,

8 4 1
det(AB)=| 6 —1 —10 |= ¢ ~1
5 1 -1

=8-(=1)-(=1)+4-(=10)-5+1-6-1—5-(=1)-1
—1-(=10)-8—(—1)-6-4
=8—200+6+5+80+24 = —T77,

3 -4 5
det(BA)=| -2 -3 —4 |= _2 -3
1 -3 6

00 %
=3-(=3)-6+(—4)- (- 4) 14+5:(=2)-(=3) = 1-(=3)-5
— (=3)- (~4)-3—6-(=2)- (—4)

— 54416430+ 15— 36 — 48 = —77,

1 -2 2
1 0 1

- 2+ o+ 0+
=1-3-1+(-2)-2:142-0-0—-1-3-2-0-2-1—1-0-(
=3-440-6-0-0=—7,

2 0 1
detB=] 0 -1 -2 |= 0 -1
3 1 -2

- - - + + +
=2-(-1)-(-2)4+0-(-2)-3+1:0-1-3-(-1)-1
-1-(-2)-2—-(-2)-0-0
=4+0+0+3+4—-0=11,

(det A) - (det B) = (—7)- 11 = —77.

Alltsd har vi visat att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).

Observera att Sarrus regel géller endast fér 3 x 3-determinanter.

—2)



MEeTOD 2 (Kofaktorutveckling)

Vi kan vilja att kofaktorutveckla en determinant ldngs en rad eller en ko-
lumn i determinanten.

Om vi bérjar med determinanten

8 4 1
det(AB)=| 6 —1 —10
5 1 -1

sa valjer vi forst en rad eller en kolumn, t.ex. den andra kolumnen. Varje
element i kolumn 2 ger upphov till en minorterm i utvecklingen.

8 4 1
6 —10 8 1 8 1
g _1 _}(1) __4" 5 -1 ‘H_l) ‘ 5 -1 ’_1" 6 —10‘

=4 (6- (=)= (=1)5) +(~1)- (8- (-1) ~ 1-5)
—1-(8-(-10)—1-6)
= —4-444 (—1)-(=13) —1-(—86) = —T77.

Tecknet framfor varje term far vi fran tecken-matrisen

och minorerna ér de determinanter som uppstar nér vi stryker den rad och
den kolumn som motsvarande element ingar i.

De andra determinanterna réknar vi ut pa motsvarande séitt genom att vilja
en rad eller en kolumn att utveckla ldngs. Rdkningarna blir lite enklare om

man viiljer en rad/kolumn med manga nollor i sig.

3 —4 5
det(BA)=| -2 -3 —4
1 -3 6
—4 5 3 5

:“" 3 4 ‘_(_3)" 2 4 ’“LG" 2 -3

=1 ((~4) - (~4) =5+ (=3)) = (=3) - (3- (-4 =5+ (=2))
£6- (3 (=3) = (—1) - (-2))
=131 (=3)-(=2) 46 (—17) = —77,

1 -2 2
detA=1| 0 3 2
1 0 1
3 2 =) -2 2
S RIS R IS L
=1-31-2:0)—=0-(-+-)+1-((-2)-2-2-3) =7,
2 0 1
detB=|0 -1 -2
31 =2

w N
—= O

2
o2 dJoen 4]

=0+ (-1)-(2-(-2)—1-3) = (-2)- (2-1-0-3)
=0+ (=1)-(=7) = (=2)-2 =11,
(det A) - (det B) = (—=7) - 11 = —T77.

Alltsa har vi visat att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).
METOD 3 (Radoperationer)
Med hjalp av radoperationer kan vi skriva om en determinant till en trian-

gular determinant vars virde dr produkten av diagonalelementen. Vid varje
radoperation dndras determinantens vérde enligt reglerna

o |[A| =AY,
e |A|=1|4e|, (dira+#0),
o [A| =—|A%).



Det forsta steget dr att vi ser till att fa nollor under (1, 1)-elementet,

841

det(AB)=| 6 -1 -10

5 1 -1
8 4 1
=/ 6-2%-8 -1-%.4 -10-%5-1
5-5.5 1-5.4 -1-3%-1
8 4 1
=0 —4 -2
0 - ¥

Vi valde alltsa att addera multiplar av férsta raden till rad 2 och 3 for att
fa nollor under (1,1):an.

Sedan gar vi till ndsta diagonalelement (2,2) och utfor en radoperation for
att fa en nolla under elementet,

Il
o o
Lo
\
| |
& oels

T
8 4
43
=| o —4 43
3 3 13 3 43
0 —3-5-(-9 -F-5(-%)
8 4 1
43
=0 —4 -3
77
0o o0 =

Vi har nu en triangulér determinant med produkten av diagonalelementen
som vérde,

77
=8 () 55 = 7T,

De andra determinanterna rdknar vi ut med samma strategi,

3 -4 5 SZ) 3 -4 5
_ _ 7
det(BA) = |[-2 -3 —4 =0 -¥ 2|3
5 13
1 -3 -6 o -5 1 @
3 -4 5 3 -4 5
1
= — — — =10 —-17 -2
53| 0 1T -2 »
0 -5 13 0o 0 =
231
== —17) . == = —
3-(—17) T 77,
1 -2 2 1 -2 2
detA=1]0 3 2 =10 3 2 S@
1 0 1 0o 2 -1
1 -2 2
=0 3 2 |=1-3-(-1)=-7,
0o o0 -1
2 0 1 2 0 1
detB=| 0 -1 =2 =10 -1 =2 S@
3 1 -2 0 1 -1
0 1
= -1 =2 [=2-(-1)- (=) =11,
0o -4

2

(det A)(det B) = —7-11 = —177.

Vi har alltsé visat att det(AB) = det(BA) = (det A) - (det B).



W316 Berikna pa enklaste siitt talen det A%, det B® och det(ABA) for matriserna A W318 Visa att foljande matriser &dr inverterbara och bestdm inversen:

och B i uppgift 2 6

a)  315a, och ) (1 4>’

b)  315b. 1 5
vy 8)

Determinantreglerna ger att
En matris ar inverterbar om dess determinant ar skild fran noll. Vi har att

det A% = det(AA) = (det A) (det A) = (det A)?, 5 6
det B® = det(BBB) = (det B) (det B) (det B) = (det B)®, 2) ‘1 4
det(ABA) = det(AB) - det A.

’:2-4—6-1:8—6:2;&0,

b) ‘; Z’ _1.8-5.2=8-10=—20.
Fran uppgift 315 har vi att
a) detA=10, detB=5, det(AB) =50, Ij?llelicrsl,a dr bada matriserna inverterbara. Inversen bestdmmer vi med adjunktfor-
b) detA=-7, detB=11, det(AB)=—17T. T
A-1 = 1 +Myy —Mia
Alltsa dr ~det A \—May +Msy)
a) det A2 = 102 = 1007 det Bs = 53 = 1253 det(ABA) =50-10= 5003 dar M117 ]\4127 M21 och M22 Ar matrisens minorer,
b det A2 = (=7)? =49, det B3> = 113 = 1331, det(ABA) = —77-(=7) = 539. 2
) de (=7) , de , det( ) (=7) 2) M11:<_j:4, Mui?_izl,
2 6 2
Mor=11 =6, My = | | L =2,
_‘_5_ _1__
b Mu=|} ¢|=8  Mn=|, [|=2
5 1
Moy =4 o1 =5, Mo =g f1=1

Inversen &r alltsa



‘W320 For vilka tal k har matrisen A + kB en invers, om

0 -1 1 3
— - ?
A (2 1) och B (_1 1).

Bestim (A 4+ kB)™" for dessa k.

Matrisen A + kB &r

0 -1 1 3
o= (3 ) (1)
[ 0+4+k-1 —1+k-3\ k 3k—1
T \24+k-(-1) 1+k-1 ) \2-k k+1)°
och den har en invers néir determinanten dr skild fran noll, d.v.s. nér

k 3k -1
2—-k k+1

=4k* —6k+2#0.

det(A+kB)‘ ‘k(k+1)(3k1)(2k)

Denna andragradare har rétterna k = 1 och k = % Alltsa dr matrisen A + kB
inverterbar nér k # 3 och k # 1. Inversen ges av adjunktformeln

T
_ 1 +My1 —Mi2
A+kB) ' = —————
(A+EB) det(A + kB) <—M21 +Ma )
dér
ko Bk ko Bk
Mu=19ly k+1‘k+1’ Mz= g kwl‘2k’
3k —1 k 3k+—1
Mm:‘g_l : ‘sz—L M22=’ , l__l_‘:k.
Alltsa
_ 1 k+1 1-3k
A+kB) t= ———— .
(4+kB) 4k2—6k+2<k—2 k )

‘W402 Skriv foljande ekvationssystem i matrisform och 16s dem sedan med hjilp av
koefficientmatrisens invers:

a)

¢)

2+ by =1,
x4+ 3y =0,
c + 3y = 2,
3r — by = 6.

De tva uttrycken i vénsterledet kan skrivas som

20+5y \ _ (2 5\ (=
z+3y /) \1 3)\y)’
Elementen i matrisen ér koefficienterna framfor x och y. Ekvationssystemet
kan alltsa skrivas som matrisekvationen

G 0)-6)

Om koefficientmatrisen &r inverterbar ger vénstermultiplikation med inver-

sen att
2\ (2 5\ /1
y)  \1 3 0/
Matrisen ar inverterbar om dess determinant ar skild fran noll. Vi har att

2 5
13

’:2-3—5-1:1;&0.

Alltsa finns inversen. Vi kan bestimma inversen med ”snabbformeln”: 1
delat med determinanten framfor matrisen, diagonalelementen byter plats
och de andra tva elementen byter tecken. Alltsa,

(3 -i(173)

Losningen &r



c) Vi far ekvationssystemet i matrisform genom att skriva om vinsterledet ar skild fran noll. Med andra ord, nir a # —3 och a # 2 (som dr determinantpo-

som en matrisprodukt, lynomets rotter).
Enligt Cramers regel har ekvationssystemet 16sningen

(5 ) ()-6) o -2

. . . 3 -1 a—1] (4-a)la—1)—(=2)(-1)
Koefficientmatrisens determinant ar T = = 5
a —2 a‘+a—06
-3 -1
‘ i3 ‘:4-(—5)—3-3:—29;&0, @ @
3 =5 _—a2+5a—6_—a+3
varfor matrisen dr inverterbar och ekvationssystemet har 16sningen a? Za -6 a+3
a —a
2\ (4 3\ ' [2\ 1 (-5 -3\ /(2 CJa-3 1| a-(-1)-(d-a)a—3)
y)=\3 -5 6) " “29\-3 4 )\6 YSTa 2| @ +a—6
_ 1 ((5) 24 (-3)6) _ (B a=3 a1
29\ (=3)-2+44-6 )\ _a®—8a+12 a—6

a2+a—6  a+3’

dér vi far téaljardeterminanterna genom att i koefficientmatrisen ersétta kolumnen
som svarar mot variabeln med hogerledet.

W407a Los med hjilp av Cramers regel ekvationssystemet

axr — 2y=4—a,
(a—3)z+ (a— 1y =—1,

for alla virden pa parametern a da detta dr mojligt.

Vi skriver forst ekvationssystemet i matrisform,

(o2a o 2) G) = (157)

Cramers regel kan anvindas nér koefficientmatrisen &r inverterbar, d.v.s. nir
determinanten




W409 Los ekvationssystemen

a)

r+ y+ z=0,
20+ 5y + 3z =1,
—zr+2y+ z=2,
dr 4+ y—3z= 11,
2v -3y +22= 9,
4+ y+ z=-3,

med gausselimination.

Vi skriver ekvationssystemet i ett rdkneschema

1 1 1 0
2 ) 3 1
-1 2 1 2

I den vénstra delen har vi skrivit upp koefficienterna framfor x, y och z i
respektive kolumn. I schemats hogra del finns ekvationssystemets hogerled.
Det forsta steget i gausselimineringen ar att utfora radoperationer sa att vi
far en 1:a i 6vre vénstra hornet. Eftersom vi redan har en 1:a dér behover
inget goras,

1 1 1 0
2 5 3 1
-1 2 1 2

2-2-1 5-2-1 3-2-1 1-2.0
\ —1+1 2+1 1+1 2+0

Sedan 6vergar vi till ndsta diagonalelement och utfér en radoperation sa
att vi far en 1:a dér,

(1 1 1 0 )

0 3 1 1B
L0 3 2 2 ) N
(1 1 1 0 )

o1 3|3
L0 3 2 2 )

Vi utfor nu radoperationer sa att 6vriga element i samma kolumn blir noll,

(1 1 1 | 0)
01;;?5@
. 0 3 2 2 ) ~
(10%_%\
o 1 % | 1
. 0 0 1 1 )

Nér den andra kolumnen ér avklarad 6vergar vi till det tredje diagonal-
elementet. Det &r redan 1 sa vi behover inte utféra nagon radoperation for
att fa detta,

Lo 3 |-
0o 1 4|4
o o 1 | 1



Det sista steget &ar att radreducera uppat sa att vi far nollor ovanfor 1:an.

(1 0 % _% )
o 1 3 3
. 0 0 1 1 )EQ N
(1 0 0 -1 )
0 1 0 0
. 0 0 1 1)

Nu ér vi klara och det &r bara att avlisa losningen. Enklast dr nog att
oversétta tillbaka till ekvationsformen,

l-24+0-y+0-2=-1,
O-z+1-y+0-2= 0,
O-2+0-y+1-2= 1,

d.v.s.

Vi stéller upp rédkneschemat,

4 1 -3 11
2 -3 2 9 ~
1 1 1 -3

(4 1 -3 ISIRTE)

2 -3 2 9 ~
L1 1 1 -3 )

(1% - )

2 -3 2 99 ~
L1 1 1 -3 J

\
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Fran sluttablan kan vi avldsa losningen
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W410 Los ekvationssystemen
a) 3r— y+ z=1,
T —2y+ z=2,
2r+ y+32=0,
b) zr— y+3z= 6,
3x —2y+ 7z = 14,
4+ y—3z=-4,
med gausselimination.

a) Vi kan borja med att sl ihop de forsta tva stegen (att fa en 1:a i dvre
vénstra hornet och nollor didrunder),

(3

‘
o O = NN =

\

-1

|
(N

WUt WUt W=

Wl W Wi — —_

W wot W= O N

J

PPY.

Notera att radoperationerna utfors i den ordning de star (fran vénster till
hoger). I de foljande stegen gor vi samma typ av rationalisering,

(

‘
(= =R

o

\

Losningen &r alltsa

O R O O R O Wt wot W

_ o o L G G WIS W Wl

— = O Wi wlot Wl

— =

Wl E\w m"“

)

o
el

)

Vi gausseliminerar som i a-uppgiften

Losningen &r

(

SO O =B O O = = W =

—_

-1 3

-2 7
1 -3

-1 3
1 =2
2 -6
0 1
1 =2
0 -2
0 0
1 0
0 1
z=1,




‘W411 Los foljande ekvationssystem

2)

¢)

r+2y— 82=0,
22 — 3y + 5z =0,
3r+ 2y — 122 =0,
204+3y— z=1,
r+ y—32=0,

med gausselimination.

a)

Vi sitter igang och gausseliminerar,

(1 2 -8 0‘?

2 -3 5 0 ~
L 3 2 —12 0 )

(1 2 -8 0 )

0 -7 21 0@~
L0 -4 12 0 )

(1 0 -2 0 )

0o 1 -3 0

L0 0 0 0 )

Héar har vi natt sluttablan. Den sista raden lyder
0-z+0-y+0-2=0,

d.v.s. 0 = 0, vilket dr en trivialitet. Vi kan alltsa stryka den sista raden. De
andra tva raderna lyder

T - 2z = 0,
y — 3z = 0.

Detta system har odndligt manga losningar. For varje virde pa z far vi z-
och y-véarden som ger en 16sning enligt

T =2z,

Yy = 3z.

Vi kan alltsa beskriva alla 16sningar till systemet genom att anvéinda z som
parameter,

T = 2t,
y = 3t, (t parameter),
z=1.
Vi gausseliminerar,
(2 3 -1 1)
L 1 1 -3 0 5 -
(1 1 -3 0 \S@
L2 3 -1 )T
(1 1 -3 0 )
Lo 1 5 1 ,E)N
(1 0 -8 -1
L 0 1 5 1 )

Denna sluttabla dr av samma typ som i a-uppgiften. Vi ringar in de ledande

1:orna,

©® o -8 | -1

o © 5 1)
Ovriga variabler far fungera som parametrar, d.v.s. z i detta fall.
Losningarna &r

r = —1+4 8t,
y=1-0>5t, (t parameter),
z =1.



‘W413 Bestam antalet 16sningar N till foljande system

b)

¢)

2z + 3y = ax,
de+ y = ay,
r— y+z=a,
3x —2y+2=0,
2 — y =0,

for alla viarden pa parametern a.

Vi samlar forst variablerna i ena ledet

2—a)z + 3y = 0,
4 + (1—-a)y = 0.

Eftersom hogerledet &r noll dr systemet homogent och da finns alltid den
triviala 16sningen z = y = 0.

Om koefficientmatrisen dessutom &r inverterbar &r detta enda lésningen.
Detta intréffar da

4 1_g=@-al-a)-3-4=0"-3a—-10#0

& a# —2 och a#5.

‘Q—a 3

Nar a = —2 eller a = 5 ar koefficientmatrisens determinant lika med noll
och systemet har oéndligt manga 16sningar (parameterlosning). Svaret blir
alltsa

1, ndraz —2ocha#5,

00, néra= —2ocha=>5.

N
N

Ekvationssystemet blir i matrisform

1 -1 1 T a
3 -2 1 y]l =10
2 -1 0 z 0

Om koefficientmatrisens determinant &r skild fran noll, &r matrisen inverter-
bar och da finns det exakt en 16sning. Vi undersoker dérfér determinantens

varde forst. Sarrus regel ger att

1 -1 1
3 -2 1 |=1-(-2)-0+(-1)-1-241-3-(-1)
2 -1 0

—1-(=2)-2-1-(=1)-1-0-(=1)-3
=0-2-3+4+1-0=0.

Chansningen gick alltsa inte hem. Vi sétter istéllet igang och gausselimine-
rar

(1 -1 1 a\g)

3 -2 1 0 ~
L 2 -1 0 0 )
(1 -1 1 a )

0 1 -2 —3a @N
L 0 1 -2 —2a
(1 0 -1 —2a )

0 1 -2 —3a
L O 0 0 a )

Den sista raden i tablan lyder
0=a.

Talet a maste alltsa vara noll for att systemet ska ha nagon 16sning. Nér a =
0 ges 16sningen av

T =1,
y = 2t, (t parameter),
z =1,

d.v.s. vi har oéndligt manga 16sningar. Svaret blir

N =0, nira#0,och
N =00, nira=0.



‘W415 Undersok for vilka virden pa konstanterna a och b som ekvationssystemet

z+ y+ z=1,
20 —2y+ 3z =0,
3r — y+az =2,

har precis en 16sning, flera olika 16sningar respektive ingen 16sning. I de fall da 16sningar
finns, skall dessa ocksa bestdmmas.

Vi gausseliminerar systemet och ser vad som hénder,

(1 1 1 1 \?

2 —2 3 b ~
L 3 -1 a 2 )
(1 1 1 1)

0 -4 1 b—2 ~
L 0 4 a-3 -1
(1 0 5 ib+35 )

0 1 -1 —1b+1 ~
L 0 0 a—4 1-b )

Beroende pa virdet av a och b far vi olika fall:

a—4+#0: I detta fall kan vi slutfora gausseliminationen

(1 0 5 10+3 )

0 L - | —ib+s ~
L 0 0 a—4 ~b+1 J(
(1 0 5 1b+3 )

0 1 -1 —3b+3 ~
L 0 0 1 el 3
(1 0 0 c )

0 1 0 d
L 0 0 1 =l

dar
~b+1 _ jab+zatgb— 1
a—4 a—4 ’
1 1 3 7
4 2 4 g4 a—4 '

Alltsa finns exakt en 16sning,

b+

ot

=
N[

—b+1
r=c¢ y=d, z= a—+4'

a—4=0,b+# 1: Sista raden i ekvationssystemet lyder da 0 = 1 — b vilket inte
Ar uppfyllt och systemet saknar dirmed losning.

a—4=0,b=1: Sista raden &r da en nollrad som kan strykas. Resten av ekva-

tionssystemet blir

1 o0 3
0o 1 —1

och har odndligt manga l6sningar

L%

x:—%t—&—%,
y:%t+i7
z=1.

‘W420 Visa att skidrningslinjen mellan planen t —y—3z4+1=0o0ch z4+3y+2—-2=0
dr parallell med planet 5x 4+ 7Ty — 32 + 3 = 0 genom att soka losningar till det system
som bildas av de tre ekvationerna.

Planen i uppgiften bildar ekvationssystemet
rT— y—3z=-1,
r+3y+ 2= 2,
Sr + Ty — 3z = —3.



Situationen i uppgiften uppstar om koefficientmatrisen har rang 2 (ett av fal- och radreducera matrisens vinstra hélft till . I den reducerade matrisens hogra
len 2, 3, 4 eller 5 pa sid 142 i kursboken) och det far vi redan pa genom att halft har vi da A—1,
gausseliminera matrisen,

(A|E)~ o~ (B AT,

(1 -1 -3 ) Om vi inte kan radreducera A till F saknar A invers. Vi bestdmmer alltsa inversen
1 3 1 -~ samtidigt som vi kontrollerar att inversen finns.
( _ )
L5 7 3 36 —11 1 0 0 SD@
(1 -1 -3 ) e) 3 -4 6 0 1 0 ~
0 4 4 S@~ {4 -8 13 0o o0 1 J
L 0 12 12 ) (1 2 4 -2 0 0
(1 -1 -3 0 2 -5 11 0 @) ~
0o 1 1 L0 0 -3 0 1)
4 2
\ 0 0 0 J (1 0 -3 3 1 0 )
5 1 1
Eftersom vi har tva ledande ettor &r rangen 2. . 0 0 1 —% 0 —% ) 6
2 4
(1 0 0 —£ I —z )
3 1 3
o 1 0 1 -5 35 -3
L0 0 1 -4 0 -2 )
(3 -1 1 1 0 0 \S@ ©)
, . f) 15 6 -5 0 1 0 ~
W326 Visa att matriserna
3 6 -11 L b -2 2 0 0 1)
e) i —;1 12 ; (1 -+ 3 0 0)
0 1 0 5 1 0 S;) ~
3 -1 1 1 1 5
) 15 6 -5 |, L 0 -3 3 -5 0 1)
5 -2 2 (1 0 i 2 3 0)
ar inverterbara och bestdm inversen med Jacobis metod. 0 1 0 5 1 0 % ~
1 1
L0 0 3 o 3 1)O0)
(1 0 0 2 0 -1)
Vi bestdmmer inversen till matrisen A genom att stéilla upp matrisen 0 ) 0 5 ) 0
(Al E) L0 0 1 0o 1 3 J




Alltsa existerar inverserna och ar

—2 1 _4
5 5
e) —% % —% , respektive
4 3
-5 0 —3
0 -1
f) 5 1 0
o 1 3

W322 Los matrisekvationen AX = A?, dir

2 2 1
A= 1 -2 2 ].
2 -1 =2

Sarrus regel ger att

2 2 1
1 =2 2 [=2-(=2)-(=2)+2-2-241-1-(=1)
2 -1 -2

—1-(=2)-2-2:2-(=1)—(=2)-2-1=8+8—1+4+4+4=27.

Alltsa ar A inverterbar och vi far losningen till matrisekvationen genom att
vénstermultiplicera med A1,

X =ATA"
Vi kan beridkna denna produkt med rdkneschemat

(A| A ~ -~ (B | AT1AY.

Vi far

[N ]

O O = O O N N -

‘
o O B O O B

\

Alltsa ar 16sningen

2 1 2
-2 2 2
-1 -2 1
-2 2 2
2 1 2
-1 -2 1
-2 2 2
6 -3 -2
3 —6 -3
0 1 3
e
0o -3 -2
0 1 3
R
0 1 3
0 0 8
1 0 —3
0 1 3
X=Ata=l

W W= O e~

\
I\

Ol ©[00 = O WIN W=

-

o -

o -




Avsnitt 5, Differentialkalkyl II

401 Avgor om funktionen f respektive goh ér linjar. Om sa ir fallet, ange funktionens
matris (¢ betyder transponering).

a) flz,y,2) =2+ 2y + 3z,

) flzy) = (2c+y,y—2),

) flay) =@ +yz+y),

) goh,dir g(z,y) = (x +y,y — )" och h(u,v) = (u —v,u+v).

o

)

g

En funktion f(z1,...,2,) fran R" till R"™ &r linjdr om den kan skrivas i formen

1121 + @12T2 + -+ + G1p Ty
2121 + Q22T + - -+ + G2 Ty

flxy,...,zn) = ,

dar a;;:na &r konstanta koefficienter. Vi kan sen skriva funktionen f som en
matrisprodukt mellan koefficienterna a;; och variablerna z;,

aip a2 -0 Aip 1
a1 ag2 - A2p 9
flze, ... xn) =
T
Am1 Am2 - Omn n

Koefficientmatrisen kallas for funktionen f:s matris.

a) Idetta fall dr f en funktion av tre variabler x, y och z, och ger reella tal som
funktionsviirden, d.v.s. f &r en funktion fran R® till R. Funktionen f ir en
linjér funktion eftersom den just &r en linjirkombination av variablerna,

flx,y,2) = (z + 2y + 32).

Med matriser kan f skrivas som
x
flay,z)=(1 2 3)|y],
z

dér 1 x 3-matrisen (1 2 3) ar f:s matris.

Funktionen f beror av tva variabler = och y, och ger funktionsviirden i R?.
Vi har alltsa en funktion fran R? till R%. Eftersom f:s bada komponenter

fla) = (2240)

ar linjarkombinationer av x och y &r f en linjar funktion. I matrisform

kan f skrivas som
re=( 2 1) ().

f:s matris ar alltsa (7% })

Funktionen f, som é#r en funktion fran R? till R?, #r inte linjir eftersom
dess forsta komponent innehaller z2.

Bade g och h ér funktioner fran R? till R*. De ir ocksa linjéra funktioner
eftersom deras komponenter &r linjirkombinationer av variablerna,

[ r+y\ 1 1 T
U —v 1 -1 U
v = (1) = (0 1) ()
Sammanséttningen g o h blir da en linjir funktion som har g:s matris mul-
tiplicerat med h:s matris som matris,

gome:gmww»=<_}})<2$ﬁD
-(a) G )
d.v.s. g o h har matrisen
(a1)G 1)=62)

Notera ordningen i matrisprodukten. Eftersom h utfors forst i sam-
manséittningen g o h hamnar h:s matris ldngst till hoger.



405 Bestam Jacobimatriserna till f6ljande funktioner

a)  flz,y) = 2z +y,3z+2y),
c) f(t) = (cost,sint,t), och
e) f(z,y,2) = (x + 2y + 3z, zyz) i punkten (z,y,z) = (1,2, 3).

a) Vi skriver férst om funktionen f i kolumnform

fl (3?, y) 2z + e)
f(x,y):( = (5 29 ,
fa(@,y) T+ 2y
dér vi infort f; och fo som beteckningar for f:s komponenter. Eftersom f
ar en funktion fran R? till R? har den 2 x 2-matrisen

on o
of [ 0 Oy
oz,y) | 0f2 0f>

dr 0Oy

som Jacobimatris. Partialderivatorna &r

ofp 0 _ ofi 0 _
o —8x(2x+y) =2, _8y = —ay(2x+y) =1,
Of 0 Ofs 0

9l _ 9 %) = 9z _ 9 %) = 2.
e ax(39(:—&- y) =3, oy 8y(3$+ y)

Alltsa ar Jacobimatrisen
of (21
z,y)  \3 2)°

c¢)  Funktionen f beskriver en parameterkurva i R?, men iir samtidigt en funk-
tion fran R till R3,

f1 (t) cost
FO) = | fa(t) | = | sint
f3(t) t

Jacobimatrisen till f 4r 3 x 1-matrisen

% % cost
—sint
% = % = % sint = | cost
1
9fs 9,
ot ot

Notera att Jacobimatrisen &r lika med kurvans riktningsvektor (fast i ko-
lumnform).

Jacobimatrisen till funktionen
fi(z,y, 2) T+ 2y + 32
Flzy.2) = ( (vt
fa(z,y, 2) ryz

ar 2 x 3-matrisen

of |0z 09y Oz
0y |0 o on
Jdr Oy 0z
3(+2+3)2(+2+3)£(+2+3)
B 5, (& 2+ 32 ayw y+3z) o-(w+2y+3z
B 0 0 0
2 (zy2) 5o (@) 2 (ey2)

1 2 3
yz 2z xy)
I punkten (1,2, 3) har Jacobimatrisen virdet

of /(1 2 3\ (123
3(z,y,z)(1’2’3)_(2~3 1-3 1~2>_(6 3 2)'

Anm. I ndrheten av punkten (1,2,3) har alltsa f den linjéira approximationen

8(m,y, Z) h3

_ (164) N (é 2 g) (%) +O([hl)>

of ha
F(L+hi,2+4 ho, 3+ hs) = £(1,2,3) + (1,2,3) | ha | +O(|IRI)*



407 Bestim Jacobimatriserna till funktionerna

a)

b)

b)

T =1rcosv,

y = rsinw,

r=u—2v+ 3w,

Yy =2u —w.

Vi har en funktion som tar tva tal r och v, och ger tva virden z och y,
d.v.s. en funktion fran R? till R?,

()= Cor) = Camn)-

Jacobimatrisen till denna funktion ges av 2 X 2-matrisen

Jx Oz
da,y) o Do - E(rcosv) %(rcosv)
or,v) oy oy | . .
W 9 E(TSHH}) %(rsmv)

__(cosv  —rsinwv
sinv rcosv )’

()= G = (20™)

gar fran R? till R? och har Jacobimatrisen

Funktionen

I(z,y) _|9u Ov ow
A(u, v, w) dy Oy Oy
Oou Ov Ow
0 0 0
B %(u—2v—|—3w) %(u—2v+3w) %(u—20+3w)
0 0 0
%(QU—U)) %(QU—U)) a—w(Zu—w)

(1 -2 3
2 0 -1 )°

408 Bestdm Jacobimatriserna till

sammansittningen f o g i punkten (z,y) = (1,—1) da g(z,y) = (zy,2?)
och f(u,v) = (uwv,u+v),

sammansittningen f o g da g(z,y) = (zsiny,ycosz) och f(u,v) =
(sinv, cosvsinu) i punkten (z,y) = (3, %).

Vi ska bestdmma Jacobimatrisen med tva olika metoder.
METOD 1 (Derivera den sammansatta funktionen)

Vi rdkna ut vad den sammansatta funktionen blir
. _ (A (g(fﬂvy))> _ (fl(xy,xz)) - (rﬂy:v2>
.f g(xay)_f(g(xay)) - (fg(g(x,y)) - f2($y,$2) - :vy+x2 '

Jacobimatrisen till den sammansatta funktionen blir darfor

- - y+2xr «x

4 2 2 xy - a2
d(fog) _ 5z (V") gylov-e) ( 3a’y xS)
Az, y) '

9 (zy + z?) 9 (zy + 2?)

ox oy

I punkten (x,y) = (1, —1) har den virdet
8(fog)(1 = 3-12.(-1) 13y [ -3 1
By T\ —142.1 1)\ 11 )
METOD 2 (Kedjeregeln)

Jacobimatriserna till f och g &r respektive funktions linjdra del. Nér vi
bildar den sammansatta funktionen f o g sa blir dess linjira del sam-
manséttningen av f och g:s linjira delar, m.a.o. produkten av deras Jaco-
bimatriser,

d(fog) of  Og

O(z,y) — O(u,v) d(x,y)’

dér den forsta faktorn i hogerledet ska beridknas i punkten (u,v) = g(z,y).
Fullt utskriven blir alltsa kedjeregeln

d(fog)
Nz, y)

(I7y) =



Vi har att

of OfN (D 0.
of |ou ov | | o av " (v u
Iu,v) | of. afs| | o B S\ 1)

D oo aa ) gplut)

991 991 9w Ly
8g_3x8y_3xy6yy_ya:
Oxy) | 092 92| | 0,45 9,5 | \2z 0}

or Oy 8x(x) ay(x)

I punkten (z,y) = (1,—1) &r g(z,y) = g(1,-1) = (1- (-1),1?) = (-1,1
och vi far att

(1 ) (o)1)

d)  Den sammansatta funktionen f o g har enligt kedjeregeln Jacobimatrisen

O(fog) _ w .
8(x,y) (.’L’,y)— 6(“,11)( ) )3(1‘,y)( 73/)7

déar (u,v) = g(z,y). Vi har att

Oh oh —(sinw) —(sinwv)
of | u  Ov | _ ou v
o(u,v) N
(wv) 0 0J2 —(cosv-sinu) —(cosv-sinu)
ou Ov ou ov
. 0 COS v
~ \cosv-cosu —sinv-sinu/’
99, 991 3(9csin ) 2(9csin )
dg | 0x Oy | | Oz Y dy Y
Nz, y) | 992 g2 | 0
% a—y %(y COSI) a—y(y COSCC)

siny T Cosy
—ysinx cosz /

I punkten (x,y) = (%, %) ar (u,v) = g(%, %) = (g,O) och vi far att

3 s s s

0 cos( sin 5 CoS 5

T _ginT . _Tan T \ T

cos0 - cos sin § - sin0 5 sin 5 COS 5

o) (- 0)-

450 Lat f(z,y) = In(x + y), dir x > y > 0. Vi betraktar f som en funktion av

variablerna v och v, dér u = v/ 4+ \/y och v = % + % Bestam g—i

I uppgiften anvinder vi tva koordinatsystem for att beskriva punkter i planet,
dels de vanliga x,y-koordinaterna, dels kroklinjiga u,v-koordinater. Mellan de
tva koordinatsystemen har vi ”6verséttningsformeln”

u= vz +./y,
ot LY (*)
y x

Vi har dédrfor tva séitt att representera funktionen f pa, f = f(z,y) och f =
f(u,v). Vi kan uttrycka sambandet mellan f = f(z,y) och f = f(u,v) med
hjdlp av koordinatsambandet (),

f(xay) = f(u(x,y),v(m,y)).

Notera att i véinsterledet dr f en funktion av x,y medan i hogerledet ar f en
funktion av u,v. Kedjeregeln ger att

af af  9I(u,v)

z,y)  O(u,v) I(z,y)’



vilket i komponentform blir

o ou
of Of\ _(of of\|9r 9y
r dy) \ou o) |ov v
or Oy
Vi har att
af 0o B of 0 1
%—ax(ln(ﬁy))—ﬁy, 8y—8y(ln(x+y))—x+y,
ou 9] 1 ou 9] 1
%:%(ﬁﬂ-\/@):ﬁ, 6—y=a—y(\/5+\/§)=mv
ov  dx yy 1 'y ov Oz yy w1
%_&r(y_'_x)_y x2’ 8y_8y(y+;v)_ y2+x’
varfor kedjeregeln blir
1 1
1 L\ _(of of\| 2vE 20w
r+y x+y Oou Ov 1y x 1
- = __+_
y 2?2 oy
of

och fran denna likhet kan vi 16sa ut den sokta partialderivatan 3.

Om vi transponerar bada led far vi ett mer vilbekant utseende pa ekvationen

1 1wy qof
Tty | Ve y  a? ou
1 1 1 =z of
vry) \ogg oz ) \aw

Eftersom vi har flera bokstavsuttryck i bada led dr det nog enklast att anvinda

of

Cramers regel for att bestdmma 5,

of

ou

1 1 Yy

Tty Q_F

1 1 =z 1 1 =z 1 1y
tty = Y _$+y(57?72 7m(§79
T 1 y 1 1 =z Ll oy
2oy e | et ) gl )
1 1 T

20 = P

1 (1 T +y>

Lty o v y wg\/@ = { forling med 222/ }
2mﬁ_@_m 22

2y (zy® — 2 — 2%y + ¢°)

(@ +y) (2 VY — 23y — 2%y /y +y* V)

2@y (—zy(z —y) — (2° — )

@y (e — ) - yVa(a® - y?)
{2’ =@ -y’ +ay+v°)}

2/xy(x —y)(zy + 2* + xy + y*)
(z +y)(2? — y?) (x5 + yVx)

2Ty (z +y)? 2

T @ty ruT) Vet y

Eftersom partialderivatan .

of

gare att ge svaret i dessa koordinater

af 2

ou u

ar en partialderivata i u, v-systemet dr det naturli-



451 Betrakta funktionen f(z,y) = 2¥. Genom variabelsambandet
u=z+Iny,
v=x—Iny,

definieras en ny funktion g av u och v sa att g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)). Berikna g,
och g, dd u=v=2.

Funktionen ¢ #r f sammansatt med x = z(u,v), y = y(u,v). Kedjeregeln ger
darfor att

dg _ _90f Oxy) (%)
(u,v)  O(z,y) O(u,v)’
Eftersom vi i variabelsambandet har w, v uttryckt i , y (och inte tvért om) skriver

vi om derivatan ggig; med inversformeln

d(z,y) (8(% v))*’

d(u,v) oz, y)
och (x) blir da
dg (09 0g\ _ Of (8(%”))71_ of of oz Oy
u,v)  \ou ) O(z,y)\O(z,y)) — \dz dy)|dv v
Jdr Oy
1 1
1 —
= (yz¥~' 2¥Inx) '71/
1 -
Y
—(yxy xylnx) - T Y )
-1\ o
11
:——y(ygjy 1 zyln:z:) Y Yy
—1 1
_ 1 y— T y _ y—1(__ — Y .
(o) () )
:_lx"/y<___lnm ———’—h’lx)a

d.v.s.
1,y 1
Gy = 7= = 57 y(——an),
x

dg 1
g, = 50 = %xyy(g - lnm>.

I punkten u = v = 2 ger variabelsambandet

2=x+Iny,
2=x—Iny,

att motsvarande x, y-koordinater dr x = 2 och y = 1. Partialderivatorna blir da
g;(2a 2) =
9,(2,2) =

28 1(3 4+ In2) =1 +In2,

NI N
N[= N

28 1(4 —=In2) =1 —m2.

452a Berékna%omf(a:,y):xQ—I—yQ,u:x—y—ks/m—yochv:x—!—y.

Om vi betraktar f som en funktion av u,v-koordinaterna sa har vi

flu,v) = f(x(u,u%y(u,v)).
Med f menar vi alltsd f = f(u,v) i vinsterledet och f = f(x,y) i hogerledet.
Kedjeregeln ger att
of _ 9f 0O(z,y)

O(u,v)  O(x,y) O(u,v)’

Om vi anvander inverssambandet

d(x, A(u,v)\~
[“)Eu,zi_( ( )) 1



sa ger kedjeregeln alltsa att 455 Bestdm genom att inféra variablerna

AN u=(z+yle
<8f 8f) B <g g) or 0Oy v=(z—y)e,
u ov) \9z Oy v Ov w =z,
or 0y den allménna l6sningen till differentialekvationen
Ov ou , .,
~\ox Oy Ou dv  du v Ov ou
dr 0y Oy Ox Ox o
_9f 0u_ 0f O
= * 0z 9y 0y Ox . (* = ointressant)
@ @ B @ @ Nér vi byter koordinater till u,v,w ska vi omvandla alla uttryck i differential-
Ox Oy Oy Ox ekvationen till u, v, w-koordinater. Fran sambandet
f(xayvz) = f(u(xvya Z),’U(l',y, Z),U)(l’,y, Z))
Vi har diarmed att
ger kedjeregeln att
of ou  Of ou 1 1
%_ ajzrcagg+8;]y0833_2x.(12\/:1:—y>+2y.(1+2\/:1:—y) of _ of O(u, v, w)
gv Qudv Judv (1+ 1 )o1-(-1- I )1 O(x,y.2)  O(u,v,w) O(@,y,2)
Or dy Oy Ox 2yr—y 2yz—y q
V.S,
r+y
A iy ou du o
- 94 1 srty=v or Oy Oz
iy o7 05 of\_ (a5 a5 or\|oev o oo
or Oy 0z) \ou v Oow dxr Oy 0z
ow ow  dw
or Oy 0z
e e —(xtye*
_ <<9f of 5f> . 2 P
==X =L L e —e (x—y)e
Oou v Ow
0 0 1
:<g_2+a_fz a_f—z_a_fz
au < o oo ©

0 0 0
—a—i-(:c—i—y)e_z—l—%-(x—y)ez-i-a—i )



Differentialekvationen blir da
yfe +afy+ fL=y(fie™ + foe®) +x(fre™ = fre?)
+ (—fo-(@+ye >+ fi- (@ —y)e* + f,)
= (ye * + e — (z+y)e ?) f1 + (ve* — xe* + (x —y)e*) fi + [,
- f,=0

Differentialekvationen har dérfér 16sningarna

f(uvvvw) = g(um),

dér g dr en godtycklig deriverbar funktion. I x,y, z-koordinater blir 16sningarna

f(.T, Y, Z) = g((x + y)e_z, (.T — y)ez).

456a Transformera fo6ljande uttryck

dz .
. da z = z(z),

med variabelbytet z = u + u®.

Kedjeregeln ger att %_%d_u %(d—x)il—% #
Jeresein dr  dudz dul\du T du 1+ 3u2’

457b Transformera uttrycket
x z; +vy z;

T = rcosv,

med variabelbytet { .
y = rsinwv.

Vi skriver om partialderivatorna i uttrycket i r, v-koordinater med hjilp av ked-
jeregeln,

Na,y) 7 0O(rv) Oz,y)  O(r,v) \O(r,v)
or  dx\ "
= A . -1
] P ECAE ] ety
Y Y
or Ov
— (£ ) 1 rcosv rsinv
T " pcos? v+ rsin?e \ —sinv cosv
1
== (2.-rcosv—z,sinv 2. rsinv+ 2] cosv)
r
!/ ! !/ 1 :
& %y = 2 COSU — 2, —sinv,

!/ I / 1
Zy = 2, 81NV + 2, - Cos .
Uttrycket blir dérfor

1 . . . 1
xzl, +yz, =rcosv- (z/ cosv — 2! fsmv> +rsinwv - (z’ sinv + 2/ fcosv)
Y s ’Ur r vr

= (rcos® v+ rsinv)z. + (—cosv - sinv +sinwv - cosv) 2, = r 2.



461 Transformera foljande uttryck med angivet variabelbyte,

0%z 8%z 0z Oz r=u+v,
c) — —=— - —+=— =0,
oxr?  Oy? Ox Oy

y=u-—-uv,
n) 822'_’_8_2;; u=xcosa—ysina,
oz2  oy?’ v = zsina + ycosa.

c)  Viska skriva om uttrycken i u, v-koordinater. Med hjilp av kedjeregeln kan
vi uttryck sambanden mellan férsta ordningens partialderivator

0z _ 0z 3(u,v): 0z (8(x,y))*1
O(z,y)  O(u,v) I(z,y)  O(u,v) \d(u,v) ’
d.v.s.
or  dx\ !

(52 32)(82 82) ou v (az E)z)(l 1)_1
dr  dy) \ou v oy Oy \ou v 1 -1
du v

[0z Oz 1 -1 -1
_<8u av>1~(—1)—1.1(—1 1)

__1( 0z 0z 0z 82’)
"2 Tau e
o %:1<%+%>
Ox 2\ou Ov/’
%:1(%_%)
dy 2\ou v/’

Detta samband giller for alla kontinuerligt deriverbara z. Vi har dérfor
egentligen ett samband mellan deriveringsoperatorerna i x,y- och wu,v-
koordinater,

0 0
oz %(i*%)
1 0

=3 o

(5o~ 3e):

n)

Med de vanliga deriveringsreglerna far vi

Pz _ 9 9 _1(_ 2)1(2 3)
92 0x 0z 2 o) 2\ou " au/)”
_%22+23 ££+22%
o ou Ou  Ou Ov 3 ou  Ov Ov
— 4( 1! +2ZN +ZI/)
ou v
_1<ﬂﬁ_22_ﬁﬁ+ﬁﬁ)
“1\0udu Budv 0vou  ovov)®

= 1(2l, — 220, + 21,).

822_86 1(8 6)1(&_&)2

I de nya koordinaterna blir alltsa uttrycket lika med

0%z 0%z 0z 9z ,, " ,,
5 o T os T oy~ (2 H )

— 1z — 220, + 20,) — 2 (20 + 2,) + 2 (21, — 2,)

Vi hérleder forst operatorformler for deriveringar i de tva koordinatsyste-
men med hjilp av kedjeregeln,

0z 0z 0(u,v)
O(z,y)  I(u,v) O(z,y)

Ou Ou

- (g %)_<8z az) or 0y
oxr Oy ou Ov ov  Ov

dx y

[0z 0z cosa —sina
“\ou o sina  cosa

0z z
=<cosa a——i—sma-% —sina a——l—cosa 8_)
= %:cosa-%+sma %
or ou 0
0z 0z z
a—y——sma-a—i—cosa 8_



Operatorformlerna blir alltsa

0

e :cosaa +sina 5
2 = —sina — +cosa —
oy ou v’

Vi far nu att

0%z 0 . 0 0 . 0
@ = (cosaa—u +sina %) (cosa% +sina %)z
= (COSQa2 2 + cosa sina 2 g
ou Ou ou v
+sma cosa% % —|—sm2a% %)z
= cos?a 2!, +2cosasina 2., + sin’a 2,
02z . 0 0 ) 0 0
8—y2 = (—sma% + cosa a—@) (—sma% +cosa %>z
= (sinQa— — —sina cosa2 2
Ju Ou Ju v

A , 9 0
—cosa sina — — +cos“a — —)Z

v Ou ov Ov

"
vV

a2 . 7 s 2
= sin“a z,,, — 2cosasina z,, + sin“a z

vilket betyder att

2, + 2, = (cos’a + sin’a)z]], + (2cosasina — 2cosasina)zy,

2 2 "o "
+ (sm a + cos a) Zpy = Zuu T Zou-

501 Undersok om f har en differentierbar invers i nagon omgivning av punkten P om
b) f(mvy):(xyax+y) OChP:(1?71)7
d)  f(x,y) = (#* — y?, arctanzy) och P # (0,0).

En differentierbar funktion f &r lokalt inverterbar med differentierbar invers i
en punkt P omm (om och endast om) dess linjira del dr inverterbar i punkten,
d.v.s. om Jacobimatrisen

of
(z,y)

vilket dr detsamma som att

(P) &r inverterbar,

b) Vi har att

of of:
of | oz oy | (y x)
o) |of of |\ 1
or Oy
I punkten P = (1,—1) &r
of -1 1

Alltsa har f en differentierbar lokal invers i punkten P = (1, —1).
d) I detta fall blir Jacobimatrisen

oh of L
of | oz Ox ; xy
a(l‘, y) B 8f2 af2
di2 HJ2 1 2 1 2
92, Do + (zy) + (zy)
om dess determinant har virdet
of 2x —2y
det(m) = v
Y T+ (@)? 1+ (xy)?
22 —2y? 2(2? +y?)

Tl (wy)? 14 (ay)? 1+ (ay)?



som &r skild fran noll nér (x,y) # (0,0) (téljaren & summan av tva kvadra-
ter).

Funktionen f har alltsa en differentierbar lokal invers i alla punkter P #
(0,0).

505 Bestdm alla punkter P, for vilka det finns en omgivning av P, dir funktionen f
har en differentierbar invers, om

b)  f(z,y) = (zcosy,zsiny),
c)  f(z,y,2) = (zy,yz,x2).

Det finns en differentierbar lokal invers till f i en punkt P omm f:s linjéra del i

punkten &r inverterbar, d.v.s. omm Jacobimatrisen till f har determinanten skild
fran noll.

b)  Jacobimatrisen

on of

of | 0xr 0Oy | [ cosy —=zsiny

ox,y) | 0fa Ofs _<siny xcosy)
ox Oy

och determinanten blir

det(%) =

cosy —zsiny
siny  xcosy

‘ =zcos’y + xsin’y = .

Determinanten ar alltsa skild fran noll i alla punkter utom pa y-axeln.

Svaret blir att f har en differentierbar invers i en omgivning av alla punkter
utom de pa y-axeln.

c¢)  Determinanten av Jacobimatrisen &r

of oh o
or 0Oy 0Oz 0
Of \_| 0k 0fh Oh |_| {7
det(@(m,y,z)>7 dr oy 0z | 2 g z
Ofs 0fs 0fs
or 0Oy 0z

= {Sarrus regel } = yzx + zyz+0—-0—0— 0 = 2zyz.

Denna determinant &r skild fran noll 6verallt utom pa koordinatplanen.
Funktionen har alltsa en differentierbar invers i en omgivning av alla punk-
ter utom for punkter pa koordinatplanen x = 0, y = 0 eller z = 0.

506 Visa att funktionen

f- {u:m—i—ey

x
v=y—e€

dr lokalt inverterbar och berdkna de partiella derivatorna %, %, g—ﬁ och % svarande
mot punkten (x,y) = (0,0).

Berikna dven inversens Jacobimatris svarande mot denna punkt.

Vi borjar med att undersoka den lokala inverterbarheten. Funktionen f &r lokalt
inverterbar om determinanten av dess Jacobimatris &r nollskild,

ou on
0 B O(u,v)\ | 0x Jy | _ 1 e’ | oty
det(@(m,y)) N det(a(x7y)> | v v | ‘ —e” | TR

gy



Eftersom exponentialfunktionen alltid &dr positiv &r determinanten nollskild for
alla punkter i planet, d.v.s. f &r lokalt inverterbar &verallt.

u = u(z,y)
L m
P
y = y(u:v)

Partialderivatorna av =,y med avseende pa u, v, d.v.s. inversens partialderivator,
far vi enklast genom sambandet

oz,y) (G(U,U))*l (1 e ! B 1 1 —eY

Ou,v)  \d(z,y)/) — \—e* 1) —14etv\e® 1 )°
I punkten som svarar mot (z,y) = (0,0) (d.v.s. (u,v) = (1,—1)) antar denna
Jacobimatris for inversen vérdet

(9(x,y)(1 1) = 1 1 = /1 -1
O(u,v) 7 T 1400\ 1 )T 201 1 )¢

Ur matrisen kan vi ocksa avlidsa de sokta partialderivatornas virde i punkten

9z _ 4 9z _ 4
ou % Ov 2’
9y _ %W _
ou % ov %

509 Som synes ir (x,y) = (0,0) en losning till ekvationssystemet

e’ +xy+e¥ =2,
2 —z+y+y®=0.

Visa att i en tillridckligt liten omgivning av (0,0) finns det inte nagon annan 18sning.

Definiera funktionen

e +ay+eY
.f(xay)_ (x3x+y+y3>'

D& dr £(0,0) = (2,0)? precis som det star i uppgiftstexten.

I
2
Om vi lyckas visa att f &r lokalt inverterbar i (0,0), d& finns en omgivning
av (0,0) dér f &r 1:1. T den omgivningen finns da bara hogst en punkt som kan
avbildas pa (2,0), ndmligen (0,0). Detta betyder alltsa att ekvationssystemet
e’ +zy+e¥ =2,

@ —r+y+y’ =0,

endast har 16sningen (0,0) i den omgivningen.

Funktionen f dr lokalt inverterbar i (0,0) om determinanten av dess Jacobi-
matris i punkten &r nollskild. Vi har att

0 0
Aw,y) " fs  Ofs 322 =1 1+ 3y2
:‘ bl =24£0.
~1 1




Alltsa ar f lokalt inverterbar i punkten enligt inversa funktionssatsen, vilket
betyder att ekvationssystemet i en omgivning av (0,0) endast har (0,0) som
16sning.

518 En yta definieras genom ekvationen 3zyz— 2> = 10. Visa att det finns en omgivning
av punkten (1, 3,2) dér ytan kan uppfattas som en graf till en kontinuerligt deriverbar
funktion z = z(z,y). Bestdm 2 och z; i punkten (1, 3).

Definiera funktionen
f(z,y,2) = 3zyz — 2° — 10.

D4 #r ytan O-nivaytan till f. Vi kan se ytan som en funktionsyta z = z(z,y)
lokalt kring alla punkter dér ytans tangentplan inte &r lodrétt, d.v.s. dédr ytans
normalvektor V f inte &r horisontell. Vi har att gradienten till f &r

of of of
Vf= (%, 8—y7 %) = (3yz,3xz,3xy —3z2).

I punkten (1, 3,2) dr den lika med
Vf(1,3,2) = (3-3~273~1-2,3-1-3—3-22) = (18,6, —3).

Eftersom z-koordinaten #r skild fran noll &r V f(1,3,2) inte horisontell och ytan
ar ddrmed lokalt kring (1, 3,2) en funktionsyta z = z(x,y).
I en omgivning av (z,y) = (1,3) har vi alltsa att

f(a:, y, z(x, y)) =0.

(’=’ betyder att vinsterledet dr identiskt noll i omgivningen). Med kedjeregeln
far vi
of dxy.z) _
O(x,y,2) O(x,y) ’

vilket i komponentform blir

_(of of of
0 0=(53 5 o)

= (3yz 3xz 3xy — 322)

0
= (3yz + (Bzy — 3:%) &
(yz+(wy D lw
0z
& 3 3wy — 32%) —
et By —32%) O
0z
3 3vy — 32%) —
xz + (3zy z)ay
0z Yz
= _— =
or 22 —ay’
%_ xz
Oy 22—-uzy

I punkten (x,y) = (1,3) &r 2(1,3) =

Or O
Jdr Oy

Oy Oy

dr Oy

0z 0z

oxr Oy

1 0
0 1
0: 0z
oxr Oy
3z2 + (3zy — 322) o=

:O7

2 och partialderivatorna far virdena

0z 3-2

~Z(1.3) = —
(?x(’?)) 22 -1-3 6,
ox 1-2
@(1’3) I



521 Visa att ekvationssystemet

2e” —e¥ —e* =0,
ryz =1,

definierar i en omgivning av punkten (1,1, 1) precis tva kontinuerligt deriverbara funk-
tioner z = x(z) och y = y(z). Berdkna z'(1).

Satt
_(filz,y,2)\ (27 —e¥ — €7
Fle.y,2) = (f;(wyy,Z)) B ( zyz —1 )

Enligt implicita funktionssatsen kan vi skriva tva av variablerna x, y som funktion
av den tredje variabeln z lokalt kring alla punkter som uppfyller

of
I vart fall ar
on o
of \ | 0z Oy | | 2% —ev | « y
det(@(x,y)) = % % = ‘ ve x| 2xze” +yzeY,
oxr Oy

vilken i punkten (1,1,1) antar virdet

of
Nz, y)

det( (1,1))22-1~1-61+1~1-€1=36750.

Alltsa kan vi lokalt kring punkten (1,1,1) fran ekvationssystemet definiera = =
z(z) och y = y(z).
I niirheten av (1,1,1) dr didrmed

Kedjeregeln ger

of  0(x,y,2)

Nx,y,z) Oz =0

ox
on on o [ o
or Jdy 0z oy

<:> -
o, o on || o
dr Oy 0z 0z
9z
Oz
oo ” ; 0z
et —e¥ —e
& Iy | = (0)
yz Tz xy 9 0
1
Ox dy
& 2e" — —e¥ = =¢€”
“ 9. 9.
z (‘3_30 +xz @ =—-T
Y% 0z 9.
Cramers regel ger att
e —e¥
@ | —wy w2 _ xz2e® — xye?
0z | 26 —e¥ |  2xze® +yzey’
yz oz

och i punkten (z(1),y(1),1) = (1,1,1) &r

ox 1-1-el—1-1-¢t

25 ):2-1~1~el+1-1-e1*



528 Lat f(z,v,2) = xy?z>. Verifiera att det finns en omgivning av punkten (1, 1,1) dér
ekvationen z? + 3% + 22 — 3zyz = 0 definierar precis en kontinuerlig deriverbar funktion

a)

b)

z = z(x,y) och berdkna 83 f(x,y, z(:c,y)) i punkten (1, 1),
z

y = y(x, 2) och berikna % f(:c,y(w, z), z) i punkten (1,1).

Den 16sningsméngd som definieras av ekvationen
2?2+ 2 4+ 2% —3xyz=0

ar O-nivaytan till funktionen g(x, vy, 2) = 22 +y%+22 —32yz. Enligt implicita
funktionssatsen definierar ekvationen lokalt en funktion z = z(z,y) i de
punkter dir

@222—31@7&0.
0z
I punkten (1,1,1) &r
99
—(1,,1)=2-1-3-1-1=-1%#0
% 0,1,) +

varfor vi har z = z(z,y) lokalt kring (z,y) = (1,1). Med kedjeregeln
pa g(z,y, 2(z,y)) = 0 far vi
Oxr Oz
dx 0y
oy 20 A (00 0 00|00 O

0z 0z

8x8_y

= (2x —3yz 2y —3xz 22— 3xy)
% 0z
oxr 0Oy

= (23: —3yz+ (22 — 3my)% * )

0z  —2x+ 3yz

= =0
Ox 2z — 3zy

Partialderivatan i uppgiftstexten far vi med kedjeregeln

0 0 of 0z .
7f($,y,2(37,y)) = 7f + 7f = = ’yZZS +3$y222 . (

—2x + 3yz>
Oz  9r 9z Oz ’

2z — 3xy
I punkten (1:, y, z(x, y)) = (1,1,1) blir partialderivatans virde

—2-1—1—3-1-1)

g _ 12 13 L1.12.12.
[f @y, 2@ y)], oy =17 12431171 (2.1—3-1-1

or
+1 B

=1+3- —2.

Med implicita funktionssatsen far vi att ekvationen
gz, y,2) =2 +9y° + 22 = 3xyz =0
definierar lokalt en funktion y = y(x, z) kring punkten P = (1,1,1) om

99

P) =2y —
5‘y() Yy — 312

=2-1-3-1-1=-1#0.

r=y=2=1

Om vi deriverar

9(z,y(z,2),2) =0
med kedjeregeln fas

99  O(x,y,2) _

0(z,y,2z) O(z,2) 0
oxr Oz
or 0z
dg 09 0g\ | dy 0y
o o=(x o #)|e >
0z 0z
or 0z
1 0
:(2x—3yz 2y — 3zz 22—3:163/) % @
or 0z
0 1



= <2m —3yz + (2y — 3xz)g—i * )

Oy  —2x+3yz

= = .
Ox 2y — 3xz

Vi far nu med kedjeregeln att

0 of of oy 9 3 3 —2z 4+ 3yz
J— = — —_— = 2 —_—
axf(x,y(m,z),z) Ox + Oy Ox ya A sryz 2y — 3zz
I punkten (a:, y(x, z), z) = (1,1,1) far derivatan virdet
—-2-1+3-1-1
- =12.13+92.1.7.13. 2~ +% - -
E) f(sr:,y(a?,z),z) R + 2:-1—-3-1-1




Avsnitt 6, Egenvirden och egenvektorer

W501 Vilka av foljande matriser r ortogonala?

1 1 -1
b) 0 2 1 ],
1 -1 1
a1 1
V3 V2 V6
d) I e
V3 V2 NG
1 0 -2
V3 NG
En matris
a11 a12 A1n
‘ ‘ ‘ a1 az2 - A2
A= a, a--- Qap = .
‘ ‘ ‘ Am1 Am?2 e Amn

dr en ortogonal matris om dess kolumner bildar en ON-bas fér rummet, d.v.s. om

e kolumnvektorerna har lingd 1,
la;|>=a;-a; =1 fori=1,2,...,n,och
e kolumnvektorerna #r sinsemellan ortogonala (vinkelrita),
a;-a; =0 fori#j.

Dessa villkor kan sammanfattas med féljande matrismultiplikationsvillkor

—a ]
AA = . a; az--- a,
70/77,
a;-a; ai-ay - aj-a, 1 0 0
as-a; Qas-Qas -+ Q- ap 0 1 0
= = :E.
a, - a a, - as e a, - ap, O O .. 1

Vi undersoker alltsa om matrisen uppfyller A’A = E. Notera att matrisen A’A
alltid blir symmetrisk (a;-a; = a; - a;) sa vi behover bara rédkna ut ena triangel-

halvan av matrisprodukten.

Vi far
1 0 1 1 1 -1 2
1 2 -1 0 2 1 | = #+ E.
-1 1 1 1 -1 1

Redan forsta produktelementet avslojar att matrisen inte &r en ortogonal
matris.

Vi far
L L L 4 1 L
V3 V3 V3 V3 V2 V6 1 0 0
_1 L 0 1 L I 10
V2 V2 V3 V2 V6 -
i 1 2 1 0 2 1
V6 NG NG V3 V6

Alltsa &r matrisen en ortogonal matris.

W502c Bestiam de ingaende parametrarna sa att matrisen

3
y 3

blir ortogonal.

Villkoret fér att en matris A &r ortogonal dr A'A = E. I vart fall blir produkten
i vansterledet

3 3] 9 2 :
r 5/ \Y 3 25t

Denna produkt ar lika med enhetsmatrisen om

L= Y-wty=0, F+f=1 & a

Il
<
Il
H-
[SAFN



‘W503 Berikna inverserna till matriserna

/N
ot
Slo &l

5 12
13

_12 ’
13

1
1 1 1
V3 V2 NG
1 1 1
V3 V2 V6
1 0 —=
V3 NG

Eftersom matrisen dr 2 x 2 har vi en minnesregel for inversen: 1 delat
med determinanten framfér matrisen, diagonalelementen byter plats och
de andra tva elementen byter tecken. Alltsa,

5 -1 5 _12 5 _12

13 _ 1 13 ) [ 13 13
12 _i.i_g.(_g) 12 5 ]| 12 5 |

13 13 13 13 13 13 13 13 13

T uppgift 501d visade vi att matrisen &r ortogonal. For en ortogonal matris A
giller att

Sl &l

A'A=AA'=FE

s& inversmatrisen till A dr A*. For var matris giller alltsa

-1

ks sk

o o8

She s s
|

Sk s s

S shsb

s o g

W505¢ Bestdm parametrarna sa att matrisen

I uppgift 502c visade vi att matrisen dr ortogonal om

@ glw
SIS

blir ortogonal med determinant +1.

[SAF

x:y:—i—% eller z=y=-—

For dessa tva fall blir determinanten

3 4
e ARG R R
5 5
_3 _4
e ARG IR BRI

Inga parametervirden ger alltsa determinant +1.

Anm. Determinant +1 svarar mot att kolumnvektorerna bildar en hégerhédnt ON-bas,
medan determinant —1 svarar mot en vinsterhint ON-bas.

W517 Bestam alla egenvirden och motsvarande normerade egenvektorer till foljande
matriser

SR
) (f i)

Det egenrum till matrisen A som svarar mot egenvirdet A bestar av alla vekto-
rer  som uppfyller

Az = \x.



Egenvirdena till matrisen A far vi som rotter till sekularekvationen
det(A — AE) =0.
Losningsgangen blir alltsa:
1. Bestdm egenvirdena till A med sekularekvationen.

2. For varje egenvéirde A bestdmmer vi motsvarande egenrum genom att 16sa
ekvationen Ax = A\x.

Vi 16ser nu deluppgifterna.

2 12

b) MedA( 1. s

> blir sekularekvationen

det(A — AE) = = (2= N)(=5-A\) —(~12)-1

2\ —12
1 —5-2A
=X 432+2=0 VAN A=—2 eller A= —1.

Egenvérdena &r alltsa A = —2 och A = —1.

Vi bestdmmer nu egenrummen som hor till respektive egenvérde.

A= —2: Egenrummet bestar av alla vektorer & som uppfyller ekvatio-
nen (A — (—=2)E)x = 0. Skriver vi detta ekvationssystem med
ett rdkneschema fas

4 —12 0
1 -3 0

Gausseliminering ger

LS )t
[0 0]

Losningen ar

(5) - <3tt) =t G) (t parameter).

Egenrummet bestar alltsa av linjen med riktning (3,1) som gar
genom origo.

Denna linje ( = egenrummet)
bevaras under transformationen
som har matris A

N

Alla vektorer i egenrummet kallas for egenvektorer, och det finns
tva egenvektorer med léngd 1,

(3,1)

3 3 1
+ ==+ =4 .
GOl “vare e )
A= —1: Vi far egenrummet som alla vektorer & som uppfyller ekvatio-

nen (A — (—1)E)z = 0. Vi gausseliminerar

)80 -
']

—
— w
|
[ I——
= DN

—
o =

|
S =~

Losningen ar parameterlinjen

(5) - <4tt) =t G) (t parameter).



Denna linje ( = egenrummet)
bevaras under transformationen
som har matris A

\
7

Normerade egenvektorer ar

4y, @y

4 1
e~ fvere - = om e

Svaret &r alltsa att egenvirdena dr —2 och —1 med motsvarande normerade
egenvektorer :t(\/il_o, \/#1_0) respektive i(%, \/%)

+

d)  Sekularekvationen blir

det(A—)\E):’Q_)\ 3 ’

VR =(2-N4-)) -3
=X —6\A+5=0 o= A=1 eller A=5.

Vi bestdmmer nu egenrummen som svarar mot egenvérdena.

A=1 Egenrummet ges av alla 1osningar till ekvationssystemet
(A —1E)x = 0. Vi gausseliminerar,

13 0 39
1 3 0
[ : ]
och 16sningen &r

(G)=C)=(7)

[t
w

o
o
o

(t parameter).

\
7

8en ry D]Q]et

De normerade egenvektorerna &r

(-3,1) (=3,1) B
RS e sl

Egenvektorerna #r losningar till (A — 5E)x = 0,
N
o )6

(t parameter).

L 5)

I
=
;‘w

—
[
|
S =
oS O

d.v.s. egenvektorer ar

(-0

Normerade egenvektorer &r

(1,1)

+ -+ (171) zzlz(i L)
(L, 1) V12412 Var vl



W518 Bestdm alla egenvirden och motsvarande normerade egenvektorer till foljande
matriser

0 —
b) 4
0
1
d) )
—6

b)  Egenvirdena #r rotter till sekularekvationen,

o U OB W
|
—
NS
N——

- -3 5
det(A—AE)=| —4 4—-X =10
0 0 4— X
. N -\ =3
= { Kofaktorutveckling lings rad 3} = (4 — \) 44—

=@-N(-A4-XN)-12) =4-N)(N—-4r-12) =0
= A=-=2, A=4 eller A=6.
Till varje egenvérde finns ett egenrum.

A = —2: Egenvektorerna #r 1dsningar till (A — (—2)E)z = 0. Gausselimi-

nering ger
(2 3 5 0 ‘S@@
—4 6 -10 0 ~ -
L 00 6 0 )@
( 1 _% g 0\
0 0 0 0 li ~
L 00 1 0 )3
(1 -3 0 0 )
0o 0 1 0
L 0 0 o0 0

Egenvektorerna dr ddrmed

x 3t 3
yl=12t]=¢t12], (t parameter).
z 0 0

Egenvektorerna &r losningar till (A—4E)x = 0. Gausseliminering
ger

(-4 -3 5 0 ’S)

—4 0 -10 0 ~
L 0 0 0 0 J
( 3 5 )

D 0

0 3 -15 o |[DHG ~
L 0 0 0 0 )
(1 0 3 0 )

0 1 -5 0
L 0 0 0 0 )

Egenvektorerna ér déarfor

T —5t -5
yl=1|(10t]=¢t]10 (t parameter).
z 2t 2

Egenvektorerna ér losningar till (A—6E)x = 0. Gausseliminering

ger
(6 -3 5 0 \53
4 =2 —10 0 ~
©)

_8 0
[ 0 1 0)§N

o
o
|
N
o

o
o O NI
|
|5
(@)



1 % 0 0 de enda mdjliga heltalsrotterna dr £1, £3, £9, +£27. Av dessa visar sig —3
0 0 1 0 och 43 vara rotter. Enligt faktorsatsen kan sekularekvationen da skrivas
0 0 0 0 N3N N+ 2T = (A +3) (A= 3)(A - A),
Egenvektorerna dr darfor dér A ar den tredje roten. Stoppar vi in A = 0 i sambandet fas
T —t -1
yl=12t|=¢t1] 2 (t parameter). 21=3-(=3)- (=4 At A=3.
z 0 0

Egenvirdena &r alltsd A = —3 och A = 3 (dubbelrot).

De normerade egenvektorerna &r . i . i i
Vi bestdmmer nu egenvektorerna till respektive egenvérde.

A= o ¢ 320 0 (3,20 (2.2 0)
(3,2,0)] V32422402 VI3 V13T A = —3: Egenvektorerna #r ldsningar till (A — (=3)E)x = 0. Gausselimi-
(—5,10,2) (—5,10,2) 1 nering ger
A=4 o+ — 4 —+ 1 (-510,2),
(o] S v 5102 ( \
g 2 CRRO (1200 42 -2 |0 %9
o [(=1,2,0)  ~—/(-12+22+02 = V&Vl 2 8 -9 0 ~
. L —6 6 0 0 J
A ( \
1 3 -3 0
0o 9 -3 0 9 ~
L 0 9 =3 0 )
%- 15 -3 0 E@
1
x L 0 0 0 0 J
(1 0 -1 0 )
Egenvirdena ges av sekularekvationen, 0 1 0
3
1—A 2 -2
0
det(A—ME)=| -2 5-A -2 |=... (0 00 )

—6 6 -3-A

3 5 Egenvektorerna dr darfor
== A7 3N+ 9N =27 =0.

Forslagsvis 16ser vi ekvationen genom att gissa heltalsrotter. Eftersom po- z ¢ 1
lynomekvationen har heltalskoefficienter och den ledande termen har ko- vyl = th =t é ’ (t parameter).
z

efficient 1 sa maste eventuella heltalsrotter dela konstanttermen 27, d.v.s.



A=3: Egenvektorerna &r losningar till (A—3E)x = 0. Gausseliminering
ger
(2 2 2 0 ) S) @)
-2 2 =2 0 ~
L —6 6 —6 0 J
(1 -1 1 0 )
0 0 0 0
L 0 0 0 0 J

T s—t 1 -1
y| = s =s| 1 |+t 0 |, (s,tparametrar).
1 t 0 1

Egenrummet &r alltsa ett plan som spédnns upp av (1,1,0)

och (—1,0,1).
/ Qg%%lz;
] |
x

> N

/\

Normerade egenvektorer ar

(1,1,3) (1,1,3) o,
=3+ = —4( L 1 3

(1,1,0) (1,1,0) o
Lol tverere v v
(=1,0,1) (~1,0,1) o
- =+ = __a07_ .
[CLo.nl ~ S eprrere - SVt v)
W519

<)

Q)

Bevisa att om \ dr ett egenvirde till matrisen A, sa dr A + p ett egenvérde till
matrisen A + pFE, dir E &r enhetsmatrisen av samma typ som A.

Bevisa att om X #r ett egenvirde till matrisen A, sa #r A2 ett egenvirde till
matrisen A2

Eftersom A dr ett egenvérde till matrisen A sa finns en vektor & # 0 sa att
Ax = Ax.

Da géller att matrisen A 4+ pFE uppfyller

(A+ puB)yxr = Az + pEx = \e + px = (A + p)x.

Alltsa har A + pu E egenviirdet A + p, med samma egenvektor .

Om egenvirdet A har egenvektorn x # 0, d.v.s.
Ax = \x,

da ar

A’x = AAx = Adx = )\ Ax = M = \x.

vilket visar att A% har egenvirdet \2.



W521 Bestdm egenvirdena och tva ortogonala och normerade egenvektorer till foljande
matriser

v (07)
o (5 7)

Vi bestdmmer egenvirden och egenvektorer pa det vanliga séttet.

b)  Egenvirdena ges av sekularekvationen
—2—-A 2

2 1—A
=N4+A-6=0 &

det(A — \E) = =(-2-XN)1-X—-2-2
A=—-3 eller A=2.

Egenvérdena &r alltsa A = —3 och A = 2.

Vi bestdmmer nu motsvarande egenvektorer.

A = —3: Egenvektorerna #r ldsningar till (A — (=3)E)x = 0. Gausselimi-
nering ger

Egenvektorerna ér déarfor

()=C)=(7)

A=2: Egenvektorerna &r 16sningar till (A - 2E)a: = 0. Gausselimina-

2V oet -

(t parameter).

Egenvektorerna dr darfor

r\ _[(t\ _ ‘ 1
y)  \2t) " \2
Eftersom matrisen dr symmetrisk ger spektralsatsen att egenrummen ar

ortogonala, sa for att bestdmma tva ortogonala och normerade egenvektorer
racker det att vi viljer en normerad vektor ur varje egenrum,

(t parameter).

(7251) —(_2 1 oc (172) (L 2
i) = Cveve) o gy = (B we)
d)  Sekularekvationen blir
det(A — \E) = 8__6A 17__6A =(8-=X)(17— ) — (—6) - (—6)

=X —-250+100=0 o A=5 eller \=20.

Vi har alltsa egenviardena A = 5 och A = 20.

Vi bestdmmer motsvarande egenvektorer.

A =5 Egenvektorerna dr losningar till (A—5F)x = 0. Gausseliminering
ger
0 S@ ®
0
1 -2 0
0 0 0
Egenvektorerna dr darfor

(f/) - <2tt> =t G) ., (t parameter).




A =20: Egenvektorerna dr losningar till (A — 20E)x = 0. Gausselimine-
ring ger
-12 -6 0 5
oo | o )oe

0
0
Egenvektorerna &r alltsa

<:§> - <;> =1 ( _; > ; (t parameter).

Vi har &ven i detta fall en symmetrisk matris, sa spektralsatsen ger att
egenvektorer fran olika egenrum dr ortogonala. Vi behover alltsa bara vilja
en normerad egenvektor ur respektive rum sa #r de ortogonala,

—
o
[=JNNIES

) och b2 (2

ot

W522 Bestidm egenvirdena och tre parvis ortogonala och normerade egenvektorer till
foljande matriser

1 2 0
b) 2 2 -2 |,
0 -2 3
2 2 -2
d) 2 -1 4 |.
-2 4 -1

b)  Egenvirdena ges av sekularekvationen

1—X 2 0
det(A—AE)=| 2 2-Xx -2 |=...
0 -2 3-2A

=N 46X -31—-10=0.

Gissning ger rotterna Ay = —1, Ay = 2 och A3 = 5. Till varje egenvéirde
finns motsvarande egenrum.

A =—1: Egenvektorerna #r 1dsningar till (A — (—1)E)x = 0. Gausselimi-

nering ger
[ 2 2 0 0 ) S)@
2 3 =2 0 ~

L0 2 4 0
(1 1 0 0 )
L0 2 4 0
(1 0 2 0 )
0 1 -2 0
Lo 0 0 0

Egenvektorerna dr darfor

z —2t -2
yl=1| 2t | =¢ 2 1, (t parameter).
z t 1



A=2:

A =05

Egenvektorerna &r losningar till (A—2E)x = 0. Gausseliminering

ger

(1 2 0 0’9}@

2 0 -2 0 ~
Lo 2 1 0

(1 —2 0 0 )

Lo 2 1 0

(1 0 -1 0 )

0o 1 -3 0

Lo 0 0 0

T 2t 2
yl=(t]=t]1], (t parameter).
z 2t 2

Egenvektorerna ér losningar till (A—5E)x = 0. Gausseliminering
ger

(4 2 0 0‘9}

2 -3 -2 0 ~
L 0 2 -2 0
(1 -1 o 0 )

o 22 | o @ -
L0 2 -2 0
(1 o0 1 0 )

0 1 1 0
Lo 0 o 0

Egenvektorerna dr darfor

T —t -1
yl=|-2t|=t| -2 |, (t parameter).
z 2t 2

Eftersom matrisen &r symmetrisk ger spektralsatsen att egenrummen &r
ortogonala, sa for att bestdmma tre ortogonala normerade egenvektorer
riacker det att vilja en normerad vektor fran respektive egenrum,

(_27271) 2 21 (2’1a2) 2 1 2
_(_2 21 ebha) 212 h
1(=2,2,1)]] (=5:5:3) 12,1,2)]] (3:3:3)  oc
1(=1,-2,2)] 89
Vi bestdmmer egenvirdena med sekularekvationen
2— A 2 -2
det(A — A\E) = 2 —1-2) 4 ...
-2 4 —1-A

= =N 4 2TA =54 =0.

Gissning ger rotterna A = —6 och A\ = 3, och enligt faktorsatsen kan poly-
nomet da skrivas som

—A3 27X =54 = — (A +6) (A — 3) (A — A),
dér A ar den tredje roten. Stoppar vi in A = 0 i sambandet fas
—54=—-6-(-3) - (—A) & A=3.

Egenvirdena ér alltsd A = —6 och A = 3 (dubbelrot).

Vi bestdmmer nu egenvektorerna.

A= —6: Egenvektorerna #r lésningar till (A — (—6)E)x = 0. Gausselimi-
nering ger
8 2 -2 0 5
2 51| o @ -
-2 4 5 0



(1 3 2 0 )
0 —-18 -18 0 é) 5 ~
L0 9 9 0
( 5 )
1 5 2 0
0 1 1 0 ~
[ 0 0 0 0 )
( 1 )
1 0 —3 0
0 1 1 0
L 0 0 0 0 J
Egenvektorerna dr darfor
T t 1
yl=|-2t|=t| -2 |, (t parameter).
z 2t 2
A=3 Egenvektorerna ér 16sningar till (A—3FE)x = 0. Gausseliminering
ger
(-1 2 -2 0 ) Sz) S
2 -4 4 0 ~
{ -2 4 —4 0 )
(1 2 2 0 )
0 0 0 0
L 0 0 0 0 J
Egenvektorerna &r
z 25 —2¢ 2 -2
y| = s =s 1]+t 0 |, (s,tparametrar).
z t 0 1

Vi ska nu vilja tre ortogonala normerade egenvektorer. Eftersom egenrum-
met som hor till A = —6 &r en-dimensionellt och egenrummet som hor

till A = 3 &r tva-dimensionellt viljer vi en egenvektor fran férsta rummet
(1,-2,2),
och tva egenvektorer fran andra rummet
(2,1,0) och (—2,0,1).

Att matrisen &r symmetrisk garanterar att (1, —2,2) dr vinkelréit mot egen-
rummet som (2,1,0) och (—2,0,1) spénner upp. Déremot behover in-
te (2,1,0) och (—2,0,1), som tillhér samma egenrum, nodviindigtvis vara
ortogonala. For att f4 tva ortogonala vektorer i egenrummet ersitter vi
vektorn (—2,0,1) med dess komposant vinkelrdtt mot (2, 1,0).

(_270a ]-)
Komposant L
mot (2,1,0) ,:\ (27170)
Den vinkelrdta komposanten blir
(_27 0, 1) ) (27 ]-a O)
(727031) - (23170)
1(2,1,0)]12
—44+0+0 9 4
=(-2,0,1) — Pz 02 (2,1,0) = (—%,%,1).

De tva vektorerna (2,1,0) och (—%, %, 1) ar alltsa ortogonala och spanner
upp egenrummet med egenvardet \ = 3.

Vi har nu tre ortogonala egenvektorer. Om vi normerar dem far vi svaret

2,4,5) (—2,4,5)

=(——2_ _4_  _5_
2,4,5)] (—2)2 + 42 + 52 = 3\/573\/5’3\/5)'

(1,-2,2) _ (1,-2,2) BT
(1, —2,2)] 12+ (—2)2 + 22 3: 73 3)
(21,00 (21,0 (2.1
1(2,1,0)| 22102 VB VB

(

(



W524b Bestdm en matris P sddan att P*AP blir en diagonalmatris D, samt ange D

da
-2 2
(22,

Ortogonal diagonalisering av en symmetrisk matris A &r egentligen att vi ut-
trycker den linjdra transformation som har A som matris i sin ortonormerade
egenvektorbas vy, vy (basen bestaende av A:s ortonormerade egenvektorer). I
egenvektorbasen har ndmligen transformationen matrisen

_ (M
p=(* ),

dér A; och Ay ar A:s egenvirden, och sambandet mellan transformationens tva
matriser A och D &r

A=PDP,

dér P dr basbytesmatrisen fran egenvektorbasen till standardbasen och ges av

I korthet gar alltsa en ortogonal diagonalisering till som foljer:

1. Bestdm egenvéarden A, Ay och motsvarande ortonormala egenvektorer v,
vo till matrisen A.

2. Bilda matrisen

D& dr A = PDP! dir

Fran uppgift 521b far vi att matrisen A har egenviirdena A\; = —3 och Ay = 2.

Motsvarande ortonormerade egenvektorer &r v, = (—%, %) respektive vy, =
12
(5 ve)
Basbytesmatrisen blir darfor
2 1
_ NERVA
Vb V5

och diagonalmatrisen blir

!

I
—

|
o w

N O
N—

Diagonaliseringen blir alltsa
-2 2 - -3 0 -
2 1) 0 2 NG

Anm. Notera att egenvirdena i diagonalmatrisen dr i samma ordning som motsvarande
egenvektorer radas upp i P-matrisen. Hade vi istéllet valt

L2
Vi VB

Sk s
Sho s

Sl Sl
~—




W525 Bestdm en ortogonalmatris P sidan att P!AP blir en diagonalmatris D, samt Diagonaliseringen av A lyder alltsd, A = PDP?, d.v.s.
ange D da A &r matrisen

2 2 1 2 2 1
L e o 12 0 -5 3 3 -0 0N /-5 3 3
w222 R I R I R I
0 -2 3 1 2 2 1 2 2
0 -2 3 3 3 3 0 0 5 ~3 —3 3
7 4 4
e) 4 1 -8 |. e) Vi maste forst bestimma egenvirden och egenvektorer till A. Egenvérdena
4 —8 1 ar rotter till sekularekvationen
T—A 4 4
det(A — \E) = 4 1-Xx =8 =
Matrisen P #r basbytesmatrisen fran egenvektorbasen till standardbasen och ges 4 -8 1-A
av = =X 9N 81N - T29 =0 & A=-9 och A=09 (dubbelrot).
‘ ‘ ‘ Vi riknar ut motsvarande egenvektorer.
P=1 v v v |, A= —9: Egenvektorerna &r ldsningar till (A — (—9)E)x = 0. Gausselimi-
‘ ‘ ‘ nering ger
dér vq, vo, v3 ar tre ortonormerade egenvektorer till matrisen A. Diagonalmatri- ( 16 4 4 0 ) 5
sen blir da 4 10 -8 0 ~
AL 4 -8 10 0
D= A : . 7
A (1 3 2 0 )
dar A1, Ao, A3 dr egenvirdena som hor till egenvektorerna v, vo respektive vs. 0 —36 36 0 ~
b) Vi har redan riknat ut egenviirden och egenvektorer i uppgift 522b, \ 0 -18 18 0 ),
( 5 )
M=-1, XA=2 och \;=05, r 5 =2 0
0 1 -1 0 ~
och
0 0 0 0
_(_2 21 \ J
vi=(-%%3) 7 N
1
2 1 2 1 0 2 0
va=(55,3), samt
0 1 -1 0
vi=(--33)
L 0 0 0 0 J

Matriserna P och D blir

-3 3 3 -1 0 0 v —t -1
P= % 4 _% och D= 0o 2 0 yl=12t]=t 2 1, (t parameter).
% % % 0 0 5 z 2t 2



A=0 Egenvektorerna &r losningar till (A—9E)x = 0. Gausseliminering
ger
(2 4 4 0 ) S@ @
4 -8 =8 0 ~
L 4 -8 =8 0 J
(1 2 2 0 )
0 0
L 0 0 0 0 J

Egenvektorerna dr alltsa

T 254+ 2t 2 2
y| = s =s |1+t |0}, (s, t parametrar).
z t 0 1

Vi har en symmetrisk matris sa egenrummen &r ortogonala. Vill vi darfor
vélja tre ortonormala egenvektorer behover vi bara ordna med ortogonali-
teten mellan vektorer inom samma egenrum.

Fran egenrummet som svarar mot A = —9 far egenvektorn

(—1’2a2) (—1,2,2) _ (_
(L2 2 ie

Egenrummet som svarar mot A = 9 spanns upp av tva vektorer

(V1IN

).

2
53

Wl

(2,1,0) och (2,0,1).

For att fa tva ortogonala egenvektorer ersitter vi vektorn (2, 1,0) med dess
komposant vinkelritt mot (2, 1,0),

(2,0,1)

A (2,1,0)

(2,0,1) - (2,1,0)

(2,0,1) — (2,1,0)
1(2,1,0)]1?
2:240-141-0
=(2,0,1) — 2,1,0
(7 ’ ) 22+12+02 (7 ) )

=201 - (550 = (5 -51)

Tva ortonormala egenvektorer i egenrummet dr alltsa

(21 L, 0) 2 1 (27 —4, 5) 2 4 5
—_— = | ==, —= h —_ = — =
jeton ~ e ve? ot ey = e e as)
Basbytesmatrisen P kan vi alltsa vilja som
_1 2 2
3 V5 3v5
p_| 2z L __4
- 3 V5 3v5
2 0 _5_
3 3v5
Da blir diagonalmatrisen
-9 0 0
D= 0 9 0
0 0 9
och diagonaliseringen lyder
7 4 4
4 1 -8
4 -8 1
1 2 2 1 2 2
3B ss )72 00 333
2 1 4 2 1
=| 3 ¥ "5 09 0 s
2 5 2 4 5
s 0 35 00 9/ \ 355 "55 5



W526 Den symmetriska matrisen A har egenvektorerna (1,2,1), (1,0,—1)
och (1,—1,1), som hor till egenviirdena 1, 3 respektive 4. Bestdm A.

Eftersom matrisen A dr symmetrisk &r den ortogonalt diagonaliserbar
A=PDP!,

dér matrisen P bestar av ortonormerade egenvektorer till A och diagonalmatri-
sen D av A:s egenvirden.
Normerar vi de tre egenvektorerna

(1,2,1) (1,2, (L2,

|\(1 2,1 vizy22 412 67 V67 V67
(1,0,-1) (1,0,-1) —(L,0,—1),
H(170 =1l 2402+ (—1)2 V27 V2
(la_Ll) (17_151) _ (L 1 L)
H(L_l’l)” 124 (-1)2+12 VEARVEARER

far vi tre ortonormerade egenvektorer (eftersom A &r symmetrisk dr de ortogo-
nala) och P siitter vi till

1 1 1
V6 V2 V3
2 1
P=1 7 0 ~5
1 1 1
V6 V2 V3
I diagonaliseringen blir da
1
D= 3
4
Vi far att A ar
A= PDP!
11 1 1 0 0 1 2 1
V6 V2 V3 V6 V6 NG
2 1 1 1
=l % Y = 03 0ff 5 0 —35
1 1 1 0 0 4 I 1
NG V2 V3 V3 V3 V3
1 1 1 1 2 1 3 1 0
NG V2 V3 V6 V6 V6
2 1 3 3
=| 5 0 -5 7 0 -5 |= -1 2 -1
1 1 1 4 4 4 0 -1 3
V6 V2 V3 V3 V3 V3

W527 Berikning av matrispotenser. Man kan beriikna en potens A® av en symmetrisk
matris A for ett godtyckligt positivt heltal k, d.v.s. produkten AA---A av k fakto-
rer A, pa foljande sitt: Diagonalisera férst A med hjilp av en lamplig ortogonalmatris:
P'AP = D. Hirav foljer, eftersom P~! = P! att A = PDP'. D4 ar A2 = AA =
(PDP')(PDP') = (PD)(P'P)(DP') = (PD)E(DP') = PDDP' = PD?P". Allméint
far man p& samma sitt att A¥ = PD*P?. Matrisen D* beriknas l4tt: man finner att

(A 0
p=(% 2

2 (M 0N/ 0\ /A o
= D_(o A2>(0 )\2>_<0 A3

Moo
pE— (M
= ( 0 A’;)
for godtyckligt positivt heltal k.
b) Berikna A" for godtyckligt positivt heltal k, da A &r matrisen

-1 2 0
A= 2 0o -2 .
0 -2 1

Ange speciellt A?™ och A?" 1!,
c) Berdkna A%" och A*"! da

b)  Om vi ska anvinda metoden i uppgiftstexten maste vi forst ortogonalt
diagonalisera A. Det forsta steget dr att bestdmma egenvirden och egen-
vektorer till A.

Egenvirdena &r rotter till sekularekvationen
-1-Xx 2 0

det(A—AE)=| 2 —Xx -2
0 -2 1-2A

& A=-3, A=0 eller A=3.

=-X4+90=0

Vi bestdmmer motsvarande egenvektorer.



A = —3: Egenvektorerna #r l6sningar till (4 — (—3)E)x = 0. Vi Gausse-

liminerar
(2 2 0 0 ’9@
9 3 —9 0
L0 2 4 0
(1 1 0 0 )
o1 | @ .
L0 2 4 0
(1 0 2 0 )
0 1 -2 0
Lo 0 0 0

T —2t -2
yl=1 2t | =¢ 2 (t parameter).
z t 1

A=0:  Egenvektorerna dr losningar till (A — 0 E)z = 0. Vi Gausselimi-

nerar

(1 2 0 0‘9}@

2 0 -2 0 ~
L0 2 1 0

(1 2 0 0 )

L0 2 1 0

(1 0 -1 0 )

0o 1 -3 0

Lo 0 0 0

Egenvektorerna ar alltsa

z 2t 2
yl=(t]=¢t[1], (t parameter).
z 2t 2

A=3:  Egenvektorerna &r losningar till (A — 3F)x = 0. Vi Gausselimi-

nerar
(—4 2 0 0 ) 3
: 52 | o ool -
| 0 -2 -2 0 )
(1 -2 1 0 )
o | 0RO
\ 0o -2 =2 0 J
4 1 3
1 0 5 0
0 1 1 0
L 0 0 0 0 J
Egenvektorerna &r alltsa
T —t -1
yl=|-2t|=t| -2 |, (t parameter).
z 2t 2

Eftersom matrisen dr symmetrisk och egenrummen ar en-dimensionella far
vi en ortonormerad egenvektorbas genom att vilja en normerad vektor fran
varje egenrum,

( 2 2 1) _ <_2a271) _ 2 2 1)
[C22 0]~ Vi rear o)

(a ) ) (2’152) :(212)

12, 1,2)] ~ V2r1zro2 ‘3330

( 17_2 2) _ (_17_252) _( 1 2 2)
1(=1,-2,2)[  \/(—1)Z+(=2)2+22 = % %3V



Basbytesmatrisen P blir

_2 2 _1
3 3 3
2 1 2
P=| 35 3 -3
12z 2
3 3 3
och diagonaliseringen éar
2 2 1 2 2 1
-3 3 ~3 -3 0 0 5 35 3
A=PDP' = 2 1 -2 0 0 0 2 1 ¢
I B PANUIN VAT N
Potensmatrisen blir nu
Ak = pDF P!
2 2 1 k 2 2 1
~3 3 3 (=3) 0 0 “3 3 3
- 3 32 N
I R A A
T e AW (o LRI
2 1 2 2 nk 1 nk 2 nk
= R 20 10 20
3 3 3 3 3 3
T VAN L L £
$(=3)F+04+ 53 —5(=3)"+0+23" —Z(-3)F+0- 23
= —5(=3)*+0+23" (-3 +0+33"F 2(-3)"+0- 33"
—2(-3)F+0-23F  Z2(=3)"+0-53" F(-3)F+0+353"
L+4(-1)F  2—4(-1)F —2-2(-1)k
= 3h2 2—4(—1)F  44+4(-1F —442(-1)F
—2-2(-1F —4+2(-1)* 4+1(-1)F

Nir k = 2n = jamnt helta dr (—1)F = +1 och vi far

A2n _ 32n—2

5 —2 -4
—2 8 -2
-4 =2 5

Nir k = 2n + 1 = udda heltal &r (—1)* = —1 och vi far

-3 6 0
APl = g2n—l 6 0 —6 |=3"A
0 -6 3
T uppgift 525e diagonaliserade vi matrisen A,
7T 4 4
4 1 -8
4 -8 1
1 2 2 1 2
5 V5 3 - 00 R
_ 2 1 4 0 9 0 2
= 3. V5 3B VRV
2 5 2 4
s 0 35 00 9/ \ 355 "3
Potenser av A blir darfor
A* = pD* p?
3 % sm )/ C9F 0 o0 -5 3
_ 2 1 4 k 21
=l 3 B “&E o 90 VAV
2 5 k 2 _ 4
3 0 3v5 0 0 9 3v5 3v5
2 2 2 2
-3 = 3 —3(=9% 3(=9% F(-9*
_ 2 1 __4 2 gk 1 gk 0
- 3 Vb 3v5 NG V5
2 5 2 k 4 gk 5 k
s 0 35 VA LA VA
s(-9)F+ 2984 Lok 2 (—9)k 4 29k B9k
= —-2(-9F+ 29— 29  S(-9)F+ L9+ S0
—5 (9" +09"+5%9%  J(-9)"+09" - 2L o
3 (9" +09" + gL 9*
5(=9)F+09F — 229
5 (Z9)F+09" + 229k
- 40+5(-1)F  10—-10(-1)* 10 -10(-1)*
ok—
= 10 —10(=1)% 25 +20(-=1)* —20+20(—1)%
10 — 10(=1)*  —20420(—1)* 25+ 20(—1)*

’01 O Wi

5

§‘m S o



Nir k = 2n = jamnt heltal #r (—1)* = +1 och vi far

g2n—1 (45 0 0
A% = 0 45 0
0 0 45

=9"E.

Nir k = 2n + 1 = udda heltal &r (—1)* = —1 och vi far

g92n 35 20 20
APt = = | 2 5 —40 | =9°"E.
20 —40 )
W528 Fibonaccis talfoljd {zn}n—o, d.v.s. To,z1,Z2, ..., definieras genom rekursions-

formeln
Tn = Tn—1+ Tn-2

och begynnelseviardena o = 0, 1 = 1. Man finner f6ljden 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,....
Overgangen fran talen x,_2 och x,_; till talen x,,—1 och x,, kan skrivas

Tn \ _ (1 1\ (Tn
Tn—1 “\1 0 Tp—2)
Bestdm med hjilp hdrav en explicit formel for z,, d.v.s. uttryck z, som en funktion
av n. Vad kan ségas om x,, for stora n.
Om vi anvinder matrissambandet nagra ganger
o\ (1 1\ [z (1 1 1
T o 1 0 Zo - 1 0 0/’
xr3\
T2 o
Ta\ 1 1
I3 1 0

—_
[y

sa kan vi uttyda monstret

z \ (1 1\ 1 »
Tp—1 - 1 0 0/
Aven om vi kan vara ganska 6vertygande om att (x) ér riktig sa behover vi nagon

metod for att helt sikert faststélla att (+) &r sann.
Formeln (x) #r egentligen ett uttalande om oédndligt manga samband

(-G o) )
(-G o) )
(-G o) G)

och dr en indexering (upprikning) av alla dessa samband. Vad vi kan notera i ()
dr att varje pastaende bygger pa ett tidigare pastaende. Pastaende nr n far vi
fran pastaende nr n — 1 genom

an \ (1 1\ (e (1 1\ (1 1\"?/1
Tn—1 - 1 0 ITn—2 o 1 0 1 0 0
1 N\
“\1 0 0/
Det dr just i dessa typer av situationer som matematisk induktion ar lamplig som

bevismetod.
Lat P, vara pastaendet

w1 1\ 1
Tn—1) \1 O 0/
(D)  (Basfallet)
P, &r sann, ty

(VL AV P ) = (;é) = (é) = G (1)>0 (é) = (HL AV Py ).



(@  (Induktionssteget)
Vi visar att P, = P,11

Sz (11 Zn
(VL AV Ppiq) = ( T, ) - (1 0) <xn1>
n—1
1 1\ /1 1 1
= { P, antas vara sann } = (1 0) (1 0) <O)
1 1 n 1

(3)  Av induktionsaxiomet foljer att P, dr sann for alla positiva heltal n.

Vi har alltsa visat att

2\ (1 1\"' /1
Tp—1 - 1 0 0
for alla n > 1.

For att rdkna ut x,, behover vi alltsa kunna berikna

1 1n—l
1 0 '

Vi kan anvidnda metoden i uppgift 528: Diagonalisera (1 1),

10
11\ ,
(1 O)—PDP.

Da ar

G é)n_l _ (PDP')(PDP')-- - (PDP")

= PD(PtP)D(PtP) R (PtP)DPt — ppript

Matrisen (} (1)) har egenvirdena

=AA-1)—-1=X-X-1=0 & A=

1-X 1
1 -A

Motsvarande egenvektorer dr

A= % — %\/5 Egenvektorerna dr 16sningar till (A — (% — %\/E)E)w = 0. Gauss-
eliminering ger

[ 1+vE 1 0 ’5 N
\ 1 —3+3V5 J
(1 ~1+35v5 | 0 ’S)

| 14V o J¢ 7
(1 ~1+4E ] 0 )
0 0 0 |

Egenvektorerna ar alltsa

(i) - <(1 _2;/5#> =t (1 _2\/5> . (t parameter).

A=1+ %\/5 Egenvektorerna &r l6sningar till (A — (3 + %\/E)E)w = 0. Gauss-
eliminering ger

( 3
3—3V0 1 0 5 N
1
k 1 _5_%\/5 0 )
( )
L] 00
\ %_%\/5 1 0 )
( )
LwE| o
L 0 0 0 )

Egenvektorerna &ar alltsa

<f§) _ <(1 +2;/3)t> —¢ (1 +2\/5> (¢ parameter).

Normerade egenvektorer fran varje egenrum &ar

(17\/532) o 1 .
—vE2l ~ vioaz VY
(1++5,2) 1
Va2l ~ Vom0tV



Vi sétter alltsa

och far

P =

n—1
]- ]- o n—1 pt
<1 O) =PD" P

(
(
[

1-v5

1+5

V10 — 2v/5
2

V10 + 2v/5
2

V10— 2v/5

V10 + 2v/5

1-V5 145 (17\/5)”*1 0 1-V5 2
V10—2v5  v/10+2v35 2 V10-2v5 \/10 2v5
2 2 VAL 1465
V10-2v5  V/10+2v5 0 ( 2 ) V10+2v5 \/10+2\f
1-V5 145 2 (1—\/5)" 2 (1—\/5>" !
V10-2v5  V/10+2v5 V1io—2v5 \ 2 Vio—2v5 \ 2
2 2 2 (1+\/5)" 2 (1-5-\/5)"_1
V10-2v5 \/10+2\/5 Viot2vs \ 2 Viot2vs \ 2
1 1+\/ 1 (1—%5)” N
A YA

*

Vi far déarfor en formel for z,,,

T
*

)=

1
<¢g

i3

Ty =

1
V5

) )- (50
) %509

1+v5)
5 -

ES

*

) |

1

V5

*

(

2

1—\/5>”

Eftersom —1 < 1 — /5 < 0 sa kommer kommer (1 — /5)" vara exponentiellt
liten nér n &r stor, och vi har

Ty ~

V5

2

1 <1+\/5

i

W531 Overfor genom en ortogonal koordinattransformation foljande kvadratiska for-
mer till kanonisk form. Ange #ven den anvinda koordinattransformationen. (Anvind
resultaten fran uppgift 521 och 522.)

b)
d)
f)
h)

—22% + day + 12,

82 — 12zy + 1732,

x? + 2% + 322 + day — dyz,

227 — y? — 22 + day — dxz + 8yz.

Vi skriver forst den kvadratiska formen med en matris,

2 2 -2 2 x
=22 +dwy +y° = (2 y)(2 )y

Diagonalelementen i matrisen &r koefficienterna framfor kvadrattermerna
och de tva utomdiagonala elementen svarar bada mot korstermens koeffici-
ent.

Den kvadratiska formens matris &r symmetrisk och enligt uppgift 521b har
den foljande egenvérden och normerade egenvektorer
egenvirden -3 2

egenvektorer (—\/lg, %), (%, %)

Vi viljer dirfér basbytesmatrisen fran egenvektorbasen till standardbasen

Som
1 2
p:<«; f)
V5 V5

Notera att vi ordnat kolumnerna i P sa att det P = +1, vilket betyder att
basbytet &r en rotation.

I de nya koordinaterna

()= ()%

blir den kvadratiska formen
) ( /)
y/

@ v) ( 0 -3



Detta ar den kvadratiska formen skriven i kanonisk form.

Y

Egenvektorbasen

Den kvadratiska formen blir i matrisform

2 2 = 50 y
8z% — 12zy + 17y* = (= 7!)(6 17)(@/)'

Matrisen

8 —6
A:(—e‘ 17)

har enligt uppgift 521d féljande egenvérden och egenvektorer

egenvirden 5 20
egenvektorer (l L), (—i l)

2 _ 1
p:(f [)
NG V5

I de nya koordinaterna

x _p z\ % % z\ 1 2x +y
N I (P B I _% _ 92
Y Y 7B Y T+ 2y

i egenvektorbasen har den kvadratiska formens s.k. kanoniska form utseen-

det

@ (g a0 ) () =56+ 20002

)

Vi skriver den kvadratiska formen i matrisform

1
x2+2y2+322+4xy—4yz:(x Y z) 2 2 =2 Y
0

Fran uppgift 522b far vi att matrisen har egenvéirdena och egenvektorerna

egenvirden —
egenvektorer

Vi viéljer basbytesmatrisen till

I
Wl Wi Wl
|
WIN WIN W
WY Wi Wi

I egenvektorbasens koordinater

/ 2 2 1
z z -3 3 3
/ _ pt 1 2 2
yl=r1v||l 35 -5 3
/ 2 1 2
z z 3 3 3

|
I

det P = +1).

—2x+2y+ =z
—xr — 2y + 2z
20+ y+ 2z

1
3

har den kvadratiska formen det kanoniska utseendet

|
—
o
o

(I' y/ Z’)

(an]
t
(an]

/

T
yl=-

(&) +5(y')* +2(2)%



h)  Forst skriver vi om den kvadratiska formen i matrisform W532 Ange den geometriska betydelsen av andragradsekvationerna

9,2 2 _
222 —y? — 22 + day — 4wz + 8wz b) Qz,y) = —227 + dzy +y =

d) (ac y) = 8x — 123&y + 17y =1,
=(zx y =z — yl. 2 2 2 _ —
9 4 1 e h) (:E Y,z ) =2z° —y° — z° + 4oy — daxz 4+ 8yz = 1.
Matrisen &r densamma som i uppgift 522d och har egenviirdena och egen- I uppgift 531 skrev vi de kvadratiska formerna i kanonisk form och vi ska utnyttja
vektorerna detta for att ange vilken typ av kurva/yta ekvation bestimmer.
egenvéirden ) _S , , 31 , 321 . b) I egenvektorbasen har ekvationen utseendet
egenvektorer (5,75,5) (ﬁ’ —5,0) (77 35 7) oo VD
| | | 27300 =1 & (55) - (77) =t
Basbytesmatrisen sétter vi dérfor till 1/v2 1/V3
1 2 2 . s 1 1
3 % 35 vilket dr en hyperbel med halvaxlar 7 och 73
2 1 4
P = -3 % ﬁ 5 (det P = +1) \ E{ .’.U,
2 9 5 -
3 3\/3 y/ //
och i de nya koordinaterna LN .
/ 12 2 1y _9 /
z z 3 3 3 x 5(z — 2y +2z) e >
y’ = pt Y % % 0 y | = %(21‘ + y) //7\ \“\\\
2 4 5
’ 2\ 755 3w /) V¢ 5v5 (—22 + dy +52)
blir den kanoniska formen
-6 0 0 ! d)  Ekvationen blir i egenvektorbasen
(1” Y Z,) 0 3 0 y' | =—6(")? +3(y")* +3(z')*. N NS
0 0 3/ \ @) +20@)? =1 e () + (=) =
(=) ') TV /a0
. . . . 1 1
~ vilket &r en ellips med halvaxlar NG och oIk
2 / Y
y ;: A~
y
L
Y ,/’/‘ ; \\




f) Nér vi byter till egenvektorbasen far ekvationen utseendet

= (@) +5(y)* +2()* =1

o 7(‘%/)2 + (1/31\/5)2 N (1/2\/5)2 1

vilket dr en enmantlad hyperboloid med z’-axeln som axel och halvaxlar 1,

1 1
7 och 75

h)  Ekvationens utseende i egenvektorbasen &r

—6(2")* +3(y)* +3(z")* =1

/

() (e (E) =

/ !

Detta ér en enmantlad hyperboloid med z’-axeln som axel och halvaxlar %,
1 1

ﬁoch 1/7\/5 Py

W533 Ange den geometriska betydelsen av andragradsekvationerna
b)  Qz,y) = —22% +day +y* = -1,

d)  Q(x,y) =8z — 122y + 17y = —1,

f) Q(z,y,2) = 2 +2y* + 32% + 4oy — dyz = —1,

h) Q(z,y,2) = 22% — y® — 2% + 4oy — 4wz + Syz = —1.

Vi anvéander kanoniska formerna som vi riknade ut i uppgift 531 for att ange
vilken typ av kurva/yta respektive ekvation bestidmmer.

b)  Ekvationen har foljande utseende i egenvektorbasen

!

_(1/50\@) * (1/y\/§> =1

/

2(a')? — 3(y)? = -1

vilket #r en hyperbel med halvaxlar 1/4/2 och 1/v/3.

4
8

d)  Ekvationen blir i egenvektorbasen
5(z')% 4+ 20(y')? = —1.

Eftersom vinsterledet 4r summan av tva kvadrater och alltid positiv finns
det inga punkter (z’,y’) som uppfyller ekvationer.

f) T egenvektorbasen har ekvationen utseende

— (@) +5W)? +2(2)? = -1
& — (@)% + (1/3/\//5)2 + (

/

1/2\/§> T




Vi kéinner igen denna yta som en tvamantlad hyperboloid med z’-axeln som

axel och halvaxlar 1, %, %

2T

h)  Ekvationens utseende i egenvektorbasen &r

—6(2")? +3(y)* +3(2")* = 1

/

G ) )

/ !/

vilket 4r en tvamantlad hyperboloid med z’-axeln som symmetriaxel och

halvaxlar %, % och % 5

W534 Ange den geometriska betydelsen av andragradsekvationerna
b)  Q(z,y) = —22° + 4y +y* =0,

d)  Q(z,y) =8z% — 12zy + 17y*> = 0,

f) Q(z,y,2) = 2* + 2y° + 32% + day — 4yz = 0,

h) Qz,y,2) = 22% —y* — 2% + 4oy — 4z + 8yz = 0.

Vi gor som i de tidigare uppgifterna och skriver om ekvationerna i kanonisk form.

/

b () ()

/

/ !/ / /

(1/y\/§ - 1/96\/5) (1/y¢§ * 1/x\/§) B
y' ! !

Vs V2

x/

Yy
AR A

eller

/

d) (1/96\/5) +<1/ij/ﬁ

/

2
) =0 & =y =0,

/ /

f) (x/)2+(1/y\/5)2+<1/2\/§>2_0

/

b () () () o

/ !

Da ser vi att vi har tva rita linjer i b-uppgiften och origo i d-uppgiften. I - och
h-uppgifterna har vi koner med z’-axeln som axel. z

A




Avsnitt 7, Optimering

701 Bestdm Maclaurinpolynomet av andra graden till funktionen
a)  flz,y) =l +z+y?),
b)  fz,y) = €™ cos(z +y).

a)  Viloser uppgiften med tva metoder. I praktiska rikningar ér metod 2 enkla-
re, men var uppmirksam pa att det dr nodvandigt att anvinda Taylorpo-
lynomens entydighetssats i det fallet.

METOD 1 (Taylors formel)

Taylors formel ger

of of ha
h ho) = —(0,0) ==(0,0
F0+ 0+ = 10,0+ (0.0 Fo0) (1)
o0 f O f
—2( ) ) (070) h1
1 oz Ox Oy 3
+5 (i ha) 2 2 +0(r°),
2 o°f (0,0) ﬂ(o 0) ha
Oyox "’ 0%y
dér r ar en forkortning for ||(x,y)|| och dér vi i origo har
£(0,0) = In(1 + 0+ 0%) =0,
1
a—fzéln(l—ka:—}—yQ) = =1,
Ox Oz pmy—o L1+ T+ (7 P
2
g:£ln(1+x+y2) ==Y 5 =0,
dy 0Oy wey—o LHTHY [ o
ofr_o 1 -t S
9z dx l+a+y? |,_,_ +z+9y?)? |oyeo
’f o f 2 1 _ 2y _0
0xdy Oydxr Oy 1+xz+y? 2=y=0 (I+z+y*)? |,_y0 -
ﬁ,ﬁ 2y 2 (1+a+y?)—2y-2 _ 5
0y2 Oy 1+ax+9y2 wmy=0 B (14+x+y?)? w=y=0 -7

Vi far alltsa att
h1
FO+h,04he) =0+ (1 0) ()

-1 0\ /h
+3 (0 ho) ( 0 2) (hi) - Ol T}
= — 102 1 124 Ol (hs ko)),

eller om vi vill anvénda z och y som variabelnamn
3
METOD 2 (Substitution)

Maclaurinutvecklingen av In(1 + ¢) lyder
In(1+1¢t) =t— 12+ O().

I néirheten av origo &r uttrycket x + 32 litet sa om vi ersitter t med x + 2
i utvecklingen ovan fas

(142 +y%) = (@ +9°) = 3z +9") + O((z +9)*).

Polynomuttrycket i ordotermen har grad 3 sa vi kan ersétta ordotermen
med O(r3), déir r = ||(x,y)||. Termer utanfér ordotermen med grad 3 eller
hogre kan vi baka in i ordo,

=z +y’— %xz —ay? — %y4 +0(r®)
=x— %mz + 32 4+ 0(r?).
Enligt Taylorutvecklingens entydighetssats maste
In(l+z+y?) =a— 122 +¢y°+0(r?)
vara funktionens Maclaurinutveckling av grad 2.
Funktionen kan delas upp i tva faktorer e*¥ och cos(z +y). Vi ska Maclau-

rinutveckla faktorerna var for sig och sen pa slutet sla ihop dem till en
Maclaurinutveckling av produkten.



e®Y: Vi bérjar med Maclaurinutvecklingen av ef,
el =1+t+ 32+ 0,

och eftersom xy gar mot noll i origo sa kan vi ersitta ¢ med xy
och fa

eV =1+zy+ %x2y2 +0(2%y3) = 14 2y + O(r>).

Vi ngjer oss med att Maclaurinutveckla till grad 2 eftersom svaret
anda bara ska vara upp till grad 2.

cos(z + y): Vi Maclaurinutvecklar cost,
cost =1— 12 + O(t%),
och substituerar t = x + y,

cos(z +y) =1 =3 +y)*+O0((z +)*)

=1-122 —ay— 32+ O(?).

Vi far nu att produkten av e® och cos(x + y) blir

eeos(z+y) = (1+zy+0(r?))(1 - 32 —zy — 3y° + O(r?))

=1- 22" —ay— 3y° + oy — Loty — 2%y — Ly’ + O(r?),

dar vi anvént rdknereglerna

2™y O(r*) = O(r"),
O(’I‘m)O(T”) — ()(Tm+n>7
or™) +0(r™) =0(r"), omm<n.

Vi forenklar nu uttrycket genom att baka in termer av grad 3 eller hogre i
ordotermen,

eeos(r+y)=1- %xz - %yz +0(r%).

Enligt Taylorpolynomens entydighetssats &r detta andra ordningens
Maclaurinutveckling av funktionen.

702 Bestdam Taylorpolynomet av andra graden till funktionen

a)
b)

flz,y) = ii—z i punkten (1,0),

f(z,y) = In(x 4+ ¢*) i punkten (1,1).

Vi ska alltsa utveckla funktionen sa att den kan skrivas som

f(l'7y) = pz(x,y) + O(T3)7

dér po &r ett polynom av grad 2 och r &r en férkortning for ||(z — 1,y)||.

Vad vi forst observerar ar att funktionen &r en produkt av tva enklare
funktioner

1
(x+y)-x_y7

sa vi utvecklar faktorerna var for sig och multiplicerar ihop allt pa slutet.

T+ y: Faktorn x + y dr redan ett polynom sa den har en enkel Taylor-
utveckling kring (1,0),
r+y=1+@-D)+y=1+(z—1)+y+00(?).
1 A
: Om vi skriver om faktorn som
r—y
1
I+(@—1—y)

sa ser vi att den graa termen gar mot noll néar (z,y) — (1,0). Vi
Maclaurinutvecklar darfor

1
—  =1—t++0@E
14t O

och substituerar sen t = x — 1 — y,

1
1+(x—1—y)
=1—(z—1)+y+(x—1)7°-2z—-y+y>+0().

:17((acfl)—y)Jr((x71)+y)2+0(r3)



Thopmultiplicerat far vi

f@,y) =(z+y): pra—
=14+ @-1)+y+0@?)-
—2(z -1y +y*+0(r?))

=l-(z—D4y+@-1%=2—1y+y>+0(>
+(z—-1)—(z—1)>+ (z— Dy + 0>
+y—(z-Dy+y*+0(?)

=142y —2(xz— Dy +2y°>+0(r>).

(I-(z—-1)+y+(z—1)>

Enligt Taylorpolynomens entydighetssats dr detta Taylorutvecklingen av
funktionen i punkten (1, 0).

b)  Eftersom vi ska Taylorutveckla funktionen kring (z,y) = (1,1) bérjar vi
med att uttrycka funktionen i variablerna z — 1 och y — 1. Vi har da att

r=14(z—1),
P=w-12+22—-1=(@y-12+2y—-1)+1.
Alltsa ar
In(z+y*) =2+ @-1)+2@y—1)+ (y—1)?).
Den graa termen ir noll i (1,1) sé vi Maclaurinutvecklar
In(2+¢) =In(2(1+ 1t)) =In2+In(1 + 1¢)
— 2+ 1t —1(3t)* + 0@
och substituerar t = (z — 1) +2(y — 1) + (y — 1)2,
fla,y) =2+ 3 ((z -1 +2(y - 1)+ (y —1)%)
~HE-D+2y -1+ -1 +00")
=In2+iz-1D)+@y-1)+3@y—-1°-i(x-1)
3@ =Dy —-1) -3 -1)*+007")
=In2+i@z-1)+@y-1)-3@x-1)7
— 3@ =1)(y—1)+0(?),

dér r = [|[(x —1,y—1)|. Enligt Taylorutvecklingens entydighetssats &r detta
Taylorutvecklingen av funktionen f av andra ordningen i punkten (1,1).

704a Ange det storsta virdet pa n, sa att f(z,y,z) = O(r"™), dir r = /22 + y2 + 22
och

f(z,y,z) =sinz siny sinz — sin(x + y + z).

Om vi Maclaurinutvecklar funktionen sa kan den skrivas som

flz,y,2) =

Den forsta nollskilda termens gradtal n i utvecklingen har storleksordning-
en O(r™) dér exponenten inte kan véljas storre. Detta visar att

f(@,y,2) = O@").

Alla argument till sinus-funktionerna i funktionen f gar mot noll, sa vi kan ut-
nyttja Maclaurinutvecklingen av sint,

(konstantterm) + (linjéra termer) + (kvadratiska termer) + - - - .

sint =t — 5t + £t° + O(t")
och substituera t = x, t =y, t = z respektive t =z + y + z,

F@,y,2) = (v - §2° + g +O(w7)) (v—5v° + 9" + 0("))
(z——z —&-mz +0(r") — ((z +y—|—z)——(m—|—y+z)
+ 5@ +y+2)°+0(7)
=—z—y—z+00*=0(").

Vi maste alltsa vélja n = 1.



801b Bestam lokala extremvéarden till

flz,y) =2 +y° — 3zy.

Funktionen kan anta lokala extremvérden i foljande typer av punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.

Eftersom f &r ett polynom #r den differentierbar Overallt och dess defini-
tionsméngd r alla (z,y) och saknar ddrmed rand.

De enda punkter dir f kan anta lokala extremvérden dr alltsa i kritiska punk-
ter, d.v.s. i punkten dér

_(9f 9fy _
vi=(5,3,) =00 ()
Vi har
Of o 2
el 3x 3y,
Of _ 4 2
aiy = 3y 3(E,
sa (*) ger ekvationssystemet
z® — y =0, (1)
y> —x=0. (2)

Loser vi ut y fran (1) och stoppar in i (2) fas
t—r=2@*-1)=0
som har de reella rétterna * = 0 och z = 1. Med (1) far vi d& att de kritiska

punkterna till f &r (0,0) och (1,1).
Om vi Taylorutvecklar f kring en av de kritiska punkterna far vi

f = konstant + linjéra termer +kvadratiska termer + O(r?)
—_——
=0
= konstant + kvadratiska termer 4+ O(r%).

Lokalt kring den kritiska punkten har alltsa f utseendet

f = konstant + kvadratiska termer,

sa punktens karaktéir avgors av de kvadratiska termerna.
Enligt Taylors formel ges de kvadratiska termerna av

dar

0% f 0% f
02 ozdy | (M
hi h
oo oy | )
dyoxr  Oy?
ST T T
ox2 7 Qxdy  Oyoxr O Oy Y-

Om denna kvadratiska form ar

e positiv, da har f ett lokalt minimum i punkten,

e negativ, da har f ett lokalt maximum i punkten,

e bade och, da har f en sadelpunkt i punkten.

Vi undersoker nu de kritiska punkterna var for sig.

(0,0):

Den kvadratiska formen blir i detta fall

o (L5 70) ()

Eftersom matrisen &r symmetrisk (vilket Hessianen alltid #r) sa finns
det en egenvektorbas dér den kvadratiska formen har utseendet

A 0 h'
(hll hl2) <01 )\2> (h/l> = A (h})? + A2 (hh)*.
2

Notera att bara existensen av en egenvektorbas, som spektralsatsen
garanterar, ricker for oss. Vi dr inte sa intresserade av i vilka riktningar
den kvadratiska formen har sina huvudaxlar utan formens tecken &r det
enda som &r intressant.



Fran sekularekvationen far vi egenvérdena

-2 =3
-3 =

=4 A1 =-3 och X =+3.

‘:A2—9:0

Den kvadratiska formen har alltsa utseendet
—3(h)* + 3(hy)?

i egenvektorbasen. Har ser vi att den kvadratiska formen antar bade
positiva och negativa virden (positiva virden lings hj-riktningen och
negativa virden ldngs h/-riktningen).

Den kritiska punkten &r alltsa en sadelpunkt.

(1,1): Den kvadratiska formen blir

o (578 ) ()

Precis som for den kritiska punkten i origo bestdmmer vi Hessianens
egenvirden och dédrmed dess kanoniska form i egenvektorbasen.

Sekularekvationen ger

6-A =3
-3 6—-A

‘_)\212)\+25_0

& A1 =3 och Xy =09.
Den kanoniska formen blir
3(hh)? + 9(h3)?,
som &r positiv vilket betyder att den kritiska punkten &r en lokal mi-
nimipunkt.

Funktionen har alltsa ett lokalt minimumvérde f(1,1) = —1 i punkten (1,1).

801d Bestam lokala extremvéirden till

flz,y) = 2 + 22° + zy + 7.

Lokala extremvérden kan antas i nagon av foljande punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.

Funktionen f &r ett polynon sa fall 2 och 3 ger inga punkter. I kritiska punkter
géller att

(O O\ _ a2 _
Vf_(ax,8y>_(3a: +dz+y,x+2y) = (0,0)
d.v.s.
322 +4x+y =0, (1)
x+2y=0. (2)

Fran (2) far vi z = —2y. Detta insatt i (1) ger

1202 -8y +y =0 < y=0, y=15,
och motsvarande z-viirden far vi fran (2)

z=—-2-0=0 respektive z=-2-5 :f%.

De kritiska punkterna ér alltsé (0,0) och (=1, 5).

Vi undersoker de kritiska punkternas karaktidr genom att bestdmma tecknen
hos Hessianens egenvirden. Hessianen ges av

" 1 6x+4 1
- (B ) (554 )
wom) U
(0,0): I punkten (z,y) = (0,0) dr Hessianen

H(0,0) = (‘11 ;) .



Egenvirdena far vi fran sekularekvationen

4—-) 1

=X _6A+T7=0
12— +

& A =3-—v2 eller X\ =3+V2

Eftersom bada egenviirdena ir positiva ér (0,0) en lokal minimipunkt.

(_

(SN

,15): Nér (z,y) = (—%, %) &r Hessianen

Egenvérdena &r

3= 1
1 2—-A

& A =-3-3V29, d=-1+1v29.

’:)\24—/\—7:0

Ett egenviirde dr negativt (A1) och ett egenvirde &r positivt (Ag), vilket
betyder att punkten &r en sadelpunkt.

Funktionen har alltsa ett lokalt minimivérde f(0,0) = 0 i origo.

801h Bestam lokala extremvéarden till

flay) =2"+y° —zy —v.

Vi har tre typer av punkter att underscka
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar,
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.
Vi undersoker de tre fallen
1. Gradienten lika med noll ger
Vf=32>—y,2y—x—1)=(0,0)
d.v.s.

3$2_y207 (1)
2y—x—1=0. (2)

Fran (1) far vi y = 322, Detta insatt i (2) ger

N [=

622 —2—-1=0 & xr=— eller x =

1
3
Ekvation (1) ger motsvarande y-viirden y = = respektive y =

1
3
Vi far de kritiska punkterna (—3, 3) och (3, 3).

W[

2. f &r ett polynom och dérfor differentierbar éverallt.

3. f &r definierad 6verallt och saknar ddrmed randpunkter.

" " 61' 71
Hf@,y):(m >:< )
n f) T\

Vi kan avgora de kritiska punkternas karaktéir genom tecknen hos Hessianens
egenvéarden.

Hessianen till f ar



(—=%.%): Idenna punkt &r Hessianen

och egenvirdena &r

—2-x  —1 )
=X -5=0

-1 2—-A

& AL = *\/5, Ay = +/5.
Punkten &r alltsa en sadelpunkt eftersom A1 < 0 < As.

(%, %): Hessianen har vérdet

Hy(3,3) = ( j _é )

Egenvirdena far vi fran sekularekvationen

‘3A -1 ):/\2—5>\+5:0

-1 2-=A
= )\122—%\/5, )\2:%-"-%\/5.

Eftersom A och A\ &r positiva dr punkten en lokal minimipunkt.

Funktionen har alltsé ett lokalt minimivéirde f(3,3) = —{% i punkten (3, %).

801k Bestiam lokala extremvérden till

f@y) = (y—2°)(y — 23).

Ett lokalt extremvirde kan antas i féljande typer av punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte ar differentierbar, och

3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.

Eftersom f &r ett polynom sa ger fall 2 och 3 inga punkter. Vi underséker darfor

endast de kritiska punkterna.
Satter vi gradienten lika med noll fas

V= (-2x(y—22)-2(y —2°),1-(y—22) +1-(y — 2?))

= (6332 — 2xy — 2y, —x® — 2z + 2y) = (0,0)
d.v.s.
62> — 22y — 2y = 0,
—2% - 22 +2y=0.
Vi loser ut y fran (2),
Yy = %xQ —+x
och vi stoppar in i (1),
62> — 230(%352 + x) — 2(%9&2 + x) =0
& 2P -3 +22=0
= r=0, =1 eller x=2.

Med (3) far vi motsvarande y-vérden
y=0, y= % respektive y = 4.

Det finns alltsé tre kritiska punkter (0,0), (1,3) och (2,4).
Vi bestammer dessa punkters karaktéir med Hessianen

SO 120 — 2y —2x—2
Hf(‘r’y):<// Z///>:<2£L,2 2

zy vy

) |



(0,0): Hessianen har vérdet

och egenvirdena

A =2
—2 2-A

= )\1:1—\/5, )\2:1—}—\/5.
Eftersom A; < 0 och A2 > 0 ér (0,0) en sadelpunkt.

’:A2—2)\—4:0

(1,2):  Hessianen har virdet

och egenvirdena

9-X -4 | -

‘ 4 2_)\‘)\ —11Ax+2=0
S M =1(11-V117), X=1i(11+V117).
Eftersom A; > 0 och Ay > 0 &r (1, 2) en lokal minimipunkt.

(2,4): Hessianen har egenvirdena

16-A —6 | ., 3
‘ 6 2-2 ’—)\ —18\—4=0

& M =9—85 A=9+35.
Eftersom A; < 0 och A2 > 0 &r (2,4) en sadelpunkt.

Funktionen har alltsa ett lokalt minimivirde f(1,3) = —1 i punkten (1,

801m Bestidm lokala extremvérden till

1 .
flz,y) = —+z+y dazy#O0.
zy

3
2

).

Lokala extrempunkter finns bland féljande punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter dar f inte dr differentierbar, och
3. randpunkter som tillhor definitionsméngden.
Vi kontrollerar de tre fallen.

1. Sétter vi gradienten lika med noll fas

1 1
Vf= (_x_2y s +1) = (0,0)
d.v.s.
2’y —1=0, (1)
ry? —1=0. (2)

Vi kan 16sa ut y fran (1) (kom ihag x # 0)
1
Yy=—- (3)
Instoppat i (2) fas
1 3
x

som har den (reella) roten x = 1. Motsvarande y-viirde far vi fran (3), y = 1.
Funktionen har en kritisk punkt i (1,1).

. Funktionen f ges av ett elementért uttryck (rationell funktion) s& f &r dif-

ferentierbar overallt dir den dr definierad.

. [ &r definierad 6verallt utom pa z- och y-axeln sa dessa punkter dr rand-

punkter. Men eftersom de inte tillhor definitionsméngden kan de inte vara
lokala extrempunkter.



Vi undersoker den kritiska punkten genom att berédkna Hessianen,

2 1
" " 30 2,2

vy Ty

Hy (x7 y) = Q/C/x z/!/x = 1 )
x2y2 :L-y?)

I punkten (1, 1) har den virdet

Hy(1,1) = G ;)

och egenvirdena

‘2—)\ 1

_ )2 _ _ _ _
1 2_/\‘—/\ 4A+3=0 =4 =1, =3

Hessianen har alltsa tva positiva egenvirden och den kritiska punkten &r ddrmed
en lokal minimipunkt.

Svaret &r alltsa att funktionen har ett lokalt minimivérde f(1,1) = 3 i punk-
ten (1,1).

801p Bestdm lokala extremvérden till

z® +y° +38
zy '

flz,y) =

Lokala extrempunkter hittar vi bland
1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och

3. randpunkter som tillhor definitionsomradet.

Vi undersoker dessa tre fall

1. Kritiska punkter uppfyller

322 axy— (3 +y3+8) -y 3y2-my—(x3+y3+8)~x)
(zy)? ’ (zy)?

:<2x3—y3—8 2y3—a:3—8> — (0.0)

vi=(

x2y ’ zy?
d.v.s.
22—y =8, (1)
—a3 4+ 2y% = 8. (2)

Om vi behandlar 2% och y3 som obekanta iir (1) och (2) ett linjért ekvations-
system och Cramers regel ger att

S
8 2 22— (=
a_ _ 82-(1)8
2 1] 22-(-1)-(-1)
-1 2
ERl
-1 2.-8-8-(—-1
y3: = ( ) :87
2 1| 22-(-1) (-1
-1 2

vilket betyder att @ = 2 och y = 2. Punkten (2,2) &r den enda kritiska
punkten.

2. f ges av ett elementért uttryck och darfor differentierbar 6verallt dér den &ar
definierad.

3. f &r definierad 6verallt utom da xy # 0, sa - och y-axeln blir randpunkten,
men de tillhor inte definitionsméngden.

Vi ska nu bestdmma den kritiska punktens karaktidr med Hessianens egenvirden.

Hessianen &r
1 1
_ T yx
Hf (I, y) - 1" "
zy  Jyy



dar

g 6z -2y — (22° —y® —8) -2y 22 + 2% 416

e (22y)? z3y

"o 73x2‘zy27(2y37:17378)‘y2 o *2I3*2y3+8

zy = Jyx (xy2)2 - $2y2 )
- 6y - xy? — (29 — 2% — 8) - 22y B 223 4 293 4 16

vy (zy2)? zy3 :

I punkten (2,2) har Hessianen virdet

2~23+%-23+16 —2-232—2»223+s 3 _3
Hf(2,2):< a2 22 >:< 2)

—2.23-2.2548  2.2342.23416 3
22.22 2.23

[][98)

och egenvirdena
_ _3
‘3 A 2 ‘:)\2_6)\_'_2?7:0

< M=3, X=

[ V]

Bada egenvirdena #r positiva sa den kritiska punkten dr en lokal minimipunkt.
Funktionen antar alltsa det lokala minimivéirdet f(2,2) = 6 i punkten (2, 2).

802b Bestam lokala extremvérden till

fla,y) =y* =2y — (z —y)".

Vi ser direkt att f dr definierad och differentierbar 6verallt. Lokala extrempunkter
maste alltsa vara kritiska punkter.
Satter vi gradienten lika med noll fas

Vf = (4('73 - y)372y -2- 4(1’ - y)3 : (_1)) = (07O)a

d.v.s.

Az —y)* =0, (1)
2y — 2+ 4(x —y)® = 0. (2)

Fran (1) far vi att « = y. detta insatt i (2) ger
20—-2=0 & y=1.

Punkten (1, 1) ér alltsa den enda kritiska punkten.
Vi undersocker Hessianens egenvérden i den kritiska punkten. Vi har

(e B\ _((12@-y? 12 -y
Hf(xa y) - < 1" " > - <—12(.’E _ y)2 2 — ]_2(£E — y)2>

ry vy

och i punkten (1,1),

Hi(1,1) = (8 g)

Egenvérdena &r

’—/\ 0

0 2_/\‘:—,\(2—»:0 & A1=0, A2=2

Eftersom ett egenvirde &r noll och det andra egenvérdet positivt dr den kvadra-
tiska formen s.k. positivt semidefinit. I den riktning egenvérdet &r noll ger andra
ordningens termer (d.v.s. Hessianen) i Taylorutvecklingen ingen information om
funktionens variation kring punkten. Kring punkten (1,1) har alltsa funktionen
upp till andra ordningen en graf med utseendet

z

L

S
/ - Egenriktning som

x svarar mot Ao = 2

Egenriktﬁing som
svarar mot A\ =0

I egenriktningen som svarar mot egenvirdet A\; = 0 maste vi titta pa hogre
ordningars termer i Taylorutvecklingen for att bestdmma punktens karaktér.



Egenriktningen med egenvirdet A\; = 0 ges av l6sningarna till H(1,1)x = 0.
Vi gausseliminerar,

ol -
[

Egenriktningen ar alltsa

(=)= )=o)

Nu dr funktionen ett polynom sa det dr enkelt att bestimma Taylorutvecklingen
i punkten (1,1) genom att skriva om polynomet i termer av  — 1 och y — 1. Vi
har

v —2y=(y—1)>-1,
(@—y'=(e-1)-(@-1)",

och funktionen ar

flay) = =14y -1)° - (@-1) - (y-1)"

I riktningen (z — 1,y — 1) = #(1,0) dr funktionen
fA+t,1)=-1—-tt< -1 fort#0.

I egenriktningen (1,0) ger alltsa hégre ordningars termer ett negativt bidrag till
funktionen, sa funktionen har alltsa en graf med utseendet.

Den kritiska punkten &dr ddrmed en sadelpunkt.
Svaret blir att funktionen saknar lokala extremvéarden.

812 Vilka av foljande kvadratiska former &r definita, indefinita eller semidefinita?
b)  Q(h,k,£) = h® + k> + k¢,

d)  Q(h,k,0) =2h* + k> + (% + 2hk + k¢,

e)  Q(h,k,£) = h* +2k* + (2 — 2hk — 2Kk¢.

Den kvadratiska formen &r
o definit, om den dr > 0 eller < 0 for alla (h, &, ¢) # (0,0,0),
e indefinit, om den &r > 0 1i en riktning och < 0 i en annan riktning, och

e semidefinit, om den dr > 0 eller < 0 for alla (h, k,£) # (0,0,0) med likhet
i atminstone en riktning.

b) MEeToD 1 (Egenvérden)

Vi skriver forst den kvadratiska formen med en matris

1 0 O h
Qhk)=n k oo 1 L| [k
0 & 0o/ \f

Om vi nu uttrycker den kvadratiska formen i matrisens egenvektorbas fas
A 0 0 h
QN K 1) = (h’ K E’) 0 X O k|,
0 0 X3 A
dir (h', K, ') betecknar koordinater i egenvektorbasen och i, Ao, A3 &r
matrisens egenvérden.

I denna form &r @ enkel att analysera. Vi ser ndmligen att
Q(h/’k/’gl) — )\1(/1/)2 +)\2(kl)2 4 A3(£l)2

ar



o definit, om Aq, Ay, A3 > 0 eller A1, A, A3 < 0,

e indefinit, om det finns tva egenvirden med olika tecken,

e semidefinit, om A1, A2, A3 > 0 eller A\, Ao, A3 < 0 dér atminstone en
av egenvirdena dr noll.

Egenvirdena far vi fran matrisens sekularekvation

1-Ax 0 0
1 1-X 3 ‘
2

Den kvadratiska formen &r alltsa indefinit.
METOD 2 (Kvadratkomplettering)

Vi kvadratkompletterar en variabel i taget. Eftersom h endast férekommer
som en rent kvadratisk term i () behover vi inte kvadratkomplettera med
avseende pa h. Nér vi kvadratkompletterar nésta variabel k fas
2
Qh,k,0) = h? + (k+ 307 — (30)"
Den sista variabeln ¢ féorekommer ocksa som en rent kvadratisk term sa
ingen kvadratkomplettering dr nédvéndig.

Om vi later h variera och haller k + %5 och %E fixa sa ar @ positiv. Om vi
later ¢ variera och haller h och k + £/ fixa sa r Q negativ.

Den kvadratiska formen &r alltsa indefinit.

Vi maste dock vara forsiktiga néir vi kvadratkompletterar. T.ex. &r den
kvadratiska formen

Q(h, ki, 0) = h2 + 2h0 + 2k + (>

lika med

Qh k)= (h+Ek+0>+(h—k—1072%—(h+ k),

vilket antyder att @ skulle vara indefinit, men det &r den inte. Uttrycken h+
k+4£, h—k—{ och h+k &r ndmligen linjért beroende och det gor att vi inte

kan variera h + k och samtidigt halla h+ k+ ¢, h — k — ¢ fixa. En "korrekt”
kvadratkomplettering

Q(h,k,0) = (h+ £) + 2K*

avslojar att @ &r (positivt) semidefinit (inte definit; vi far inte glomma
den tredje kvadrattermen som &r noll). (Detta exempel &r himtat fran
[Kristoferson, Algebra och Geometri II, Stockholm 1974]).

Det &r alltsa viktigt att kvadratkomplettera en variabel i taget for att fa
linjart oberoende basuttryck.

Vi kvadratkompletterar en variabel i taget

Qh,k,0) = 2(h+ LK) — LK2 + k2 + 2 + ke
=2(h+ 3k)* + 3k2 + 2 + ke
=2(h+ 1K)+ Lk +0)? - 124 2
=2(h+ 1K)+ Lk + 0% + 12

sa far vi en summa av kvadrater. Den kvadratiska formen &r alltsa (positivt)
definit.

Vi sétter igang och kvadratkompletterar,

Q(h, k,0) = h? + 2k + (% — 2hk — 2k(
=(h— k)2 k2 4+ 2k% 4 02 — 2k0
=(h—k)*+ K>+ — 2kt
=(h—k?+(k-02-0+0
=(h—k?+(k—0>+0-02

Den kvadratiska formen #r alltsa (positivt) semidefinit.

815 Sok det stérsta och minsta virdet av funktionen f(z,y) = 2? + 2y*> — x pa cir-



keln 22 +y? = 1.

Om vi siitter g(x,y) = 22 + y? — 1 kan problemet formuleras som
max/min f(z,y)

da g(z,y) = 0.

For problem av denna typ (max/min-problem med likhetsvillkor) dér bivillko-
ret g(z,y) = 0 definerar en begrénsad kurva (enhetscirkeln i detta fall) antas

storsta och minsta virdet i en av foljande punkter
1. kritiska punkter till f pa kurvan g =0,
2. singuldra punkter pa kurvan g = 0, d.v.s. punkter dir Vg = 0
3. punkter dir f eller g inte &r differentierbara.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. f har en kritisk punkt pa kurvan g = 0 nér
V[ &r parallell med Vg.

Ett satt att formulera detta villkor ar att det finns en skalar A sa att

Vf=AVg.
Vi har att
of of
Yosow—1, Yoy
i vl
dg of
RCA) S
Ox © Oy Y
Villkoret () blir alltsa
(2z — 1,4y) = A(2z,2y).

Detta villkor tillsammans med bivillkoret ger ekvationssystemet

2 — 1 = 2)\x,
4y = 2y,
z? + y2 =1.

Fran ekvation (2) far vi tva fall.

y # 0:

Totalt har vi foljande kritiska punkter

och (

Da ger (3) att
=1 &
Fran (1) far vi att
2¢ — 1 1
A= =1—-—=1F31.
2x 2 T2
Detta fall ger oss alltsa tva kritiska punkter (1,0) och (—1,0).

I ekvation (2) kan vi férkorta bort y och far A = 2. Detta insatt
i (1) ger z = —1. Ekvation (3) ger

2
()" +y*=1 &  yxivs
Vi far alltsa tva kritiska punkter (—%, %\/g) och (—%, —%\/5)
( 3

3V3)-

2. Singuldra punkter pa kurvan g = 0 uppfyller

Vg = (2z,2y) = (0,0) & x=y=0,

men (0,0) &r inte en punkt pa kurvan (uppfyller inte g = 0).

3. Bade f och g ar polynom och differentierbara éverallt.

Funktionen f antar alltsa sitt storsta respektive minsta viirde i en av de kritiska
punkterna. Vi behover alltsa bara rdkna ut f:s vérde i dessa punkter for att
bestdmma, storsta respektive minsta virdet

f(lO):O
f(-1.0) =
F(=3.3V3)
F(=3.-3V3)

(minsta viirde)

,  (storsta virde)

Z
9
4



816 Vilka virden kan funktionen f antaga om

a)
<)

flz,y) =2+ 2y da 22 + 4% =1,
flz,y) = zy? da 5z +y? = 15.

Om A &r minsta virdet f antar pa kurvan och B ér f:s storsta virde pa kurvan,
da antar f alla virden mellan A och B enligt satsen om mellanliggande virden
eftersom f dr kontinuerlig och kurvan &r sammanhéngande. Virdeméngden &r
alltsa [A, BJ.

a)

Sitter vi g(x,y) = 222 + y? — 1, da ska vi alltsd bestimma
max/min f(z,y)
da g(z,y) =0.

Malfunktionen f antar sitt storsta/minsta virde pa den kompakta ellip-
sen g = 0 i en av foljande punkter

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),
2. singuldra punkter pa kurvan g = 0 (Vg = 0), och
3. punkter dir f eller g inte &r differentierbar.

Vi undersoker dessa tre fall.

1. Ett sétt att formulera villkoret att V f &r parallell med Vg &r att det
ska finnas en skaldr A\ sa att

Vf=AVg.

Ett annat sétt dr att placera V f och Vg som rader i en determinant.
Determinanten dr noll nér V f och Vg &r parallella,

—Vf— 2 4y
= =—122y = 0.
—Vg— dr 2y
Vi far tva fall
x=0: Bivillkoret ger da att
2.0°+¢y%=1 & y = =+1.

Vi far alltsa tva punkter (0,1) och (0, —1).

y=0: Vi far fran bivillkoret
222 402 =1 & z:i%,
vilket ger tva punkter (%,0) och (—%,O).
De kritiska punkterna &r alltsa (0, 1), (0,—1), (%,0) och (—%, 0).

Y

2. Villkoret Vg = 0 ger
Vg = (4z,2y) = (0,0) & x=y=0.

Punkten (0,0) ligger dock inte pa kurvan (g(0,0) = —1 # 0).

3. f och g &r differentierbara 6verallt eftersom de &r polynom.

Det storsta och minsta vérdet av f finns bland féljande varden

f(0,1) =2, storsta virde
f(Oa _1) = 2a

f(%,()) = %, minsta véirde
b0 =1

Virdeméngden till f pa kurvan g = 0 &r alltsé [£,2].
Vi siitter g(x,y) = 5z% + y? — 15. Problemet
max/min f(z,y)
da g(z,y) =0.
antar sina lokala kritiska punkter i féljande typer av punkter

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),
2. singuléira punkter pa kurvan (Vg = 0), och



3. punkter dér f eller g inte &r differentierbara.
Vi tar och understker dess punkter.

1. T en kritisk punkt &r V f parallell med Vg. Om vi placerar dem som
rader i en determinant dr de parallella omm determinanten &r noll,

N v
—Vg— |

Y 2axy

= 2y° — 202°
10z 2y Y Y

= 2y(y? — 102?) = 2y(y — V10z)(y + V10z) = 0.

Detta bivillkor ger oss tre fall.
y = 0: Bivillkoret ger da att

522 + 0% =15 & =13,

d.v.s. tva punkter (v/3,0) och (—/3,0).
Y= V10 z: Fran bivillkoret far vi

522 + 1022 = 15 & z=—1 eller z=+1,

och motsvarande y-virden & y = —+/10 respekti-
ve y = /10. Detta fall ger oss tva punkter (—1,—/10)
och (1,/10).

y = —v/ 10 z: Bivillkoret ger att
522 4+ 1022 = 15 & z=-1 eller xz=1.

Motsvarande y-vérden ar y = /10 respektive y = —1/10. Vi
far tva punkter (—1,4/10) och (1, —v/10).
Sammanlagt har vi foljande kritiska punkter (v/3,0), (—+/3,0),
(—1,—v/10), (1,v/10), (=1,/10) och (1, —/10).

Y

2. Kurvan g = 0, ar singulér i punkter dar
Vg = (10z,2y) = (0,0) = r=y=0,
men (0,0) ligger inte pa kurvan (g(0,0) = —15 # 0).
3. f och g &r polynom varfor de ar differentierbara éverallt.

Funktionens storsta och minsta virde pa kurvan g = 0 &r bland féljande
vérden

FV3,
F(=V3,
f(=1,-V10

0) =

0) =
) =

( \/E)z , storsta virde
) =
)

0, minsta varde

f(=1,7/10
f(17 \/E

Virdemingden till f pa kurvan g = 0 &r ddrmed [—10, 10].

819a Bestdm viardeméngden till funktionen
fla,y) =2 + dy?

om z* 4+ y* = 17.

Eftersom funktionen f #r kontinuerlig och z* 4+ y* = 17 definierar en sam-
manhéngande kurva,

\
4




ger satsen om mellanliggande virden att f antar alla virden mellan sitt minsta
och storsta virde.
Sitt g(z,y) = 2* + y* — 17. Vi ska alltsd 16sa foljande problem

max/min f(z,y)
da g(z,y) =0.

Vi har da att undersoka foljande punkter.

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),

2. singuldra punkter pa kurvan g = 0 (Vg = 0), och

3. punkter dér f eller g inte &r differentierbara.

Vi undersoker.

1. I de kritiska punkterna &r V f parallell med Vg, vilket &r detsamma som att

20 8y
43 43

—Vf—
| ‘ = 8zy°® — 3223y

= 8xy(y* — 42?) = Sxy(y — 2x)(y + 22) = 0.

Denna ekvation dr uppfylld ndr en av dess faktorer &r noll.

z =0
y=0:
y = 2x:

Bivillkoret ger da att
y=+V17,

och vi far punkterna (0, v/17) och (0, —v/17).
Bivillkoret ger att

0+ ¢t =17 o

x:j:f/ﬁ,

och vi far punkterna (v/17,0) och (—+/17,0).
Bivillkoret ger att

20t =17 N

2t +16z* = 17 =N = +1.

Motsvarande y-virden dr y = +2. Vi far alltsa punkterna (1,2)
och (-1, -2).

y = —2x: Bivillkoret ger att

2t +162* = 17 & r = +1.

Motsvarande y-virden ér y = F2. Vi far alltsa punkterna (1, —2)
och (—1,2).

Kritiska punkter &r saledes (0, v/17), (0, —v/17), (v/17,0), (—=v/17,0), (1,2),

(-1,

—2), (1,-2) och (—1,2).

\
7

2. Singuldra punkter pa kurvan g = 0 ges av

Vg = (42°,4y°) = (0,0) & z=y=0

som inte tillhor kurvan.

3. Bade f och g ér differentierbara 6verallt i och med att de &r polynom.

f:s storsta och minsta virde har vi att soka bland féljande virden

f(0, W) = 4\/1—7a
70, /) = /7,
f(V17,0) = /17,  minsta viirde
F(VT7,0) = VT,
f(1,2) =17, storsta virde
f(-1,-2) =17,
f(1,-2) =17,
f(=1,2) =17.

Virdemiingden #r alltsa [v/17,17].



822a Vilken dr den maximala produkten av tre positiva tal med summan 67

KAlla de tre talen for x, y och z. Da ska vi alltsa maximera produkten zyz
nir r 4+ y + z = 6 och z,y, z ir positiva. Problemet kan dirmed formuleras som

max xyz

. {x+y+z6
da
x,y,2 >0

Om vi sétter f(z,y,z) = zyz och g(z,y,z) = x+y+ 2z — 6 sd antar f sitt storsta
virde pa ytan g = 0 i en av foljande punkter:

1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),

2. singuléira punkter pa ytan g =0 (d.v.s. Vg = 0), och

3. punkter dér f eller g inte &r differentierbar.

Notera att tilliggsvillkoren x,y,z > 0 inte introducerar nagra nya randpunkter
eftersom villkoren &r 6ppna ">’ och inte ">’ vilket gor att eventuellt nya rand-
punkter inte tillhér méngden av tillatna punkter.

Vi undersoker nu de tre fallen.

1. Att Vf och Vg ska vara parallella kan vi skriva som
Vf=AVyg,
for nagon skalar \. Detta ger
(yz,zz,zy) = A (1,1,1),

d.v.s. yz = xz = xy = A. Dessa villkor tillsammans med bivillkoret ger

ekvationssystemet
yz =z, (1)
zz = 1Y, (2)
r+y+2z=06. (3)

Eftersom z,y,z > 0 ger (1) och (2) att
y=xz, z=y & r=y=z
Detta insatt i (3) ger
3r =06 & T =2.

Punkten (x,y, z,) = (2,2,2) ér alltsa den enda kritiska punkten.

2. Vihar att Vg = (1,1,1) # (0,0, 0).
3. f och g &r differentierbara Gverallt.

Det storsta véirdet f antar dr alltsa f(2,2,2) = 8.

Anm. f antar faktiskt inget minsta virde i omradet utan f > 0 6verallt men f — 0
nér z, y eller z — 0.

822b Vilken &r den maximala arean en ritvinklig triangel med omkretsen 27

Lat oss kalla triangelns bas fér b och dess hojd for h.

b
Hypotenusan blir da v/b% + h? enligt Pythagoras sats, och triangelns omkrets blir

b+ h+ b2+ h2

Vi ska alltsa bestamma det storsta viardet arean %bh kan anta da omkretsen
uppfyller

b+ h+ Vb2 +h2=2.
Lite mer kortfattat lyder problemet
max %bh
dé b+h+02+h?=2

under forutséttning att b, h > 0. Det storsta virdet f(b, h) = %bh kan anta under
bivillkoret g(b,h) = b+ h + vb?> + h? —2 =0 gors i en av foljande punkter



1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),

2. singuléra punkter pa kurvan g =0 (Vg = 0),

3. punkter dar f eller g inte &r differentierbar, och

4. dndpunkter till kurvan g = 0.
Vi har fatt ytterligare ett fall att undersoka p.g.a. att villkoren b, A > 0 "hugger
av” kurvan g = 0 och ger d&ndpunkter som kan vara extrempunkter. Vi undersdker

dessa fall.

1. Parallellvillkoret mellan V f och Vg kan vi skriva som

e YVo— | 1l - —
v N Ry
7lh7 h2 . N b2
ST VPR Y VRt 2

h+b
1 —
_§(h—b)(1+ﬁ) —0
h+b

& h=b eller 1+

]
N
& h=1b eller +/b2+h2+h+b=0.

Detta ger att h = b. Den andra mdjligheten strider namligen mot omkrets-
villkoret.

Bivillkoret ger da att

b+b+V2+2=2 &  (24V2)b=2
2

= b

p— 2 + \/i'
Kritisk punkt ar (b, h) = (2+2—\/§, ﬁ)

2. Singuldra punkter maste uppfylla

Vg =

b h
(-~ 7m) 0

d.v.s.

b
B i M

h
VEm @

Detta ger b = h = v/b? + h2 vilket betyder att b = h = 0 men detta strider
mot bivillkoret.

3. f ar differentierbar dverallt medan g &r differentierbar 6verallt utom i (b, h) =
(0,0), men den punkten ligger inte pa kurvan g = 0.

4. Kurvan g = 0 far &ndpunkter diar nagon av olikheterna b, h > 0 ar uppfylld
med likhet.

b=0: Bivillkoret ger da att h = 1, d.v.s. vi far punkten (0, 1).
h—0: Bivillkoret ger att b =1, d.v.s. vi far punkten (1,0).

Maximal area ar alltsa det storsta av foljande virden

2 2 . 1 _ .. .
f(2+\/§, 2+\/§) =sns =0 2v/2, storst virde
f(0,1) =0,
f(1,0) =0.

824 Kan summan av tre positiva tal vara 5 om deras produkt ar 87

Om vi infor beteckningarna z, y och z for de tre talen sa ska vi underséka om
uttrycket & + y + z kan anta virdet 5 om vi har bivillkoret zyz = 8. Mera
matematiskt ska vi alltsa understoka om talet 5 ingar i virdeméngden till funk-
tionen f(x,y,2) =x 4y + z pa ytan g(z,y, 2) = zyz — 8.



Funktionen f &r kontinuerlig och ytan g = 0 &r sammanhingande i forsta
oktanten sa virdeméngden till f pa g = 0 &r alla virden mellan f:s minsta och
storsta viarde pa g = 0. Vi far alltsa reda pa svaret genom att 16sa problemet

max/min f(z,y, 2)

) ) :0
i {7

z,y,2 >0
Denna typ av problem har sina lokala extrempunkter bland foéljande punkter
1. kritiska punkter (V f parallell med Vg),
2. singuléra punkter pa ytan g =0 (Vg = 0),
3. punkter dir f eller g inte &r differentierbar, och
4. randpunkter till ytan g = 0.
Vi undersoker dessa fyra fall.

1. Vi kan uttrycka villkoret att V f och Vg &dr parallella med determinantvill-

koret
—Vi— 111
—Vg— |=| yz zz zy |=0,
a b c
a b ¢

som maste gilla for alla (a,b,c) eftersom de tva dversta raderna &r linjért
beroende om de &r parallella. Kofaktorutvecklingen lings tredje raden ger

1 1

Tz xyY yz xy Yz T2

1 1‘_1)’1 1‘+C

o

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste de tre minorerna vara noll,

1 1
A =xy—xz=x(y—z) =0,
1 1
ye ay | =W vE=yl@—2) =0,
1 1
ve wz =zxz—yz=2z2(x—y)=0.

Tillsammans med bivillkoret ger detta ekvationssystemet

z(y—2)=0, (1)
y(x —z) =0, (2)
z(z—y) =0, (3)
xyz = 8. 4)
Ekvation (4) ger att ingen av z, y eller z &r noll. Da ger (1), (2) och (3)
att x =y = z och (4) att
3 =8 & T =2
Vi har alltsa en kritisk punkt (2,2, 2).
2. I en singuldr punkt ska gilla att
Vg = (yz,2z,2y) = (0,0,0)
som tillsammans med bivillkoret ger
yz =0, (5)
rzz =0, (6)
zy =0, (7)
xyz = 8. (8)

Detta system saknar 16sning eftersom t.ex. (7) och (8) inte kan vara uppfyllda
samtidigt.

3. f &r differentierbar Gverallt.

4. Ytan ¢ = 0 begrdansas av olikheterna x,y,z > 0, men notera att
ytan ¢ = 0 inte har nagra punkter med x = 0, y = 0 eller z = 0, sa
tillaggsvillkoren x,y,z > 0 introducerar inga randpunkter (utan sorterar
bara bort komponenter av ytan g = 0 i de andra oktanterna).

Funktionen f har alltsa ett lokalt extremvérde
f(2,2,2)=242+2=6

pa ytan g = 0. Eftersom ytan g = 0 inte dr kompakt (inte begrinsad) maste
vi &ven undersoka f:s gransvirde néir xz, y eller z — oo. Vi ser direkt att om
detta intriffar sa gar f — oo. Virdeméngden till f pa g = 0 &r alltsa [6, c0) och
eftersom talet 5 inte ingar i denna mangd blir svaret nekande.



838a Bestiam det storsta och minsta virdet av funktionen
f(z,y) = 2® + 2y

da 222 4+ 9% < 1.

Om vi skriver om bivillkoret nagot

(1/35)2“/2 =1

sa ser vi att det omrade som bivillkoret definierar ar insidan och randen av en

ellips med mittpunkt i origo och halvaxlar % och 1.

Y

Detta omrade dr en kompakt mingd (sluten och begrinsad) sa funktionen f
har ett storsta och minsta virde i mingden. Dessa tva virden antas i en lokal
extrempunkt, d.v.s. i en av féljande punkter

1. kritiska punkter (i en inre punkt),
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhér omradet.

Vi undersoker de tre fallen.

1. T en kritisk punkt &r gradienten till f noll,

Vf=Q224y)=(0,0) <  (2,9)=(0,0)
och denna punkt ligger inom méngden (bivillkoret uppfyllt).

2. f &r differentierbar overallt.

3. Pa randen av omradet &r bivillkoret uppfyllt med likhet, sa vi har alltsa
problemet

max/min f(z,y),
da g(z,y) =0,
dir g(z,y) = 222 + y? — 1. Detta problem har vi faktiskt redan 16st i upp-
gift 816a och kom fram till f6ljande méjliga lokala extrempunkter (0, 1),
(0,-1), (3,0) och (=5,0).
Det storsta och minsta véardet till f 1 omradet &r alltsa bland f6ljande varden

f(0,0) =0, minsta vérdet

f(0,1) =2, storsta virdet
f(0,-1) =2,
F(50) = 1,
f(=25,0) = §.

838b Bestdm det storsta och minsta virdet av funktionen
f(CL‘,y,Z) = $2 +2y2 -

daz®+9y2 < 1.

Bivillkoret definierar omradet innanfor enhetscirkeln och med randcirkeln inklu-
derad.



Eftersom detta omrade #r kompakt kan vi garantera att f verkligen antar ett
storsta och minsta virde i omradet.

De punkter dér f &r storst respektive minst ar lokala extrempunkter och finns
med bland féljande punkter

1. kritiska punkter,
2. punkter dér f inte &r differentierbar, och
3. randpunkter som tillhér omradet.
Vi bestdmmer dessa punkter.
1. Gradienten av f lika med noll ger

Vf=(@2z-14)=(0,0) &  (z,9)=(3,0).

2. f &r ett polynom och dérfor differentierbar éverallt.

3. Randpunkterna till omradet uppfyller bivillkoret med likhet. Pa randen har
vi alltsa problemet

max/min f(z,y),
da 2% 4+9° =1.

Detta problem loste vi i uppgift 815 och fick kandidatpunkterna (1,0),
(_170)7 (_%7% 3) och (_%7_%\/3)

Det storsta respektive minsta virdet dr alltsa en av foljande virden

f(%’ 0) = —% minsta virde
f(1,0) =0,
f(_]-ao) = 27
f(-3,4v3)=2 storsta virde
f(féai% 3) = %

838f Bestdm det storsta och minsta viardet av funktionen

fla,y) =2 =22y +2y° — 2y

i den slutna triangeln med hérn i punkterna (2, —1), (2,3) och (=3, —2).

Om vi ritar upp triangeln

(-3,-2) (2,-2)

sa kan vi relativt enkelt bestdmma kantlinjerna till

L (my) = (=3,-2)+ (5,0, (0<t<1),

ii.  (z,y) =(2,-2) +t(0,5), (0 <t <1),och

i (z,y) = (=3,-2) + £(5,5), (0<t<1).

Den slutna triangeln adr en kompakt méngd sa den kontinuerliga malfunktionen f
har verkligen ett stérsta och minsta vérde i triangeln.
Vi undersoker nu de tre typer av punkter déir f kan ha lokala extrempunkter.

1. Kritiska punkter.
Sétter vi gradienten till f lika med noll fas

2z — 2y =0,

= (22 — 2y, -2 4y —2) =
Vf=2z—-2y,—2x+4y—2)=(0,0) & ortdy—2,

och detta linjéra ekvationssystem har 16sningen (z,y) = (1,1) som ligger

inom triangeln.

2. Ej differentierbara punkter.

f ar differentierbar Gverallt.

3. Randpunkter.
Randen bestar av tre kantlinjer och vi underscker f pa dessa linjer.



ii.

iii.

Pa linjen (z,y) = (—3,—-2) 4+ (5,0) = (=3 +5¢,—-2), (0 <t < 1), &r f
lika med
g(t) = f(z,y) = (=3 +5t)> = 2(=3 4 5t) - (-2)
+2-(=2)* —2-(-2)
=9—30t+ 25t — 12+ 20t + 8 + 4
= 25t — 10t + 9.

Funktionen g antar max och min bland féljande punkter

(a) kritiska punkter ¢'(f) =50t —10 =0 <& ¢=4,

(b) icke-deriverbara punkter, som det inte finns nagra av, och
(c¢) dndpunkterna t =0 och ¢t = 1.

Dessa punkter svarar mot (—2,—2), (=3, —2) och (2, —2).
Pa linjen (z,y) = (2,-2) +t(0,5), 0 <t <1, ar f lika med

g(t) = f(2, -2+ 5t) =22 —2.2. (=2 4 5¢)
+2- (=24 5t)* =2 (=2 +51)
=4+ 8 — 20t + 8 — 20t + 50t> + 4 — 10t
= 50t* — 50t + 24.

Funktionen g antar max och min bland f6éljande punkter
(a) kritiska punkter ¢/(t) =100t —50 =0 < t= 3,
(b) icke-deriverbara punkter, existerar inte,

(c¢) dndpunkterna t =0 och ¢t =1.

Dessa punkter svarar mot (2, —2), (2, 3) och (2,3).
Pa linjen (z,y) = (=3,—2) +¢(5,5), 0 < ¢t < 1, &r f lika med

g(t) = f(=3 + 5t, —2 + 5t)
= (=34+5t)%2 =2 (=3 + 5t)(—2 + 5t)
+2(=2+5t)% — 2 (=2 + 5t)
= 25t% — 30t + 9.
Funktionen g antar max och min bland féljande punkter

(a) kritiska punkter ¢/(t) =50t =30 =0 <« t=2,
(b) icke-deriverbara punkter, saknas,

(¢) dndpunkterna t =0 och ¢t = 1.
Dessa punkter svarar mot (—3,—2), (0,1) och (2, 3).

Funktionens storsta och minsta virde i triangeln dr alltsa det storsta respektive

minsta virdet bland féljande virden

f(1,1) = —1, minsta viirde
f(=2,-2) =38,
f(=3,-2) =09,
f(2,-2) =24,
f2,3) =3,
f(2,3) =4,
f(0,1) =0.

838h Bestim det storsta och minsta virdet av funktionen
f(zy) =2 +y°

daxz+y <10, zy > 9 och > 0.

Omréadet bestar av alla punkter (z,y) som uppfyller de tre olikheterna,

v y y
> T TLMC z
z+y <10 zy > 9 2> 0



d.v.s. omradet blir féljande slutna méngd

Y

N\

som begrénsas av kurvorna x +y = 10 och zy = 9.
Funktionen f antar storsta och minsta virde i en av foljande punkter.

1. kritiska punkter,

2. punkter dér f inte &r differentierbar, och

3. randpunkter.

1. Gradienten lika med noll ger den kritiska punkten

Vf=(2z,2y) = (0,0)
som inte tillhor omradet.

2. f &r differentierbar overallt.

3. Omradet begrinsas av tva randkurvor x + y

=

(z, y) = (07 O)

= 10 och xzy = 9, sa vi

ska bestimma max/min av f pa de tva kurvavsnitt som ligger mellan

skarningspunkterna

xy =9

{“y:m o (my)=(L9)

(1,9)

(9,1)
xr

Vi ska alltsa 16sa de tva problemen

(D

max f(z,y),
da z+y =10,

och

(IT)

eller (z,y)=(9,1).

(1,9)
L(g, 1)

T

max f(z,y),
da zy =9.

I

Med g¢(z,y) = = + y — 10 blir bivillkoret g(z,y) = 0. Lokala extrem-
punkter kan finnas bland féljande punkter

(a) kritiska punkter (Vf parallell med Vg),

(b) singulidra punkter pa kurvan g =0 (Vg = 0),
(¢) punkter diir f eller g inte &r differentierbar, och
(d) dndpunkter till kurvan.

Vi undersoker dessa fall

(a) I en kritisk punkt &r V f parallell med Vg vilket dr detsamma som
att

2¢ 2y
1 1

—Vf—
—vVg— |

Bivillkoret ger da att
z+x=10 = T = 5.

Kritisk punkt ar alltsa (5,5).
(b) Kurvan ér singulér dér

Vg =(1,1) = (0,0)

vilket inte intraffar i ndgon punkt.
(c) f och g ar differentierbara overallt.
(d) Andpunkter till kurvan &r (1,9) och (9,1).

Nu sétter vi g(z,y) = 2y — 9 och bivillkoret blir g(x,y) = 0. P4 denna
kurva har f lokala extrempunkter bland

(a) kritiska punkter (V f parallella med Vg),

(b) singuliira punkter pa kurvan g = 0 (Vg = 0),
(c) punkter dér f eller g inte &r differentierbar, och
(d) dndpunkter till kurvan.

Vi undersoker dessa fall

(a) Vf &r parallell med Vg omm

—Vf—
— Vg—

2¢ 2y

‘=2($+y)(ﬂc—y)=
y T

vilket ger tva fall



x+y=0: Daér y = —x < —0 vilket strider mot bivillkoret zy = vilket ger systemet
9

x —y = 0: Da dr x = y och bivillkoret ger

I

5 vilket &r MKV-losningen.
z°=9 & x = 3.
Detta ger den kritiska punkten (3, 3).
(b) Kurvan ér singuldr dér

Vg = (y,l') = (O’O) A (x,y) = (0’0)

som inte ligger pa kurvan.
(¢) f och g ar differentierbara overallt.

" N MKY 1.1h & 1.3h Skriv upp normalekvationen till systemet
(d) Andpunkterna #r (1,9) och (9,1).

1 0 1
Funktionen f:s storsta och minsta virde finns alltsa bland féljande vérden 0 1 0
0 0 (“) =1
f(5,5) =50, 0 0] \*2 2
f(3,3) =18, minsta vérde 0 0 3
f(1,9) =82, storsta virde och ange minstakvadratlésningen.
£(9,1) = 82.

Normalekvationen fas genom att multiplicera bada led med koefficientmatrisens
transponat

1 0 1
(10000)83(1»1)_(10000)?
01 0 0 O 0 0 To 01 0 0 O 9
0 0 3
MKYV 1.1e & 1.3e Skriv upp normalekvationen till systemet vilket ger systemet
AP 1)) -6)
3 1 Vi kan direkt avlisa MKV-l6sningen x1 = 1, x5 = 0.

och ange minstakvadratlosningen.

Vi far normalekvationen genom att multiplicera bada led med koefficientmatrisens
transponat

1 1
(1 2 3)(2)z=(1 2 3)|0
3 1

MKYV 1.9 Bestam ekvationen for den réita linje y = kx + /¢ som i minstakvadratmening



bista anpassar till punkterna (0,0), (1,1), (2,1) och (3,8). Bestdm ocksa medelfelet.

Vi stéller upp det ekvationssystem vi skulle ha om alla fyra punkter lag pa linjen

k-0+0=0 0 1 0
kolyl=1 o] (k) |1
k2ge=1 7 2 1 (z)_ 1
k-3+(=8 3 1 8

Minstakvadratlosningen far vi genom att losa normalekvationen. Multiplicera
bada led med koefficientmatrisens transponant

0 1 0
01 2 3\([1 1]/k\_ (0 1 2 3\]|1
(1111)21(£>_<1111>1

31 8

och vi far normalekvationen

¢ 96)-6)

Detta ekvationssystem har 16sningen k = % och ¢ = —%. MKV-linjen &r alltsa
_ 12 11
¥y=%5*~ 10
)
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