Inledande kurs i matematik, avsnitt P.6

P.6.3 Berikna sin %”
P.6.1 Berikna cos 3{.

Vi ritar upp enhetscirkeln och vinkeln 27

T
Vi ska anvénda enhetscirkeln och symmetrier i denna f6r att bestdmma cos %’T.
Den punkt pa enhetscirkeln med vinkeln %’r har koordinater (cos %”, sin %T”)
(cos %’r, sin %’T)
N 3
‘\(\T
Vi kan anvénda spegling i y-axeln for att uttrycka sin 2;“ med spegelvinkeln i
forsta kvadranten. Om « &r spegelvinkeln da ar
Genom att spegla punkten i y-axeln far vi en punkt i forsta kvadranten med z-
koordinaten — cos 37

(',sina)

° (men oféréndrad y-koordinat). Denna punkt har vinkeln §
(som &r spegelvinkeln till ‘%’T i y-axeln), och dérmed z-koordinaten cos 7.

sin %’T = sin a.

~

—cos%”,-) = (cos%,-)

v

Vi ser vad 2?”:s spegelvinkel dr genom att skriva

27r747r 3+

77r+7r
3 6 6 2 6’
for da &r
T 3r—m s
o= —— — = —_
2 6 6 3
Alltsa ar
Alltsa ar
.37 LT 1
COS fF = —COS § = — 5. Sin%’f:sm%:@.



P.6.5 Berikna cos 2Z. halva vinkeln
1 — cos 26
sin? 6 = 5
Vi ritar upp vinkeln 51’—75 i enhetscirkeln.
har vi att
1 —cos 26
sinf| =4/ ——.
[sing] = /5
Alltsa &r
1—cos% 1—+/3/2
|sin = Y il ,/ﬂ'
2 2
Eftersom vinkeln /12 ér i forsta kvadranten &r sin {5 > 0, och vi har att
Genom att spegla punkten i diagonallinjen (vinkeln 7) far vi en spegelpunkt med cos 5T — sin I — ’sin L| _ 1—+/3/2
x- och y-koordinater ombytta jimfort punkten (se trianglarna i figuren), d.v.s. 12 12 12 2
spegelpunkten har koordinaterna (sin 2%, cos 2&). _
peselp ( 12 6 ) Anm. I facit ges svaret \/5 \/51 som &r lika med vart svar. (Extrauppgift: Visa detta.)

0=m/4
P.6.7 Uttryck cos(m + x) i termer av cosz och sinz.
5 .5
(sin 2%, cos 57)

Vinkeln 7+ x &r vinkeln x roterad ett halvt varv, varfor de tva trianglarna nedan
ar kongruenta.

Spegelvinkeln « far vi genom att skriva (cos z, sin )

57r737r+27ri7r+7r

= —_— = — -, /‘«}J i

12 12 46 AT ) N >
for da ar Y

o 7T_37T—27T_7T

7176 12 12 (cos(z + ), sin(z + 7))
. 5 _ . .. .. . . .

och vi har att cos 95 = sin 5. For att bestimma sin {5 noterar vi att {5 &r

hélften av vinkeln & som vi kan cosinus- och sinusviirdena till. Med formeln for Sidlingderna lika ger att cos(m 4+ ) = — cos .



P.6.9 Uttryck sin(%7r — a:) i termer av cosz och sinz.

Vinklarna 37” — x och x har formen av att vara varandras spegelvinklar kring

nagon mittvinkel. Vi vill alltsa kunna hitta o och 3 sa att

=0+«
=
3 /
F-—r=0+aq (1) 0—3_
r=0—-« (2) ; g f-a
(1) + (2) ger 35X =28 & g =3r
(1) — (2) ger 3F — 2z =2« & a=3 g

Alltsa kan vi skriva

2 1 1
o=~ (F -a)
Vinklarna 37” — x och z dr alltsa varandras spegelvinklar kring mittvinkeln ?ﬂf.

Vi kan nu uttrycka sin( 37” — z) i cosz och sinz med hjilp av symmetrier i

enhetscirkeln (de utritade trianglarna &r kongruenta).

(cosz,sinx)

Sin(3—7r — x) = —cosx.

(~,sin(?’77r -

P.6.10 Uttryck cos(%7r + ZB) i termer av cosx och sinz.

For att fa 37” +z fran x roterar vi 3 varv motsols. Trianglarna nedan ir alltsa

1
kongruenta.

(cosz,sinx)

v

Alltsa ar cos(%’r + :1:) =sinzx.

tanx — cotx
tanx 4+ cot x

P.6.12 Uttryck i termer av cosx och sinz.

Definitionen av tan x och cot x ger att

sinx cosz

tanx — cotx cosS T sinx S .
=— = { forling med coszsinx }
tanx + cot x sinx COST

cosx sinx

sin? x — cos? z

sin? z + cos? 1

— cos 2x
= —cos2x.




P.6.13 Visa att cos* z — sin* x = cos 2z. P.6.15 Visa att ﬂ — tan?

1+ cosx

VIS

Formeln for dubbla vinkeln ger att
Konjugatregeln ger att

2cos 5 =1+ cosz,
4

costz —sintz = (0052 x + sin? CU) (cos2

NI NI

x—sinzx):Lcost:cost. 2sinZ =1—cosx.

Alltsa ar

1 —cosx ZSin%

= =tan %.
l1+cosz 2cos% 2
1— .
P.6.14 Visaatt ——© — S0 _ o T
sinx 14 cosx 2
P.6.17 Uttryck sin3z i termer av cosz och sinz.

Vi forlinger med 1 4+ cosx,

— _ a2

1 .cosx = ( .COS z)(1 + cos ) = — 1 —cos"e Additionsformeln for sinus ger att
sin sinz(1 + cosx) sinz(1 4 cosx)
sin? z sinx sin3z = sin(2x + x) = sin 2z - cos z + sinx - cos 2.

sinz(1 + cos z) "~ 1+cosz’
Vidare har vi att

Vi har att 9 .9 . .
cos2x =cos“z —sin“z och sin2z = 2coszsinz.
2z . T in T
14+ cosx=2cos“%2 och sinx=2cosZsinZ. o
2 2 2 Alltsa ar
Alltsa dr sin 3z = 2sinz cos? z + sin z cos® z — sin® z = 3sin x cos® z — sin® z.
; T in T in &
sinx :2c05251n2 :st _tan e
14 cosx 2cos? £ cos £ 2

Anm. T facit ges svaret 3sinz — 4sin® z vilket &r lika med vart svar ty 3sinz cos® z —
sin® x = 3sinz(1 — sin® ) — sin® = 3sinz — 4sin® 2.



P.6.18 Uttryck cos 3z i termer av cosx och sinz.

Additionsformeln for cosinus ger att
cos 3z = cos(2x + x) = cos 2z cos x — sin 2z sin x.

Formeln for dubbla vinkeln,

2

cos2x = cos’x —sin?xz och sin2z = 2coszsin T,

ger att

3 3

cos 3z = cos® x — coszsin? z — 2cossin? z = cos® & — 3cos z sin® x.

P.6.19 Skissera grafen till f(x) = cos2z. Vilken period har funktionen?

Grafen till f(z) = cos2z &r cosinus-kurvan kontraherad i z-led med en faktor 3.

Y
1T -y = cos 2%

/1] | '

Vi vet att x +— cosx dr 2m-periodisk och nér vi ersidtter x med 2z forkortas
perioden ocksa med en faktor %, T +— cos 2x ar darfor m-periodisk.

NIE

P.6.21 Skissera grafen till f(x) = sin7a. Vilken period har funktionen?

Nér vi ersidtter x med mx skalas grafen till  — sinx med en faktor % i x-led.
Grafen till f blir alltsa

AN ANAYSS
J w_llva

Perioden till f skalas ocksa om fran 27 till 27” =2

P.6.23 Skissera grafen till y = 2 cos (:E - 7r/3).

Nér vi erséitter  med x — 7/3 forskjuts grafen till 2 +— cosx med § enheter at
hoger. Faktorn 2 skalar sedan om grafen i y-led.

Y

2
y = 2cos(z — 7/3)

! v, x
—2

ol3



P.6.24 Skissera grafen till y = 1+ sin(z + ). Pythagoras sats ger att hypotenusan &r v/22 4 12 = /5,

V5

2
Grafen till y = sin (a:+ %) ar forskjuten med 7 enheter at vinster jaimfort med y =
sin x. 0 1
Grafen till y = 1 + sin(x + %) ar slutligen forskjuten med en enhet uppat.
Y Fran triangeln far vi nu att
2 .
-'y:1+sm(x+7r/4) COS@Z% och SiDO:%.

+ + > T

T

2

P.6.27 Givet cosf = %, dar 0 tillhor intervallet [—%, 0]. Bestdm sin 6 och tan 6.

P.6.26 Givet tan 6 = 2, déar 0 tillhor [0, 7r/2}. Bestdm cos 6 och sin 6.

Den trigonometriska ettan ger att

|sinf| = /1 — cos? :\/1—%:@: 22

Eftersom 6 tillhor [fg, 0] har sin § ett negativt tecken. Alltsa &r

Eftersom 6 ligger i intervallet [O, g} kan vi rita 6 som en vinkel i en hjélptriangel.

S

0

sinf = —|sing| = — 22,

Vi vet att tanf = 2 sa vi kan ge kateterna lidngderna 2 och 1.
Slutligen far vi

sinf _ —2v2/3 _ W

2 —
tan0_(3059 - 1/3




P.6.29 Givet sinf = —, déar 0 tillhor intervallet [ } Bestdm cos 6 och tan6. P.6.33 ABC ir en triangel med en rét vinkel i C,

och a, b och c ar sidorna som &r motstaende respek-
tive vinkel. Bestdm b och ¢, om a =5 och B= %

B
Den trigonometriska ettan ger att

Vi ritar upp de givna storheterna i triangeln.
|cosf| = V1—sin?f =4/1— (—%)2 =V3/2.

Eftersom 6 tillhor intervallet [7r, ‘;’ﬂ som &r tredje kvadranten, har cosf ett
negativt tecken och ddrmed &r

sk

/6 3
cosf = —|cosf| = —@.
. Definitionen av cosinus och tangens ger att
Sedan har vi att
r—3 -5 ___5 _ 10
sing  —1/2 WETe T CTRTT R VA
tanf = = =1/V3. c_ b x 1
cost)  —/3/2 tan T = 2 2N b=5tan§ =5 75 =
P.6.31 ABC ér en triangel med en rét vinkel i C,
och a, b och ¢ dr sidorna som &r motstaende respek- c
tive vinkel. Bestéim a och b om ¢ = 2 och B = 7/3. b P.6.43 Lat ABC vara en triangel med sidorna a,
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C. .
B a C Bestédm sin B om a =4, b= 3 och A =n/4.
Vad som ér givet ar alltsa
Sinussatsen ger att B
2 b a . b o .
= & sinB = %sinA =3 .sin
sinB  sinA a 4

/3

Definitionen av cosinus och sinus ger att

cosg =4 & a—2cos3:2% 1,
singzg & b=2sing =2- @:\/5



A
P.6.44 Lat ABC vara en triangel med sidorna a, c b
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C.
Bestdm cos A om a =2, b =2 och ¢ = 3.
B a C
Cossinussatsen ger att
a2 =02+ ¢® — 2bccos A &
b>+c?—a®> 22432-22 3
cos A = = -2
2bc 2:2-3 4
A

P.6.45 Lat ABC vara en triangel med sidorna a,
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C. b
Bestdm sin B om a =2, b =3 och ¢ = 4.

B a C
Cosinussatsen ger att
b2 = a? + ® — 2accos B &
2 2 b2 22 42 _ 32
cos B = ate = + = %.
2ac 2-2-4

Den trigonometriska ettan ger att

|sin B = /1 —cos?2 B = 1—%:“%?2.

Eftersom B ir en vinkel i en triangel ligger B i intervallet [0, 7], vilket betyder
att sin B har positivt tecken. Alltsa &r

sin B = |sin B| = /4%,

P.6.47 Lat ABC vara en triangel med sidorna a,
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C.
Bestdm ¢ om ¢ =4, A =n/4 och B =m/3.

B a C

Eftersom vinkelsumman i en triangel &r 7, &r C =7 — A — B = % Sinussatsen
ger att

a c N sin A sin 7
A = — a=c —; =9 —
sinA sinC sin C' sin ‘?—’27

o . . i Bw o 5 __ 1+\/§/2
Fran uppgift P.6.5 har vi att sin 55 = /1 — cos? 55 = \/ =5~

1/vV2 3
:3- - .
\/_1+§5/2 \/1 +/3/2
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