Inledande kurs i matematik, avsnitt P.5

P.5.7 Om f(x) =z + 5 och g(z) = 2® — 3, bestam foljande uttryck

a) fog(x), b)  g(f(0)),

c)  flg(x)), d) go f(x),

e) fof(-5), £)  g(9(2),

g f(f@), h) gog(x).

a)  fog(0)=f(g9(0)) ={g(0)=0>-3=-3}=f(-3)=-3+5=2
b)  g(f(0)) ={f(0)=0+5=5}=g(5) =5> -3 =22

¢)  flg(x)) = fa®=3)= (2> =3)+5=2+2

d)  gof(z)=g(f(x)) =gl@+5)=(x+5)*—3=2+10z+22

e)  [fof(=5)=[(f(-5) ={f(-5)=-5+5=0}=f(0)=0+5=5
)

f)  g(9(2) ={9(2)=2>-3=1}=g(1)=1>-3= -2
g) f(()) fla+5) =(@+5)+5=a2+10
h) gog(z)=g(g9(z)) =g(a*—-3) = (2 —=3)2 =3 =2* — 622+ 6

P.5.9 Om f(z) =1/(1 —z) och g(z) = vz — 1, bestdm foljande funktioner och deras
definitionsméngder,

a)  fof(x),
b)  fog(z),
c) o f(z),
d)  gog(x).

Vi ska forst ta reda pa definitionsméngd och virdeméngd till f och g.

e Definitionsméngd till f
Funktionen f(z) = 1/(1 — x) dr definierad verallt utom dir ndmnaren &r
noll, d.v.s. 6verallt utom i x = 1.

e Definitionsméangd till g
Funktionen g(z) = v/& — 1 dr definierad overallt dér z — 1 > 0, d.v.s. > 1.

e Virdeméngd till f

Grafen till f &r grafen till z — 1/x speglad i z = % (x — 1—x &r en spegling
iz=1) dvs.

Funktionen f har darfor samma virdeméngd som x +— 1/z, d.v.s. alla viirden
utom 0.
e Virdeméngd till g

Funktionen ¢ har utseendet /--- dér uttrycket under rottecknet varierar
over de icke-negativa talen. Alltsa har g samma virdeméngd som x — +/z,
d.v.s. [0,00).

a) Vi borjar med att rita upp hur punkterna avbildas med f en géang.

Dy Vi

Om vi nu ska applicera f ytterligare en gang maste vi undanta punkten 1
fran Vy (f ej definierad i 1), vilket betyder att vi maste ta bort alla punkter



i Dy som avbildas pa vérdet 1. De x som ger vérdet 1 uppfyller

1
1:f(x):17x & x=0.
Alltsa
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Definitionsméngden till fo f &r alltsa alla punkter utom 0 och 1, eller skrivet
med intervall (—o0,0) U (0,1) U (1, 00).

Det analytiska uttrycket for f o f blir

1 ) - 1 r—1
1—z/ ’

fof(@) = f(f@) = f( 1

1—x

b) I sammansittningen f o g utfors forst funktionen g.

For att vi sedan ska kunna sammansétta med f far inte vérdet 1 inga i V,,
d.v.s. vi maste sortera bort de punkter i D, som avbildas pa vérdet 1.
Sadana punkter uppfyller

l=g(z)=Va-1 & x =2

Alltsa
A g A f AN
— — 4
2
1¢ 1
0«
D fog Vf og

Vi kan alltsa definiera f o g pa intervallen [1,2) U (2, 00).

Det analytiska uttrycket for f o g blir

foglx)=f(g9(z) = f(Vr—1) = —F—=

Forst utfors funktionen f.

Dy Vi

For att sedan kunna sammansétta med g far vi inte ha nagra vérden i Vy
mindre &n 1 (i de punkterna #r g inte definierad). Vi maste alltsa ta bort
de punkter i Dy som avbildas till virden mindre &n 1, d.v.s. alla x sadana
att

f(z) = ! < 1.

1—2x

Vi loser denna olikhet pa samma sétt som i uppgift P.1.19 och far interval-
len (—o0,0) och (1, 00).



Alltsa maste vi undanta alla punkter utom de mellan 0 och 1.
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Definitionsméngden till g o f &r alltsa [0,1).
Det analytiska uttrycket for g o f blir

gof(x)zg(f(x)):9< ! ): LIRS

1—2x

d)  Funktionen g avbildar punkter enligt

s g N
4
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Dy Ve

For att vi ska kunna anvénda g igen krévs att inga vérden i V, 4r mindre
dn 1, d.v.s. vi maste plocka bort de punkter i D, som avbildas pa vérden
mindre &n 1. Vi ska alltsa ta bort de  som uppfyller

gx)y=vr—-1<1 & x < 2.
Vi har ddrmed

~ o A o A
20
14
Dgog Vgog

Definitionsméngden till gog ér alltsa [2, 00). Det analytiska uttrycket for gog
blir

gog(x) =g(g(x)) =g(Ve—1) =y Vo -1-1

P.5.13 Bestdm vad som ska sta i den graa luckan

f@)  gl@)  fog(x)
VT |z

Vi ritar upp hur de olika funktionerna avbildar en punkt.

/f{;\}

Eftersom vi vet att f o g(x) = |z| s& dr z = |z|, och vi har férljande figur.

Vilket viirde maste y har for att f(y) = |z|?
f=vy=z & y=2"



Alltsa har vi figuren

Nu ser vi att g(z) = 2.

P.5.15 Bestdm vad som ska sta i den graa luckan.

f(z)

g(x) fog(x)

(x4 1)/a

Vi ritar upp hur f och f o g avbildar en punkt x.

A~

A~

Vad ska nu y vara for att f(y) = z?

y+1 1
fy)=—7==2 & y+l=ay &  y=-—7
Y y—1
y ska alltsa vara lika med 1/(y — 1). Vi far figuren
N g f N~
— — !
z+1
x
x o
X o
m
fog

Nu ser vi att g(z) =1/(x — 1).

P.5.16 Bestdm vad som ska sta i den graa luckan.

f(@) g(z)  fog(x)
z—1 1/2?

Vi vet att
fog(z)=1/z* och fog(x)= f(g(z)) = flz—1).
Om vi kallar y =x — 1 sd ér x =y + 1 och

1
f(y):m-



P.5.19 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x — 2f(x) och ange dess de-
finitionsméngd och virdeméngd.

Genom att multiplicera f(z) med 2 expanderar vi grafen med en faktor 2 i y-led.

(1,2)

Funktionen = +— 2f(x) &r definierad overallt dér f dr definierad, d.v.s. defini-
tionsméngden till z — 2f(x) &r [0, 2].
Eftersom vi har att

0< flx) <1 for 0 <z <2,

sa &ar
0<2f(x) <2 for 0 <z <2.

Funktionen = — 2f(x) har alltsa virdeméngden [0, 2].

P.5.21 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x +— f(2z) och ange dess de-
finitionsméngd och virdeméngd.

Funktionen z +— f(2x) kan ses som sammansatt av tva funktioner, dels z — 2z

och dels z — f(x),

men for att vi ska kunna anvédnda f i det sista steget far vi inte ha varden utanfor
intervallet [0, 2] efter funktionen x — 2z. Vi maste alltsa ta bort alla punkter som
avbildas med x +— 2z utanfor [0, 2]. Vi ska alltsa bara behalla de x som uppfyller

0<2x<2 & 0<z<I1.
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Funktionen z — f(2z) har alltsa definitionsméingden [0,1] och virdeméing-
den [0, 1].

Den forsta funktionen = +— 2z innebédr att vi expanderar intervallet [0, 1]
till [0,2] och sedan anvinder f. Grafen till z — f(2z) blir alltsa ihoptryckt
till intervallet [0, 1] pa z-axeln.

Anm. Denna losning dr kanske lite véil omsténdig, men 16sningen illustrerar iallafall
hur man kan dela upp en funktion i enklare delar och analysera dessa.



P.5.23 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x — 1+ f(—z/2) och ange
dess definitionsméngd och vardeméangd.

Nar vi ersiitter © med —x/2 i y = f(x) sa forlings grafen i z-led med en faktor 2

och minustecknet speglar grafen i y-axeln.

Y
WA > X

|
z— f(—x/2)

Nér vi sedan adderar 1 till x — f(—z/2) sa forskjuts grafen en enhet uppat.

Yy
1
t > X
_4 \
z e 1+ f(-2/2)
Funktionen &ar definierad for
0<—2/2<2 & —4 <z <0,

d.v.s. definitionsméingden #r [—4,0].
Eftersom vi vet att 0 < f(---)
alltsa [1,2].

<1léarl<1+4 f(—x/2) <2. Virdemingden dr

P.5.24 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen z — 2f((z — 1)/2) och ange
dess definitionsméngd och virdeméangd.

Nar vi ersétter « med (z — 1)/2 expanderas grafen med en faktor 2 i a-led och

sedan en forskjutning med en enhet at hoger.

IT
> T

1 5
xb—>f((x—1)/2)

Multiplikationen med 2 gor att grafen forlangs i y-led med en faktor 2.

Y
2

1 5
z—2f((x—-1)/2)

Funktionen z +— 2f((z — 1)/2) &r definierad da

x—1
2

0< <2 & 1<z <5.

Definitionsméngden &r alltsa [1, 5].

Eftersom vivet att 0 < f(---) <1saér0 < 2f(($—1)/2) < 2. Virdeméngden

ar [0, 2].



x om0 <z <1,

P.5.25 Skissera grafen till f(z) =
2—x oml<ax<2.

Funktionen f &r lika med z i intervallet [0, 1].

<

—_

‘ + > X

I intervallet (1,2] &r f lika med 2 — z.

1 \
+ 2 > T

| 1

<

(\}

Over hela definitionsmingden [0,2] har alltsa f grafen.

Y
1%
+ D > X
1 2

Notera att f visserligen ges av tva olika uttryck pa olika delar av defini-
tionsméangden men f &r en funktion.

P.5.27 Bestdm alla reella konstanter A och B for vilka funktionen F(z) = Az + B
uppfyller

a)
b)

FoF(z)=F(z) for alla z,
FoF(z)=uz for alla x.

Vi har att
VL= FoF(z)=F(F(z)) = F(Az + B)
= A(Az + B)+ B = A%z + AB + B,
HL = Ax + B.

Eftersom VL ska vara lika med HL for alla = maste koeflicienten framfor x
i bada led vara lika. Samma sak géller konstanttermerna,

AZ=A {A—

AB+B—B & B—0 eller A=0.

Vi har alltsd tva typer av losningar {A = 1,B = 0} och {A =
0, B godtycklig}.
Vi har att

VL = { se a-uppgiften } = A%z + AB + B,
HL = .

VL = HL for alla x ger att

A2=1 {Al

AB+B=0 & B—0 och A=-1.

Det finns alltsa tva typer av losningar {A = 1,B = 0} och {4 =
1, B godtycklig}.

P.5.33 Antag att f &r en jamn funktion, g dr en udda funktion, och att bade f och g
ar definierade pa hela reella tallinjen R.



Undersok om féljande funktioner &r jaimna, udda eller ingetdera.

f+a. f-9 fla. g9/f. FP=ff ¢=g-9
fog, gof, fof, gog

Att f &r jAmn betyder att
f(=z) = f(z) for alla z.
Att g ar udda betyder att

g(—x) = —g(z) for alla x.

(+)

()

Vi ska nu undersoka om funktionerna i uppgiften &r jamna, udda eller ingetdera.

Som en forsta grov sall kan vi ta tva konkreta exempel pa f och g, t.ex.

fla)=2® och g(a) =z,

och nagot x-viirde, t.ex. x = 7. Om nagon av kombinationerna i uppgiftstexten
inte uppfyller () eller () f6r dessa speciella f, g och z, da kan kombinationen
inte vara jimn respektive udda (eftersom da krévs ju att () respektive (f) &r

uppfylld for alla f, g och z).
f+g: Vihar att

f(=2) +g(—x) = (-1)* + (-7) = 42,
+ (f(x) + g(x)) = £(7° + 7) = £56.

Alltsa kan f + g varken vara jamn eller udda.
f-g: Vi har att

f(=a) - g(=2) = (=7)* (=7) = =343,
+ f(2) - g(x) = £7*- 7 = +343.

f - g skulle kunna vara udda, men det kan ju ocksa vara en slump.

Déremot kan f - g inte vara jamn.

flg:

g/f:

[T

fog:

go f:

Vi har att

f(=a)/g(=x) = (=7)*/(=7) = -1,
+ f(x)/g(x) = £7%/7 = £T.

f/g skulle kunna vara udda, men inte jimn.

Vi har att

g(=a)/f(=z) = (=1)/(-7)* = =7,
+g(2)/f(z) = £7/7* = £1.

g/ f skulle kunna vara udda, men inte jimn.

Vi har att

f(=a) - f(=2) = (=7)* - (=7)* = 2401,
+ f(x) - f(x) = £7% - 7> = +2401.

f - f skulle kunna vara jimn, men inte udda.

Vi har att

9(=z) - g(=z) = (=7) - (=7) = 49,
+g(z) - g(xr) =£7- 7= +49.

g - g skulle kunna vara jadmn, men inte udda.

Vi har att

fog(—z)=f(9(=7)) = f(=7) = (=7)* = 49,
+ fog(x) = £f(9(7)) = £(7) = £7* = +£49.

f o g skulle kunna vara jimn, men inte udda.

Vi har att

go f(=x) =g(f(=7)) = g(49) = 49,
+go f(z) =+g(f(7)) = £g(49) = £49.

g o f skulle kunna vara jimn, men inte udda.



fof: Vi har att
fof(=z)=f(f(=7)) = f(49) = 49% = 2401,
+ fof(x)= if(f(—?)) = 41(49) = +49? = +2401.
f o f skulle kunna vara jimn, men inte udda.
gog: Vi har att
gog(—a) =g(g9(=7) = g(-7) = T,
+gog(x)=+g(9(7) = +9(7) = £7.
g o g skulle kunna vara udda, men inte jamn.

Vi har nu sallat bort nagra omdgjliga fall. Nésta steg dr att vi forsoker bevisa de
fall som inte kunde uteslutas ovan (de &r troligtvis sanna).

f-g: Vi vet: (1) f(—z)= f(x) for alla z,
(2) g(—z)=—g(x) for alla z.
Vill visa: (%) f-gudda, d.v.s. f(—z) - g(—x) = —f(z) - g(x).
Vi har

Vi av (x) = f(~2) - g(~2) =
= —f(2)- gla) = n
Alltsa ar f - g udda.

{1, @)} = f@) - (—g(x))
L av (x).

I de foljande fallen kan vi vara lite mer kortfattade.
flg:  Villvisar (x) f(-2)/g(—2) = —f(z)/g9(x)
VL av (x) = f(—2)/g(—2) = —f(x)/g(x) = HL av ().
Alltsé &r f/g udda.
g/f+  Villvisa: (%) g(-2)/f(-z) = —g(z)/f(z)
VL av (x) = g(—2)/f(—z) = —g(z)/ f(2) = HL av ().
Alltsé &r g/f udda.
fofe Villvisar (%) f(-=2)- f(-=) = f(z) f(2)
VL av (x) = f(—=) - f(-2) = f(z) - f(z) = HL av (*).
Alltsé & f - f jémn.

fog:

gof:

gog:

Vill visa:  (¥)  g(—z) - g(—x) = g(x) - g(x)

Alltsd &r g - ¢ jimn.
Vill visa: () fog(—z) = fog(x)
VL av (+) = f(g(—) = f(—g(2)) = f(9(x)) = L av (+).
Alltsa &r f o g jamn.
Vill visa: () go f(—z) = go f(z)
VL av (+) = g(f(—)) = g(f(x)) = HL av (+).
Alltsa &ir g o f jimn.
Vill visa: () fo f(—a) = fo f(z)
VL av (x) = f(f(~)) = [(f(2)) = HL av (+).
Alltsa &r f o f jimn.
Vill visa: (%) gog(—z) = —go g(x)
VL av (x) = g(9(-2)) = g(—g(z)) = —g(9(z)) = HL av ().

Alltsa ér g o g udda.



P.5.35a Lat f vara en funktion med ett origosymmetriskt definitionsomrade. Visa att f
4r en summa av en jamn och en udda funktion

f(z) = E(z) + O(a),
dédr E &r en jaimn funktion (even) och O &r en udda funktion (odd).

Tips: Lat E(z) = (f(z) 4+ f(—z))/2. Visa att E(—xz) = E(z), varfér E &r jimn. Visa
sedan att O(x) = f(z) — E(z) &r udda.

Vi later
E(x) = (f(z) + f(-x))/2,
O(x) = f(z) — E(z) = f(x) = (f(2) + f(-x))/2
= (f() = f(==))/2.
Da ar

och vi visar att

E jamn : Vi ska visa att

Vi har att

Alltsa ar F jamn.

O udda : Vi ska visa att

Vi har att

Alltsa ar O udda.
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