Inledande kurs i matematik, avsnitt P.4

P.4.1 Bestéim definitionsméngd och virdemingd till funktionen f(z) = 1+ x>

Uttrycket 1 + 22 #r definierat for alla z, vilket betyder att f:s definitionsmingd

ar (—00,00). Om vi ritar upp grafen till funktionen x — 22,

Y

s& ser vi att  — 2?2 har viirdeméngden [0, c0). Funktionen f har en graf som
ovanstaende foérskjuten en enhet uppéat. f:s virdemiingd ir alltsa [1, 00).

P.4.3 Bestiam definitionsméingd och viirdeméngd till funktionen G(x) = /8 — 2.

For att /8 — 2x ska vara definierad maste uttrycket under kvadratroten vara
icke-negativ, d.v.s.

8§—-2x >0 & r <4

Funktionen G:s definitionsméngd dr alltsa (—oo,4]. Ritar vi upp funktionen z —

vz,

sa ser vi att den har virdemingden [0,00). Eftersom funktionen G har ut-
seendet y/nagonting dir "nagonting” antar alla icke-negativa vérden, dr G:s
vérdemingd ocksa [0, 00).

P.4.4 Bestam definitionsméngd och virdeméngd till funktionen F(x) = 1/(z — 1).

Funktionen F &r definierad 6verallt utom dér ndmnaren &r noll, d.v.s. dverallt
utom dér

r—1=0 & x=1.

Definitionsméngden ér didrmed de tva intervallen (—oo,1) och (1, 00). Funktio-
nen z — 1/x har grafen

och virdeméngden (—o0,0) U (0, 00).
F' har ocksa utseendet F(z) = m dér "nagonting” antar alla vérden

utom noll. F':s virdeméngd dr darfor de tva intervallen (—oo,0) U (0, 00).



P.4.13 Vilka symmetrier har grafen till

Speciellt, dr f jamn eller udda?

Vi undersoker forst om f &r jamn eller udda.
1. Om vi har att f(—z) = f(z) for alla z, da &r f en jamn funktion.
2. Om vi har att f(—z) = —f(x) for alla z, da &r f en udda funktion.
Vi har att

= —f(=).

Alltsa &ar f udda.

Funktionen f har en symmetri kring virdet x = L om f antar samma virde
(eller samma virde med motsatt tecken) i symmetriska punkter kring x = L.

Om x = L+t dr en punkt till héger om x = L, da &r x = L —t den symmetriska
punkten till vinster om x = L.

v

Lot L Ltt
Vi ska alltsa undersoka om det finns nagot L sa att

f(L+t)=f(L—t) forallat,
eller

f(L+t)=—f(L—1t) forallat.
Vi kontrollerar om nagot sadant L finns.

1. Vi undersoker om

L+t L—t
7 o fL-t)=——
(L+t)2-1 ut ) (L—t)2-1
& (L+t)(L-t)?-1)=(L-t)((L+1)?-1)
2N L3+ Lt> —2L%t — L+ L*t 4+ ¢3 — 2Lt% — ¢

=I3 4+ Lt? +2L%t — L — L%t — 3 — 2Lt + ¢.

F(L+1) =

Vi samlar allt i ena ledet
2t —2(L* — 1)t =0, for alla t.

Detta polynom &r inte lika med noll for alla ¢, oavsett hur vi véljer L. Alltsa
finns ingen symmetri av typen f(L +t) = f(L —t).
2. Vi understker om

L+t L—t
e

& (L+)(L—t)—1)=—(L-t)((L+1)*-1)
PN L3+ Lt? —2L%t — L+ L%t + ¢ — 2Lt> — t
= I3 L2 —2L%t+ L+ L%t +t3+2Lt —t.

FL+1) =

Vi samlar allt i ena ledet
—2Lt? +2L(L% —1) =0, for allat.

Ett polynom é&r identiskt noll omm (om och endast om) dess koefficienter
alla &r noll, d.v.s.

—2L =0

2L(L* —1)=0 L=0.

Funktionen har alltsd endast en udda symmetri kring L = 0 (vilket vi redan
visste).

P.4.14 Vilka symmetrier har grafen till

Speciellt, &r f jamn eller udda?

Funktionen f &r symmetrisk kring x = L om



1. f(L+t)=f(L—1t), forallat, eller
2. f(L+t)=—f(L—1t), forallat.
Vi undersoker om och for vilka L dessa symmetrier intréiffar.

1. Vi undersoker om

1 1
@ror-1 T T T

& (L+t)?—1=(L—t)*—1
N L4 2Lt +t2—1=IL%—2Lt+¢*—1
& 4Lt =10, for alla t.

FE+1)=

Detta polynom é&r identiskt noll om dess koefficienter &r noll, d.v.s. L = 0.
Funktionen &r alltsa jdmn kring z = 0.

2. Vi undersoker om

1 1
— = f(L—t)=
U R A
& (L+t)?—1=—(L—-t)*+1
& L4+ 2Lt +t>—1=—-L*+2Lt —t* +1
& 20° +2(L* —1) =0, for allat.

FEL+1) =

Detta polynom &r inte identiskt noll oavsett hur L viljs. Alltsa finns inga
udda symmetrier for f.

Fran punkt 1 har vi att f &r en jamn funktion.

P.4.19 Vilka symmetrier har grafen till f(x) = |m3|? Speciellt, d&r f jamn eller udda?

Vi ska undersoka om det finns nagot x = L sa att

1. f(L+t)=f(L—t), forallat, eller
2. f(L+t)=—f(L—1t), forallat.

Om punkt 1 &r uppfylld &r f en jimn funktion kring x = L. Om punkt 2 &r
uppfylld ar f en udda funktion kring x = L. Vi understker om sadant L finns.

1. Vi har
fL+t) = [(L+1)°| = fF(L—1t) = |[(L—t)].

Vi ser direkt att om ¢t = —L da &r |(L + ¢)3| = 0 medan |(L — t)3| = 8L3.
For att bada uttryck ska vara lika maste L = 0. Aven med detta val av L
aterstar att undersdka om f(L+1t) = f(L —t) for 6vriga vérden pa t. Vi har

FO—t)=[(=t)| = |-t*| = |t*| = f(0 +1).
Med andra ord &r f(L —t) = f(L +t) omm L = 0.
2. Vi har att
FIL+t)=|[(L+)°| = =f(L—1t) = =|(L—1)%|.

Uttrycket |(L—|—t)3’ dr alltid icke-negativt medan uttrycket —|(L — t)?" alltid
ar icke-positivt. Den enda mojligheten att de tva uttrycken skulle vara lika
vore om de bada dr 0 for alla ¢, men det &ar de inte. Funktionen saknar alltsa
udda symmetrier.

Fran punkt 1 ser vi att f &r en jamn funktion.

P.4.20 Vilka symmetrier har grafen till f(z) = |z + 1|7 Speciellt, dr f jimn eller
udda?

Vi har att underscka om det finns nagot = L sa att

1. f(L+1t)=f(L—t), forallat, eller



2. f(L+t)=—f(L—1t), forallat.
Vi undersoker dessa tva fall.
1. Vi har att
JL+t)=|L+t+1=f(L—t)=|L—t+1].

Omt=—-1—-Ldaér |[L+¢t+1]=0och|L—t+1]=|2(L+1)|]. For att vi
overhuvudtaget ska ha nagon symmetri maste alltsa L+1 =0 eller L = —1.

Om L =-1daér
f(=1+4t) =|-1+t+1] =t
f(1—t)=|-1—t+1|=|—t|=[t].
Alltsa ar f symmetrisk kring L = —1.
2. Vi har att
JL+t)=|L+t4+1=—f(L—t)=—|L—t+1]
&= |IL+t+1]+|L—t+1=0, forallat.
Eftersom vénsterledet dr en summa av tva icke-negativa tal maste
|IL+t+1=|L—-t+1 =0, forallat,

vilket inte intréffar, oavsett L:s vdarde. Funktionen saknar alltsa udda sym-
metrier.

Fran punkterna ovan ser vi att f &r varken jamn eller udda (inga symmetrier
kring L = 0).

P.4.22 Vilka symmetrier har grafen till f(z) = /(x — 1)2? Speciellt, dr f jimn eller
udda?

Vi kan skriva f som

(se sidan 8 i kursboken) och da blir uppgiften néistan identisk med P.4.20. Samma
typ av undersokningar ger att f har en jaimn symmetri kring L = 1 och &r varken
jamn eller udda.

P.4.26 Skissera grafen till f(z) = (z — 1)* + 1.

Om vi borjar med funktionen z + x2? sa har den grafen,
Y

Forskjuter vi grafen en enhet at hoger far vi grafen till x — (z — 1)2.
Y

Slutligen ger en forskjutning med en enhet uppat grafen till z +— (x — 1)% + 1.
Y




P.4.29 Skissera grafen till f(z) = & + 1.
Grafen till x — /x har utseendet i figuren till vinster. Genom att forskjuta

grafen en enhet uppat far vi grafen till f(x) = /z + 1.
Y Y

P.4.30 Skissera grafen till f(z) = v/ + 1.

Vi far grafen till f genom att forskjuta grafen till z — /z en enhet at viinster.
Y

P.4.31 Skissera grafen till f(z) = —|z|.

Funktionen x — |z| har grafen i figuren till vénster. Speglar vi grafen i z-axeln
far vi grafen till f(x) = —|z|.
v o y

P.4.32 Skissera grafen till f(z) = |z| — 1.

Vi far grafen till f genom att férskjuta grafen till = — |z| en enhet nerat.
Y

P.4.33 Skissera grafen till f(z) = |z — 2|.

Om vi forskjuter grafen till z — |z| tva enheter at hoger far vi grafen till z —
|z —2].

P.4.34 Skissera grafen till f(z) =1+ |z — 2|.

Grafen till z — |z — 2| far vi genom att forskjuta grafen till z — |z| tva enheter
at hoger. Genom att addera 1, x — |z — 2| + 1, forskjuts grafen ytterligare en
enhet uppat.




. . X
P.4.35 Skissera grafen till f(z) = 2 . P.4.37 Skissera grafen till f(z) =

T+ 2 z+1
Funktionen z — 1/x har utseendet Vi skriver om funktionen nagot
Y x r+1-1 1
! fla) = 2 = I
: z+1 z+1 z+1
Om vi infér ett nytt koordinatsystem (z’,y’') dir '’ = —x — 1 och 3y =y — 1. Da
(1,1) ges f:s graf av ekvationen y' = 1/2'.
> T )
(—1,-1) I
Forskjuter vi grafen tva enheter till vanster far vi grafen till z — T—b e S
Y
(=1,1) I det ursprungliga koordinatsystemet blir detta
\,,,

y/
*

4

7

AR SRR e S luiaietae -

Multiplikation med 2 ger att alla y-koordinater multipliceras med faktorn 2. Gra-

fen far da utseendet
Yy
(*13 2)
S

(_37 _2)




P.4.39 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]

och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.
Skissera funktionen x +— f(x) + 2 och ange dess

definitionsméngd och virdeméngd.

Nér vi adderar 2 till hogerledet i y = f(x) sa forskjuter vi f:s graf med tva
enheter uppat.

\
7

—_—
2

Definitionsméngden till x — f(x) + 2 &r fortfarande [0, 2] medan virdeméngden
forskjuts tva enheter uppat till [2, 3].

P.4.41 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]

och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.
Skissera funktionen x — f(z + 2) och ange dess

definitionsméngd och virdeméngd.

Om vi erséitter © med . +2 iy = f(z) sa forskjuts grafen tva enheter at véinster.
Funktionen z — f(x 4 2) har alltsa grafen.

(-1,1) 7

—2

Eftersom f(z) &r definierad da 0 < x < 2sa dr f(x+2) definierad da 0 < z+2 < 2,
d.v.s. dd —2 < 2 < 0. Definitionsméngden ér alltsa [—2, 0].

Eftersom funktionen ér z — f(nagonting) dir "nagonting” antar viirden i [0, 2]
har z — f(x + 2) samma virdeméngd som f(x), d.v.s. [0,1].

P.4.43 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]

och virdeméngden [0, 1] samt grafen till hoger.
Skissera funktionen z — —f(z) och ange dess

definitionsméangd och virdeméngd.

Med ett minustecken framfor f(z) speglas grafen i z-axeln. Funktionen x — f(z)
har alltsa grafen.

(1771>

Dér x — f(x) &r definierad &r ocksa x +— — f(x) definierad. Alltsa har x — — f(z)
definitionsméngden [0, 2]. Vardeméngden till samma funktion dr [—1, 0] eftersom
nédr f(z) antar virdet b sa antar — f(x) véirdet —b.



P.4.45 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2] Y

och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.
Skissera funktionen x +— f(4 — ) och ange dess

definitionsméngd och virdemingd.

Overgangen fran x till 4—z blir tydligare om vi skriver = 2—(2—x) och 4—z =
24 (2 — ). Viser da att « och 4 — z dr varandras spegelbilder kring x = 2.

\
7

T 2 4;x

Grafen till x — f(4 — z) blir alltsa spegelbilden av grafen till f kring = = 2.

(3,1)
AN

Funktionen = — f(4 — ) dr definierad for 0 < 4 — 2 < 2 eller 2 < z < 4.
Definitionsméngden &r alltsa [2, 4].

Eftersom x — f(4 — x) dr x — f(nagonting) dir 0 < ”nagonting” < 2,
har x — f(4 — ) samma virdeméingd som f(z), d.v.s. [0,1].

P.4.46 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdeméngden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x — 1 — f(1 — x) och ange
dess definitionsméngd och vardeméngd.

Uttrycket 1 — = ersétter x med dess spegelbild kring % (det ser vi genom att

skrivaz =3 — (3 —z) och1—z =1+ (3 —2)).

v

xT

N+

Denna spegling har vi bade i z- och y-led. z — 1 — f(1 — x) har alltsa grafen.

AN ) G

5\
‘ 4 ‘ I 4 ‘ 4
'
'

v f(2) e f(1—2) v 1— f(1-a)

Funktionen z — 1 — f(1 — z) &r definierad for 0 <1 —2 < 2 eller -1 <z < 1.
Definitionsméngden &r alltsa [—1, 1].
Niar -1 <z <1ér

0<1-2<2 och 0L f(l—2z)<1.
Detta ger att

“1<—fl-2)<0 & 0<1-f1-2)<1

Alltsa har x — 1 — f(1 — ) virdemingden [0, 1].
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