Inledande kurs i matematik, avsnitt P.3

P.3.1 Bestdm en ekvation for cirkeln med mittpunkt i (0,0) och radie 4.

En cirkel med mittpunkt i (z.,y.) och radie r
har ekvationen Y

(.’E - xc)2 + (y - yc)2 = 7,2.

I vart fall ar z. = y. = 0 och r = 4, vilket ger
ekvationen

x> —i—y2 = 16.

P.3.3 Bestdm en ekvation for cirkeln med mittpunkt i (—2,0) och radie 3.
Y

~

Standardekvationen for cirkeln &r
(2= (=2)"+ (y—0)° =32
& (z+2)2+y?=09.

k%/

P.3.5 Bestim mittpunkt och radie till cirkeln 2% + y? — 2z = 3.

Vi vill skriva om cirkelns ekvation i standardform och dérefter direkt kunna avlésa
mittpunkt och radie. Med standardform menar vi

(l‘ - -Z'c)2 + (y - yc)2 = T27

dér (x.,y.) ar cirkelns mittpunkt och r &r dess radie.

Med hjalp av kvadratkompletteringsformeln
2 2
2= (o8 - (3)

kan vi samla alla x i en kvadratterm,

NPA

e —2r=(cr+3) (2 =@-1-1L

Cirkelns ekvation kan alltsa skrivas

(-1 -1+y*=3
& (z-1)2+4y2=2%

Nu kan vi avldsa cirkelns mittpunkt (1,0) och radie 2.

P.3.7 Bestim mittpunkt och radie till cirkeln 22 + y? — 2z + 4y = 4.

Vi skriver om cirkelns ekvation i standard-
form genom att kvadratkomplettera x- och y- Y
termerna,

\
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=20 =(x—-1)*-1,

v 44y = (y+2)° —4.

Alltsa ar cirkelns ekvation -2+

(z—1)2-1+(@y+2)?°—-4=4
& (x =172+ (y+2)*=9=3%

Vi kan nu avlisa att cirkelns mittpunkt &r (1, —2) och att dess radie &r 3.



P.3.9 Beskriv omradet som bestdms av olikheten z2 + y2 > 1.

En punkt (z,y) tillhér omradet om den uppfyller olikheten
x? 2 > 1. (%)

Om vi betraktar de punkter (z,y) som inte uppfyller olikheten sa uppfyller de
istéllet den omvéanda olikheten

a?+y” <1 (1)

Vi vet att méngden som svarar mot () dr en disk med mittpunkt i origo och
radie 1. De punkter som uppfyller (x) ér dirfor alla punkter utanfér denna disk.

Y

A~

Vi har ritat cirkeln streckad eftersom den inte tillhor det graa omradet.

P.3.11 Beskriv omradet som bestéims av olikheten (z + 1) + y* < 4.

Olikheten kan skrivas som

och da ser vi direkt att omradet bestar av alla punkter innanfér (och pa) cirkeln
med mittpunkt i (—1,0) och radie 2.

Y
NG

Att cirkeln &r heldragen betyder att punkter pa cirkeln ocksa tillhor det graa
omradet.

P.3.13 Beskriv omradet som bestims av olikheterna z® + y? > 1 och z? + 2 < 4.

Omradet bestar av alla punkter (z,y) som uppfyller bada olikheterna.
De punkter som uppfyller den forsta olikheten 2 + 32 > 1 ligger alla utanfor
enhetscirkeln.

\
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De punkter som uppfyller den andra olikheten 22 + y? < 4 ligger alla innanfér
cirkeln med mittpunkt i origo och radie 2.

Y

A

For att en punkt ska uppfylla bada olikheterna maste den alltsa ligga mellan
enhetscirkeln och cirkeln med radie 2.

Y

A~

P.3.15 Beskriv omradet som bestéms av olikheterna z? + y? < 2z och z2 + y? < 2y.

Vi skriver forst om de tva olikheterna i standardform med hjilp av kvadratkom-
plettering,

=20 =(z—-1)*-1
vy -2y =(y—-1>-1

vilket ger Y
(x— 1) +y2 <1, (1)
2+ (y—-1)72% <1 (2)

Olikhet (1) ger alla punkter som ligger innanfor
cirkeln med mittpunkt i (1,0) och radie 1, me- s \
dan olikhet (2) ger alla punkter som ligger in- * T
nanfor cirkeln med mittpunkt i (0,1) och ra-
die 1. T

For att en punkt ska uppfylla bada olikheterna maste den ligga innanfor bada
cirklarna.

\
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P.3.21 Bestdm ekvationen for den parabel som har brinnpunkt i (0,4) och styrlin-
jen y = —4.

En punkt (z,y) ligger pa parabeln om dess avstand till brannpunkten ér lika med
dess avstand till styrlinjen.

Y
(0,4) \L\
(z,y)
—zT
L
(mv _4)

For att (z,y) ska tillhora parabeln maste alltsa

(@02 +(y—4)?2=(z—2)°+ (y - (-4)°
& 22+ 9y —8y+16=0%+y>+8y+ 16 & y=%x2.



P.3.25 Bestdm brannpunkt och styrlinje till parabeln y = 332/27 och skissera parabeln,
brannpunkten och styrlinjen.

En allmén tumregel for en parabel med ekvationen y = x?/4p #r att den har
brannpunkt i (0, p) och styrlinje y = —p.

I vart fall ar p = %, och dédrmed &r brannpunkten (O7 %) och styrlinjen &ar y =
—%. For att skissera parabeln kan man vélja nagra punkter som ligger pa lika
avstand fran brannpunkten och stylinjen,

. y .
. /I//o
(07 %) ° L
* > X
y=-3
och sedan forbinda dessa punkter med en kurva.
Y
y =32
(0,3)
> T
y=-3

P.3.27 Bestim briannpunkt och styrlinje till parabeln = —y? /4, och skissera parabeln,
brannpunkten och styrlinjen.

En parabel med ekvationen z = y2/4p har brannpunkt i (p,0) och styrlinje x =

—p. Detta foljer direkt genom att ge x och y ombytta roller i ekvationen y =
22 /4p.

I vart fall & p = —1, och brannpunkten &r (—1,0) och styrlinjen &r x = 1.
Vi ritar ut nagra punkter som har samma avstand till brinnpunkten som till
styrlinjen, och férbinder punkterna med en kurva.

Y Y
. x:—y2/4
> T > T
(_170) ° (_LO)
. r=1 r=1
Y

\
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P.3.29 Figuren till hoger visar grafen
till y = &2 i fyra translaterade versioner.

Bestdm ekvationerna for dessa fyra parabler.




Vi anvéinder tva koordinatsystem.

Dels det ursprungliga x, y-systemet, dels ett
z',y'-system som f6ljt med parabeln i trans-
lationen. Eftersom z’,y’-systemet translate-
rats tillsammans med parabeln ges parabeln
av ekvationen v = /% i 2/, y/-systemet.

For att uttrycka parabelns ekvation i x,y-
systemet behover vi ett samband mellan de
tva systemen. En punkt som har koordina-
ter (z,y) i det ursprungliga systemet har i
a’, y'-systemet koordinater (x,y + 3).

Yy
“(z,y)
> T
Alltsa ar
2 =z,
Y =y+3.

Den translaterade parabelns ekvation &r
y+3=2a> & Y

Pa samma sétt som i a-uppgiften infor vi
ett 7, y’-system som f6ljt med translationen.
Sambandet mellan z, y- och 2, y'-systemet dr

¥=x—4
Y=y
och den translaterade parabelns ekvation &r

Yy =x = y= (v —4)%
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For c-parabeln infor vi ett koordinatsystem
som translaterats 3 enheter at hoger och 3
enheter uppat. Vi har sambandet

mellan de tva systemen. Parabelns ekvation
blir

y ==z & y—3=(r—3)32

& y=(r—3)*+3.

Vi infér ett nytt koordinatsystem som
translaterats dels 4 enheter at hoger, dels 2
enheter nerat. Sambandet mellan de tva ko-
ordinatsystemen &r

2=z —4,
y=y+2
vilket ger att d-parabeln har ekvationen

’ /2

Yy =x & y+2=(x—4)>

& y=(r—4)* -2

\

\




P.3.31 Bestam ekvationen for grafen till y = /x + 1 efter att horisontella avstand
multiplicerats med 3.

Fér den omskalade kvadratrotskurvan infor vi ett nytt z’, y’-koordinatsystem dér
den horisontella skalan expanderats med en faktor 3 sa att den nya kvadratrots-
kurvan har ekvationen y' = 2/ + 1.

Y

Sambandet mellan z,y- och z’,3y’-koordinater dr att en punkt som har z,y-
koordinaten (x,y) har i 2/, y'-systemet koordinaten (x/3,y), d.v.s.

¥ =x/3,
y =y
Den expanderande kurvan har alltsa foljande ekvation i x, y-systemet

Y =va' +1 & y=+/z/3+1.

P.3.35 Bestiam ekvationen for den graf som fas da y = 1 — z? translateras en enhet
nerat och en enhet at vénster.

Vi infor ett koordinatsystem som foljer med den translaterade kurvan.

I 2/, y'-koordinater har kurvan fortfarande ekvationen

y = 1— 2"

Sambandet mellan de tva koordinatsystemen &r
2 =x+1,
Yy =y+1

I x, y-koordinater har alltsa kurvan ekvationen

y =1—2a" & y+1=1—(z+1)? & y=—(x+1)%



P.3.37 Bestiam ekvationen for den graf som fas d& y = (# — 1)® — 1 translateras en (2) insatt i (1) ger
enhet nerat och en enhet at hoger. ; T
3r+1=2"+3 &  2°-3z+2=0
& (-9 - (P20
(2,7)
Om vi infor ett koordinatsystem som i figuren o (x 3 )2 1
till héger, s& har den translaterade kurvan ek- Y 2 4
vationen T 2
T, - xi_gi%_{l (1.4
y = (' —1)* - 1. \|o4 '
! Fran (2) far vi de y-vérden som svarar mot
Sambandet mellan de tva systemen, | de tva z-viirdena, 7 * T
=21, > T yr =324+ +1=7 och y_=3z_+1=4.
v =y+1, o ) .
Skdrningspunkterna ér alltsa (1,4) och (2,7).
ger att kurvans ekvation i x, y-koordinater blir
y' = (' —1)? -1
g y+l=(z—-1- 1)2 -1 P.3.41 Bestim skirningspunkterna mellan kurvorna z? 4+ y? = 25 och 3z + 4y = 0.
& y=(r—2)*-2.
Skarningspunkterna ska uppfylla bada kurvornas ekvationer,
2 4% = 25, (1)
3z + 4y = 0. (2)
Fran (2) loser viut y, y = f%o: och stop-
par in i (1), Y
2 3.\2 _ .
P.3.39 Bestim skirningspunkterna mellan kurvorna y = 2% + 3 och y = 3z + 1. z”+ (_Zx) =25 (~4,3)
25,2 _ ’
> T
- r4 = +4.
En punkt dr en skidrningspunkt om den ligger pa bada kurvorna, d.v.s. uppfyller ) g (4,-3)
bada kurvornas ekvationer Fran y = —4z far vi motsvarande y- ’
vérden,
2
=z 43, 1
Y (1) y+ =—3 och y_ =+3.

y=3x+1.
Skédrningspunkterna &r ddrmed (4, —3) och (—4, 3).



P.3.43 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen

2 2
r —1.
1Y

Vi ser att kurvan dr i formen
2 2
I
a b2
dér a = 2 och b = 1, vilket betyder att kurvan &r en ellips med mittpunkt i origo
och halvaxlar 2 och 1.

P.3.45 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen
(y+27° _

(z - 3)
gt =1

Uttrycket paminner om en ellips; en summa av tva kvadrater &r lika med 1. Hade
ekvationen istéllet varit

IIJ2

2

y
Z 4L =

o "4

skulle vi haft en ellips med mittpunkt i origo och halvaxlar 3 och 2. I vart fall &r
denna ellips translaterad med tre enheter at hoger och tva enheter nerat.

P.3.47 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen

x 2
2 =1
4 Yy
En ekvation i formen

2 2
T
G- =1
a b2

ar en hyperbel med asymptoter y = :I:%x (linjer som hyperbeln nidrmar sig da @ —
+00) och skirningspunkter (+a,0) med z-axeln.
I vart fall ser vi att a = 2 och b = 1. Kurvan ér alltsa en hyperbel med utseendet




P.3.49 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen zy = —4.

Den kurva som ges av ekvationen xy = 1 &r en hyperbel som &ar roterad 45° moturs
kring origo, gar genom punkterna (1,1), (—1,—1) och har koordinataxlarna som
asymptoter.

Vi skriver om var ekvation till

() -

D4 ser vi att i koordinatsystemet 2/ = —1z, y = Ly dr var kurva en roterad
hyperbel med koordinataxlarna som asymptoter och gar genom punkterna (—2,2)
och (2,-2).

P.3.53 Skissera grafen till |z| + |y| = 1.

For att kunna skriva kurvans ekvation utan beloppstecken maste vi undersdka
fyra fall.

1. >0,y >0: Y
I forsta kvadranten ér |z| = x och |y| = y, sa ekva- 1
tionen blir x + y = 1, vilket ar en rét linje som skér S
z-axeln i (1,0) och y-axeln i (0, 1).

2. <0,y >0: Y
I den andra kvadranten dr x < 0 och da ér |z| = —=x T
medan |y| = y. Ekvationen blir dirfor —z +y = 1, A I
vilket &r en rét linje som skér x-axeln i (—1,0) och
y-axeln i (0,1).

3. 2<0,y <0 Y
I den tredje kvadranten &r bade x och y negativa
varfor |x| = —x och |y| = —y. Ekvationen dr —z—y = x
1, vilket &r en rét linje som skéir z-axeln i (—1,0) och
y-axeln i (0, —1).

4. x>0,y <0: Y
Slutligen, i den fjérde kvadranten &r = |z| och |y| =
—y. Ekvationen blir x —y = 1. Detta &r en rét linje T

som skér z-axeln i (1,0) och y-axeln i (0,—1).

Sammantaget har ckvationen |z| + |y| = 1 grafen

Y
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