Inledande kurs i matematik, avsnitt P.2

P.2.15 Bestdm en ekvation for den linje som gar genom punkten P = (—1,1) och har
riktningskoefficient k = 1.

Varje icke-lodrét linje i planet kan skrivas i formen
y = kx +m,

dédr k &r linjens riktningskoefficient (eller lutning), och som &r lika med 1 enligt
uppgiftstexten.

For att bestdmma konstanten m anvinder vi
att linjen gar genom punkten P = (—1, 1), vilket Y
betyder att linjens ekvation ska vara uppfylld i
punkten P,
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y=x+2

Linjens ekvation &r alltsa y = = + 2.

P.2.16 Bestim en ekvation for den linje som gar genom punkten P = (—2,2) och har
riktningskoefficient k = %

En linje med riktningskoefficient 1 har ekvatio-
nen Y

~

y:%x—l—m.

/ y=37+3
Konstanten m bestdmmer vi med villkoret att ~(=2,2)

linjen gar genom punkten P = (—2,2), 7

2=1.(-2)4+m & m=3. i~

Linjens ekvation &r y = %x + 3.

P.2.17 Bestdm en ekvation f6r den linje som gar genom punkten P = (0,b) och har
riktningskoefficient k£ = 2.

Linjens ekvation kan vi skriva som

Y
y=2x+m, T
och m bestéims med villkoret att punkten (0, b)
uppfyller linjens ekvation, d.v.s.
b
b=2-04+m & m = b. o
Linjens ekvation &r y = 2x + b.

P.2.18 Bestdm en ekvation for den linje som gar genom punkten P = (a,0) och har
riktningskoefficient £ = —2.

Linjens ekvation &r

N
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Yy = —2x+m.

Eftersom punkten (a,0) ligger pa linjen ska den
uppfylla linjens ekvation, d.v.s.

0=-2-a+m = m = 2a.

Alltsa ar linjens ekvation y = —2x + 2a.




P.2.19 Ligger punkten P = (2,1) pa, ovanfor eller under linjen 2z + 3y = 6.

Punkten P = (2, 1) ligger pa linjen om den upp-
fyller linjens ekvation, Y

2.243.1=4+4+3=T#6.

N
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Alltsa ligger P inte pa linjen.
Punkten P ligger ovanfor linjen om P har

storre y-koordinat &n linjen da z = 2. Eftersom P
linjen har y-koordinat .
6 —2x 6—2-2 ; s X
y="—3 :{x:2}=T=§<1 2 .

ligger punkten P ovanfor linjen.

P.2.20 Ligger punkten P = (3, —1) pa, ovanfor eller under linjen z — 4y = 7.

Punkten P = (3,—1) ligger pa linjen om den Yy
uppfyller linjens ekvation,

3-4-(-1)=3+4="T.

Alltsa ligger P pa linjen.

P.2.21 Bestdm en ekvation fér den linje som passerar genom punkterna (0, 0) och (2, 3).

Eftersom punkterna (0,0) och (2, 3) inte ligger ovanfér varandra (punkterna har
inte samma z-koordinat) dr linjen inte lodrit, och kan skrivas i formen

y = kx + m.

Eftersom punkterna (0,0) och (2, 3) ska ligga pa linjen maste de uppfylla linjens
ekvation,
0=k-0+m=m (1)
3=k-24m (2)

Fran (1) far vi att m = 0. Detta insatt i (2) ger att k& = 3. Alltsa &r linjens
ekvation

\
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(0,0)

P.2.22 Bestdm en ekvation for den linje som passerar genom punkterna (—2,1)
och (2,-2).

Punkterna ligger inte ovanfor varandra sa linjen &r inte lodrdt och vi kan skriva
linjens ekvation som

y = kx +m,

dar k och m ar konstanter som vi ska bestdmma.



Eftersom punkterna ska ligga pa linjen maste de uppfylla linjens ekvation,

1=k-(-2)+m, (1)
—2=k-24+m. (2)
Om vi adderar (1) och (2) sa far vi Yy
-1=2m &  m=-1
. . ~o(=2,1)
Subtraherar vi (1) med (2) far vi \
3=—4k & k=-3. >
Linjens ekvation &r darmed y = f%:c — % (2,-2)
y=—1-3

P.2.23 Bestdm en ekvation fér den linje som passerar genom punkterna (4,1)
och (—2,3).

Eftersom punkterna inte ligger ovanfor varandra sa &r linjen inte lodrat och vi
kan skriva linjens ekvation i formen

y = kx +m.

Punkterna (4,1) och (-2, 3) ska ligga pa linjen och maste dirfor uppfylla linjens
ekvation

1=k-44+m, (1)
3=k -(-2)+m. (2)

Om vi fran (1) 16ser ut m = 1 — 4k och stoppar
in det i (2), sa far vi

3=-2k+1—-4k=1-6k & k=—
Detta insatt i (1) ger
1=(=%)-4+m &

m
Alltsa ar linjens ekvation y = —%x + %

P.2.24 Bestdm en ekvation for den linje som passerar genom punkterna (—2,0)
och (0, 2).

Punkterna ligger inte rakt ovanfér varandra sa linjen &r inte lodrét, och kan
dérfor skrivas i formen

y=kx+m.
Punkterna ska ligga pa linjen och dérmed upp-
fylla linjens ekvation Y
y=x+2
0=k -(—2)+m, 1
-2 (1 o
2=Fk-0+m. (2)
> T

Fran (2) far vi att m = 2. Detta insatt i (1) ger
0=-2k+2 & E=1.

Linjens ekvation ar y = z + 2.

P.2.25 Bestim en ekvation for den linje med lutning —2 och som skiir y-axeln i v/2.

Eftersom linjens lutning &r given vet vi att lin-
jens ekvation kan skrivas som Y

y=—-2x+m, V2

dar m ar en konstant som vi ska bestdmma. Det
andra villkoret #r att y = v/2 da =0, d.v.s.

m= 2.

Alltsa ir linjens ekvation y = —2x + /2.

> T

V2=-2.04+m & y=—22+2



P.2.26 Bestam en ekvation for den linje med lutning f% och som skér y-axeln i —3.

Eftersom linjens lutning &r —% kan linjens ek-
vation skrivas som Y

\
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y:f%x+m.

Nér linjen skir y-axeln gor den det i punk-
ten (0, —3), och den punkten maste da uppfylla
linjens ekvation,

—-3=—5-0+m <

1
2

Linjens ekvation ar y = —52 — 3.

P.2.27 Bestdm var linjen 3x 4 4y = 12 skér z- respektive y-axeln, och bestdm linjens
lutning samt skissera linjen.

En punkt ligger pa z-axeln om dess y-koordinat dr noll. Den punkt pa linjen som
skér z-axeln maste alltsa uppfylla

3r+4-0=12 & r =4

Punkten (4,0) &r alltsa skéirningspunkten mellan linjen och z-axeln.
Pa motsvarande sétt ligger en punkt pa y-axeln om dess z-koordinat &r noll.
Skarningspunkten mellan linjen och y-axeln maste alltsa uppfylla

3.044y=12 &  y=3.

Alltsa &r (0, 3) den sokta skérningspunkten.
Genom att skriva om linjens ekvation i standardform,

3+ 4y = 12 & y=—-32+3,

kan vi direkt avldsa att lutningen &r —%.

Eftersom vi vet tva punkter pa linjen, (4,0) och (0, 3), sa dr den sokta linjen
den linje som férbinder de tva punkterna.

Y
(0,3)
> T

(4,0)
P.2.28 Bestdm var linjen = + 2y = —4 skér x- respektive y-axeln, och bestdm linjens
lutning samt skissera linjen.
Skérningspunkten med z-axeln (y = 0) ges av

z+2-0=-4 & T = —4,
d.v.s. skiirningspunkten ar (—4,0).
Skdrningspunkten med y-axeln (z = 0) ges av
0+2y=—4 & Yy =—2,

d.v.s. skdrningspunkten #r (0, —2).
Vi skriver linjens ekvation i standardform

y:f%me

och kan avlisa att linjens lutning &r —3.



En skiss av linjen far vi genom att forbinda punkterna (—4,0) och (0, —2) med
en rat linje.
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P.2.29 Bestim var linjen v2x — v/3y = 2 skiir z- respektive y-axeln, och bestim
linjens lutning samt skissera linjen.

Linjen skéir z-axeln da y = 0, d.v.s. da
V22 —V3.0=2 & =2

Skirningspunkten med x-axeln r alltsa (v/2,0).
Linjen skir y-axeln da = = 0, d.v.s. da

V2.0-V3y=2 & y:—%.

Skarningspunkten med y-axeln &r alltsa (O7 —l).
Skriver vi linjens ekvation i standardform

y:vgwf%

. .. . . 2
ser vi att linjens lutning ar \/g .

Eftersom linjen forbinder punkterna (1/2,0) med (0, —l) har linjen foljande

V3
utseende.
Y
>
2
(0,-%)
P.2.30 Bestdm var linjen 1,5z — 2y = —3 skér - respektive y-axeln, och bestam linjens

lutning samt skissera linjen.

Linjen skér z-axeln da y =0, d.v.s. da
1,50 —-2-0=-3 & T = -2

Skérningen med z-axeln sker alltsa i punkten (—2,0).
Linjen skir y-axeln da = = 0, d.v.s. da

15-0-2y=-3 & y=32

Skarningen med y-axeln sker alltsa i punkten (O7 §).

2
Skriver vi linjens ekvation i standardform
y=0/752+ 3

sa ser vi att linjens lutning &r 0,75.



Eftersom linjen férbinder punkterna (—2,0) och (0, %) far vi foljande skiss.

P.2.31 Bestdm en ekvation fér den linje som gar genom punkten P = (2,1) och dr

a)
b)

a)

parallell med linjen y = x + 2,

vinkelrdt mot linjen y = x + 2.

Eftersom linjen ska vara parallell med linjen y = x + 2 ska den ha samma
lutning 1. Var linje har alltsa ekvationen

y=x+m.

Eftersom var linje gar genom punkten (2,1) ska denna punkt uppfylla lin-
jens ekvation,

1=24+m & m = —1.
Var linje har alltsa ekvationen y = = — 1.

Eftersom linjen ska vara vinkelrét mot linjen y = x+2 ska den ha en lutning
som #r —% = —1 (se sidan 15 i kursboken). Var linje har alltsa ekvationen

Yy =—x+m.

Eftersom linjen ska ga genom punkten (2,1) ska denna punkt uppfylla
linjens ekvation,

1=-2+m & m = 3.
Var linje har alltsa ekvationen

y=—x+3.

Vi ritar upp linjerna.

%l\ y=x+2
y=z-1
P
> T
y=—-x+3

P.2.32 Bestdm en ekvation fér den linje som gér genom punkten P = (—2,2) och dr

2)
b)

parallell med linjen 2z + y = 4,

vinkelrdt mot linjen 2z + y = 4.

En linje som &r parallell med
2¢+y=1 & y=—2x+4
ska ha samma lutning —2, d.v.s. ha en ekvation i formen

y=—2x+m.

Eftersom punkten (—2,2) ska ligga pa den sokta linjen maste (—2,2) upp-
fylla linjens ekvation

2=-2-(-2)+m & m= —2.
Var linje ar y = —2z — 2.
Var linje ska vara vinkelrdt mot y = —2x 4+ 4 och maste darfér har lut-
ningen —-5 = % (se sidan 15 i kursboken). Den sokta linjen har alltsa
ekvationen

yz%aj—&—m.



Eftersom punkten (—2,2) ska ligga pa var linje maste (—2,2) uppfylla lin-
jens ekvation

2=1.(-2)+m & m = 3.

Linjens ekvation ar y = %z + 3.
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y=1x+3-

y=—2x+4

.y:—Qa:—2

P.2.33 Bestdm skirningspunkten mellan linjerna 3z 4+ 4y = —6 och 2x — 3y = 13.

Skarningspunkten ligger pa bada linjerna och uppfyller dérfor bada linjernas
ekvationer

32 + 4y = —6, (1)

2x — 3y = 13. (2)
Fran (1) loser vi ut x,

xr=-2- %yv (3)

och stoppar in i (2),
2(-2—3y) —3y =13 & y = —3.

(3) ger nu att

8
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Alltsa &r skdrningspunkten (2, —3).

P.2.34 Bestdm skirningspunkten mellan linjerna 2z 4+ y = 8 och ba — 7y = 1.

Skarningspunkten ligger pa bada linjerna och uppfyller darfér bada linjernas
ekvationer

2z +y =38, (1)
5r — Ty = 1. (2)

Fran (1) 16ser vi ut v,
y=8—2z, (3)

och stoppar in i (2),
bx —7(8—2x) =1 & x=3.
(3) ger nu att
y=8—-2-3=2.

Skdrningspunkten dr alltsa (3,2).

P.2.37 Bestdm skérningen med y-axeln for den linje som gar genom punkterna (2,1)
och (3,—1).

Vi bestdmmer forst linjens ekvation. Om vi skriver linjens ekvation som
y = kx +m,
da ska (2,1) och (3,—1) uppfylla ovanstaende samband

1=Fk-2+m, (1)
—1=k-34+m. (2)

(2) — (1) ger att k = —2. Detta insatt i (1) ger att

1=-2-24+m & m = b.



Alltsa &r linjens ekvation y = —2x + 5.
Linjen skér y-axeln da = 0 med y-virdet

y=—2-0+5=05

d.v.s. (0,5) dr den sokta skidrningspunkten.

P.2.42 Visa att triangeln med hérni A = (0,0), B = (1,v/3) och C = (2,0) ér liksidig.

Vi ritar forst upp hérnpunkterna.
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Vi ska visa att avstandet mellan
1. A och B,
2. A och C, samt
3. Boch C

ar lika. Avstandsformeln ger att

L avstnd = /(0 1)2 + (0 - V3)2 = /T 13 =2,

2. avstand = \/(0—2)2 +(0-02=/4=2,

3. avsténd:\/(1—2)2+(\/§—0)2:\/1+3:2

vilket visar att sidorna i triangeln dr lika langa.

P.2.43 Visa att punkterna A = (2,—1), B = (1,3) och C = (—3,2) bildar tre
hornpunkter i en kvadrat, och bestdm den fjarde hérnpunkten.

Vi ritar upp de tre punkterna.

Sy

For att de tre punkterna ska vara hérnpunkter i en kvadrat kravs att
1. avstandet mellan A och B ir lika med avstandet mellan B och C, och att
2. kantlinjen mellan A och B &r vinkelréit mot kantlinjen mellan B och C.
Vi visar att dessa villkor &r uppfyllda.
1. Avstandet mellan A och B ér
V2 =12+ (-1-3)2=V1+16 = VIT.

Avstandet mellan B och C ar

\/(1 —(=3))°+(3-22=VI6+1=VIT.

2. For att visa att kantlinjerna &r vinkelrdta bestdmmer vi ekvationer fér kant-
linjerna i formen

y=kix+my och y=kox+ mo.
Linjerna &r vinkelrédta om
kiky = —1. (%)
Linjen genom punkterna A och B har lutningen

_Ay_-1-3
S Ax 2—-1 7

k1



Linjen genom punkterna B och C har lutningen

Ay 3-2

by = —2 — 2 %
T Ar 1-(-3)

-1
1
Alltsa ar ki - ko = —4 - i = —1, vilket visar att kantlinjerna &r vinkelréta.
Den fjirde hornpunkten far vi som skérningspunkt mellan
1. kantlinjen som &r parallell med AB och gar genom punkten C, och

2. kantlinjen som &r parallell med BC' och gar genom punkten A.

Vi bestammer forst ekvationerna fér dessa kantlinjer

1. Eftersom linjen genom A och B har lutningen —4 har den parallella kantlin-
jen genom C' ekvationen

y = —4x +m.
Punkten C ligger pa kantlinjen och uppfyller dérfor linjens ekvation
2=—4-(=3)+m & m = —10.

Kantlinjens ekvation &r alltsa y = —4z — 10.

2. Eftersom linjen genom B och C har lutning % har den parallella kantlinjen
genom A ekvationen

Y= %l’ +m.
Punkten A ligger pa kantlinjen och uppfyller darfoér linjens ekvation
—1=1.24m &

= _3
m=—3.

Kantlinjens ekvation &r alltsd y = 1z —

Nl

Den fjarde hérnpunkten uppfyller bada dessa kantlinjers ekvationer

y = —4dx — 10, (1)
y=37— 3. (2)
(1) = (2) ger
0:—14—796—177 & T =2

Detta insatt i (1) ger
y=—4-(-2)—10=—2.

Den fjdrde hérnpunkten #r alltsa (—2, —2).




P.2.49 For vilka virden pa k &r linjen 2z + ky = 3

)
b)

vinkelrdt mot linjen 4o +y = 17

parallell med linjen 4z +y = 17

Vi skriver de tva linjerna i standardform

y:_%x+%7 (1)
y:—4$+1, (2)

forutsatt att & # 0. De tva linjerna #r vinkelrdta om produkten av deras
lutningar ar —1, d.v.s.

(—=4)=-1 & k= -8.

EallN)

Om k = 0 &r den forsta linjen lodrét och inte vinkelrdt mot 4z +y = 1.

De tva linjerna ér parallella om de har samma lutning, d.v.s. (om k # 0)

ESIIN]

Om k = 0 &dr linjerna inte parallella.
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