Inledande kurs i matematik, avsnitt P.1

P.1.13 Los olikheten —2x > 4 och uttryck losningen som ett intervall eller en union
av intervall.

Multiplicera bada led med f%. Da byter ocksa olikhetstecknet riktning,

(D <B4 e a<-

D.v.s. lésningen #r det 6ppna intervallet (—oo, —2).

—2

P.1.15 Los olikheten
S5x —3 <7 — 3z,

och uttryck 16sningen som ett intervall eller en union av intervall.

Precis som nér vi 16ser en ekvation samlar vi forst alla x i1 ena ledet. Addera bada
led med 3z,

5r —3+3x<7—-3x+ 3z & 8r -3 < T.
For att fa x ensamt i ena ledet adderar vi 3,
8r—-34+3<7+3 & 8x < 10.

Slutligen far vi ut = genom att dividera bada led med 8 (som &r positiv och dérfor
inte vénder pa olikhetstecknet),

o)
ot

Losningsintervallet ar alltsa (—oo, 7 ].

o

P.1.17 Los olikheten
32—1x) <23 +ux),

och uttryck l6sningen som ett intervall eller en union av intervall.

Vi utvecklar bada led,
6 — 3z < 64 2.
Samla z i ena ledet genom att addera med 3z,
6 —3z+3x <6+ 2z + 3z & 6 <6+ 5.
Vi far x ensamt i ena ledet genom att addera med —6,
6—-6<6+5xr—6 & 0 < 5z.

Division med 5 ger svaret

0<x,
vilket dr intervallet (0, c0).
i )
P.1.19 Los olikheten
1
- <3,

och uttryck 16sningen som ett intervall eller en union av intervall.

For att kunna ”16sa ut” x vill vi multiplicera bada led med ndmnaren 2 — x,
men vi vet inte om detta uttryck &dr positivt eller negativt, och déarfor inte hur
olikhetstecknet paverkas av multiplikationen.

Om vi delar upp i tva fall har vi



1.2—2>0: Sammantaget har vi alltsa att olikheten &r uppfylld om x < % eller xz > 2, vilket

: 5
I detta fall paverkas inte olikhetstecknet vid multiplikationen och vi far att svarar mot intervallen (—o0, 3) och (2,00).

v

1<3-(2—2) & 1<6—3z. 5 9
3
Addera med —6,
-5 < —3z.
Dividera med —3 (som &r negativ och vénder pa olikhetstecknet)
g > .
Alltsa, om 2 —x > 0, d.v.s. < 2, da ér olikheten i uppgiftstexten uppfylld
om x < % Med andra ord &r P 121 Los olikheten
ﬁ<3 och 2—2>0 & x <2 och x<§ 22 —2x<0
< z < % och uttryck l6sningen som ett intervall eller en union av intervall.

Detta ger intervallet (—oo, 3).

2. 2— :
z <0 Vinsterledet kan vi faktorisera, och skriva olikheten som
I detta fall multiplicerar vi olikheten med ett negativt tal och da vénds
olikhetstecknet. Vi far z(r —2) <0.
1>3-(2-2) A 1>6—3z. Med hjilp av teckenreglerna
Addera med —6, + 4=+, 4+.-—=—, —-4=— och —-—=+
—5 > —3z. ser vi att vénsterledet &r negativt om en faktor &r negativ och den andra &r

Dividera med —3 (negativ), positiv. Detta ger oss tva fall.

1. £ <0, x —2 > 0. Detta ger att x <0 och z > 2, som saknar 16sning.

wlon
A
8

. > —2<0. > < v.es 0<x <2
Vi har alltsa visat att 2.2>0, 2—2<0. Dettageratt t >0ochz <2 dvs. 0<x<2
Sammantaget ér alltsa olikheten uppfylld om 0 < z < 2, vilket &r intervallet [0, 2].

1
Sy <3 och 2—-2<0 & x>2 och x>%
—x

7

& T > 2. 0 2

Detta ger intervallet (2, 00).



P.1.23 Los olikheten ® > 4z och uttryck lésningen som ett intervall eller en union av
intervall.

Vi samlar x i ena ledet,
x3 — 4z > 0.
Vi ser direkt att vi kan bryta loss en faktor z,
z(x? —4) > 0.

Den andra faktorn kan vi faktorisera med konjugatregeln sa att vi far en
fullsténdig faktorisering av vénsterledet i forstagradsfaktorer,

z(z —2)(x +2) > 0.

Med teckenreglerna ser vi att vénsterledet &dr positivt om vi har en av foljande
konfigurationer:

D+-+4+ 2)+-——, 3)—-+-—, eller 4) — — -+
Vi undersoker dessa fall.

1. Daskavihaatt £ >0, —2>0, 2 +2>0,dvs. >0, v >2, > -2
vilket &r detsamma som = > 2.

2. Viskahaatt £ >0, 1 —2<0, 2+2<0,dvs. x>0, <2, < —2som
saknar 16sning.

3. Viskahaatt <0, t —2>0, x+2<0,dvs. 2 <0, x>2, v <—2som
saknar 16sning.

4. Viskahaatt 2 <0, 2—-2<0, 2+2>0,dvs. 2<0, 2 <2, z > -2
Detta kan vi skriva som —2 < x < 0.

Olikheten ar alltsa uppfylld om —2 < x < 0 eller 2 < z, vilket svarar mot
intervallen (—2,0) och (2, 00).

v

P.1.25 Los olikheten

> 14

I

o8
SR

och uttryck l6sningen som ett intervall eller en union av intervall.

Flytta 6ver alla termer i ena ledet

o8
8 |

—-1>0.

Skriv véinsterledet med minsta gemensamma nédmnare,
2
¢ —8—2z
— > 0.
2z -

Taljarpolynomet har nollstéllena

)
xizlﬁ:\/8+1:1j:3:{4

och kan faktoriseras som (x 4 2)(z — 4). Olikheten blir dérfor
(x+2)(x—4) > .
2z -
Vinsterledet dr positivt nér ett av féljande fall intraffar

1 ;2 , 3 . eller 4) ——.
) n ) — ) — eller 4) n

Vi undersoker dessa fall

1. Vihara +2 >0, 2—-4> 0,2 > 0,dvs. z > -2,z
ekvivalent med z > 4.

Y

4, x > 0 som &r

2.Viharz+22>0,2—-4<0,z2<0,dvs. x> -2z
ekvivalent med —2 < x < 0.

IN

4, x > 0 som &r

3. Viharz+2<0,z—4>0,z2<0,dvs. < -2, x >4, x <0 som saknar
16sning.

4. Viharz +2<0,z2—-4<0,z>0,dv.s. o< -2,z <4, x>0 som saknar
16sning.



Sammantaget dr olikheten uppfylld om
r>4 eller —2<z<0,

vilket ger intervallen [—2,0) och [4, c0).

v

—2 0 4

Anm. Nidmnaren far inte vara noll, vilket ger villkoret x > 0 istéllet fér = > 0.

P.1.26 Los olikheten

3 < 2
z—1 " z4+1’

och uttryck l6sningen som ett intervall eller en union av intervall.

Vi flyttar 6ver alla termer i ena ledet

3 2
r—1 x+1

<0,

och skriver vansterledet med minsta gemensamma nédmnare,

(x+1)—2(x—1) z+5

e-De+) 0 T Gonesn Y

Vinsterledet dr negativt om vi har ett av f6ljande fall

—, 2 +7 3) +, eller 4) ——.
_|_._|_ _._|_ _|_._ — =

1)
Vi undersoker dessa fall.

1. Viharx+5<0,z2—1>0,z4+1>0,dvs. z < =5,z > 1, x > —1 som
saknar 16sning.

2. Vihara+5>0,2—-1<0,2+1>0,dvs. z> -5, 2 <1, x > —1 vilket
ger —1 <z < 1.

3. Viharz+5>0,z2—1>0,z24+1<0,dvs. 2> -5, z>1 2 < —1som
saknar 16sning.

4. Viharz+5<0,z—-1<0,z4+1<0,dvs. <=5,z <1,z < —1 vilket
ger x < —5.

Alltsa &r olikheten uppfylld om
—l<z<l eller z< -5,

d.v.s. om z tillhor intervallen (—1,1) eller (—oo, —5).

v

-5 —1 1

P.1.27 Los ekvationen |z| = 3.

Ekvationen ar ekvivalent med z = —3 eller « = 3, vilka ocksa dr 16sningarna.

P.1.29 Los ekvationen |2t + 5| = 4.

Ekvationen &r ekvivalent med
2t+5=4 eller 2t+5=—4.
Eftersom dessa ér forstagradsuttryck ar ekvationerna enkla att 16sa,

t=— eller t:—%.

1
2



P.1.31 Los ekvationen |8 — 3s| = 9. P.1.37 Bestdm intervallet som definieras av olikheten |3z — 7| < 2.

Vi skriver om ekvationen som tva alternativa ekvationer utan beloppstecken,
Vi kan skriva olikheten som

8—35s=9 eller 8—3s=-9.

—2<3r—-T7T<2.
Dessa tva forstagradare har l6sningarna
Addera 7 till alla led,
s = —% eller s= 1?7

5 <3z <0.
Dela med 3,

5

3 <z <3

Intervallet &r alltsa (5,3).
P.1.33 Bestdm intervallet som definieras av olikheten |z| < 2.

Beloppsolikheten &r ekvivalent med
—2<z <2,

d.v.s. intervallet (—2,2). o ) ) L
P.1.39 Bestam intervallet som definieras av olikheten |52 — 1| < 1.

Vi skriver upp olikheten utan beloppstecken,

P.1.35 Bestidm intervallet som definieras av olikheten |s — 1| < 2.
-1<iz—1<1.

Vi kan skriva upp en ekvivalent olikhet utan beloppstecken Addera 1 till alla led,

N[ =

—2<s—-1<2.
Addera 1 till bada led, Multiplicera med 2,
-1<s<3. 0<z <4

Intervallet #r alltsa [—1, 3]. Intervallet &r [0, 4].



P.1.41 Los olikheten
|z 4+ 1] > |z — 3|

genom att tolka olikheten som en utsaga om avstand pa reella tallinjen.

Viansterledet |z — (—1)| &r avstandet mellan « och —1, och hogerledet |z — 3] &ar
avstandet mellan x och 3. Vi soker alltsa alla punkter x med ett stérre avstand
till —1 &n dess avstand till 3.

|z + 1 |z — 3]

v

-1 ¢ 3

Geometriskt ser vi att & maste ligga till hoger om mittpunkten mellan —1 och 3,
dv.s. x> 1.

P.1.44 Lés ekvationen |[x — 1] =1 — .

Om z — 1 > 0 da kan ekvationen skrivas som
r—1=1-=x = rz=1.
Om z — 1 < 0 da kan ekvationen skrivas som
—(z—-1)=1—-x & 0=0.

som #r uppfylld for alla = vi betraktar (d.v.s. fér alla x som uppfyller z — 1 < 0).
Ekvationen i uppgiftstexten &r alltsa uppfylld for alla x — 1 < 0, d.v.s. x < 1.



Inledande kurs i matematik, avsnitt P.2

P.2.15 Bestdm en ekvation for den linje som gar genom punkten P = (—1,1) och har
riktningskoefficient k = 1.

Varje icke-lodrét linje i planet kan skrivas i formen
y = kx +m,

dédr k &r linjens riktningskoefficient (eller lutning), och som &r lika med 1 enligt
uppgiftstexten.

For att bestdmma konstanten m anvinder vi
att linjen gar genom punkten P = (—1, 1), vilket Y
betyder att linjens ekvation ska vara uppfylld i
punkten P,

N
?

y=x+2

Linjens ekvation &r alltsa y = = + 2.

P.2.16 Bestim en ekvation for den linje som gar genom punkten P = (—2,2) och har
riktningskoefficient k = %

En linje med riktningskoefficient 1 har ekvatio-
nen Y

~

y:%x—l—m.

/ y=37+3
Konstanten m bestdmmer vi med villkoret att ~(=2,2)

linjen gar genom punkten P = (—2,2), 7

2=1.(-2)4+m & m=3. i~

Linjens ekvation &r y = %x + 3.

P.2.17 Bestdm en ekvation f6r den linje som gar genom punkten P = (0,b) och har
riktningskoefficient k£ = 2.

Linjens ekvation kan vi skriva som

Y
y=2x+m, T
och m bestéims med villkoret att punkten (0, b)
uppfyller linjens ekvation, d.v.s.
b
b=2-04+m & m = b. o
Linjens ekvation &r y = 2x + b.

P.2.18 Bestdm en ekvation for den linje som gar genom punkten P = (a,0) och har
riktningskoefficient £ = —2.

Linjens ekvation &r

N
7

Yy = —2x+m.

Eftersom punkten (a,0) ligger pa linjen ska den
uppfylla linjens ekvation, d.v.s.

0=-2-a+m = m = 2a.

Alltsa ar linjens ekvation y = —2x + 2a.




P.2.19 Ligger punkten P = (2,1) pa, ovanfor eller under linjen 2z + 3y = 6.

Punkten P = (2, 1) ligger pa linjen om den upp-
fyller linjens ekvation, Y

2.243.1=4+4+3=T#6.

N
7

Alltsa ligger P inte pa linjen.
Punkten P ligger ovanfor linjen om P har

storre y-koordinat &n linjen da z = 2. Eftersom P
linjen har y-koordinat .
6 —2x 6—2-2 ; s X
y="—3 :{x:2}=T=§<1 2 .

ligger punkten P ovanfor linjen.

P.2.20 Ligger punkten P = (3, —1) pa, ovanfor eller under linjen z — 4y = 7.

Punkten P = (3,—1) ligger pa linjen om den Yy
uppfyller linjens ekvation,

3-4-(-1)=3+4="T.

Alltsa ligger P pa linjen.

P.2.21 Bestdm en ekvation fér den linje som passerar genom punkterna (0, 0) och (2, 3).

Eftersom punkterna (0,0) och (2, 3) inte ligger ovanfér varandra (punkterna har
inte samma z-koordinat) dr linjen inte lodrit, och kan skrivas i formen

y = kx + m.

Eftersom punkterna (0,0) och (2, 3) ska ligga pa linjen maste de uppfylla linjens
ekvation,
0=k-0+m=m (1)
3=k-24m (2)

Fran (1) far vi att m = 0. Detta insatt i (2) ger att k& = 3. Alltsa &r linjens
ekvation

\
7

(0,0)

P.2.22 Bestdm en ekvation for den linje som passerar genom punkterna (—2,1)
och (2,-2).

Punkterna ligger inte ovanfor varandra sa linjen &r inte lodrdt och vi kan skriva
linjens ekvation som

y = kx +m,

dar k och m ar konstanter som vi ska bestdmma.



Eftersom punkterna ska ligga pa linjen maste de uppfylla linjens ekvation,

1=k-(-2)+m, (1)
—2=k-24+m. (2)
Om vi adderar (1) och (2) sa far vi Yy
-1=2m &  m=-1
. . ~o(=2,1)
Subtraherar vi (1) med (2) far vi \
3=—4k & k=-3. >
Linjens ekvation &r darmed y = f%:c — % (2,-2)
y=—1-3

P.2.23 Bestdm en ekvation fér den linje som passerar genom punkterna (4,1)
och (—2,3).

Eftersom punkterna inte ligger ovanfor varandra sa &r linjen inte lodrat och vi
kan skriva linjens ekvation i formen

y = kx +m.

Punkterna (4,1) och (-2, 3) ska ligga pa linjen och maste dirfor uppfylla linjens
ekvation

1=k-44+m, (1)
3=k -(-2)+m. (2)

Om vi fran (1) 16ser ut m = 1 — 4k och stoppar
in det i (2), sa far vi

3=-2k+1—-4k=1-6k & k=—
Detta insatt i (1) ger
1=(=%)-4+m &

m
Alltsa ar linjens ekvation y = —%x + %

P.2.24 Bestdm en ekvation for den linje som passerar genom punkterna (—2,0)
och (0, 2).

Punkterna ligger inte rakt ovanfér varandra sa linjen &r inte lodrét, och kan
dérfor skrivas i formen

y=kx+m.
Punkterna ska ligga pa linjen och dérmed upp-
fylla linjens ekvation Y
y=x+2
0=k -(—2)+m, 1
-2 (1 o
2=Fk-0+m. (2)
> T

Fran (2) far vi att m = 2. Detta insatt i (1) ger
0=-2k+2 & E=1.

Linjens ekvation ar y = z + 2.

P.2.25 Bestim en ekvation for den linje med lutning —2 och som skiir y-axeln i v/2.

Eftersom linjens lutning &r given vet vi att lin-
jens ekvation kan skrivas som Y

y=—-2x+m, V2

dar m ar en konstant som vi ska bestdmma. Det
andra villkoret #r att y = v/2 da =0, d.v.s.

m= 2.

Alltsa ir linjens ekvation y = —2x + /2.

> T

V2=-2.04+m & y=—22+2



P.2.26 Bestam en ekvation for den linje med lutning f% och som skér y-axeln i —3.

Eftersom linjens lutning &r —% kan linjens ek-
vation skrivas som Y

\
7

y:f%x+m.

Nér linjen skir y-axeln gor den det i punk-
ten (0, —3), och den punkten maste da uppfylla
linjens ekvation,

—-3=—5-0+m <

1
2

Linjens ekvation ar y = —52 — 3.

P.2.27 Bestdm var linjen 3x 4 4y = 12 skér z- respektive y-axeln, och bestdm linjens
lutning samt skissera linjen.

En punkt ligger pa z-axeln om dess y-koordinat dr noll. Den punkt pa linjen som
skér z-axeln maste alltsa uppfylla

3r+4-0=12 & r =4

Punkten (4,0) &r alltsa skéirningspunkten mellan linjen och z-axeln.
Pa motsvarande sétt ligger en punkt pa y-axeln om dess z-koordinat &r noll.
Skarningspunkten mellan linjen och y-axeln maste alltsa uppfylla

3.044y=12 &  y=3.

Alltsa &r (0, 3) den sokta skérningspunkten.
Genom att skriva om linjens ekvation i standardform,

3+ 4y = 12 & y=—-32+3,

kan vi direkt avldsa att lutningen &r —%.

Eftersom vi vet tva punkter pa linjen, (4,0) och (0, 3), sa dr den sokta linjen
den linje som férbinder de tva punkterna.

Y
(0,3)
> T

(4,0)
P.2.28 Bestdm var linjen = + 2y = —4 skér x- respektive y-axeln, och bestdm linjens
lutning samt skissera linjen.
Skérningspunkten med z-axeln (y = 0) ges av

z+2-0=-4 & T = —4,
d.v.s. skiirningspunkten ar (—4,0).
Skdrningspunkten med y-axeln (z = 0) ges av
0+2y=—4 & Yy =—2,

d.v.s. skdrningspunkten #r (0, —2).
Vi skriver linjens ekvation i standardform

y:f%me

och kan avlisa att linjens lutning &r —3.



En skiss av linjen far vi genom att forbinda punkterna (—4,0) och (0, —2) med
en rat linje.

N
7

P.2.29 Bestim var linjen v2x — v/3y = 2 skiir z- respektive y-axeln, och bestim
linjens lutning samt skissera linjen.

Linjen skéir z-axeln da y = 0, d.v.s. da
V22 —V3.0=2 & =2

Skirningspunkten med x-axeln r alltsa (v/2,0).
Linjen skir y-axeln da = = 0, d.v.s. da

V2.0-V3y=2 & y:—%.

Skarningspunkten med y-axeln &r alltsa (O7 —l).
Skriver vi linjens ekvation i standardform

y:vgwf%

. .. . . 2
ser vi att linjens lutning ar \/g .

Eftersom linjen forbinder punkterna (1/2,0) med (0, —l) har linjen foljande

V3
utseende.
Y
>
2
(0,-%)
P.2.30 Bestdm var linjen 1,5z — 2y = —3 skér - respektive y-axeln, och bestam linjens

lutning samt skissera linjen.

Linjen skér z-axeln da y =0, d.v.s. da
1,50 —-2-0=-3 & T = -2

Skérningen med z-axeln sker alltsa i punkten (—2,0).
Linjen skir y-axeln da = = 0, d.v.s. da

15-0-2y=-3 & y=32

Skarningen med y-axeln sker alltsa i punkten (O7 §).

2
Skriver vi linjens ekvation i standardform
y=0/752+ 3

sa ser vi att linjens lutning &r 0,75.



Eftersom linjen férbinder punkterna (—2,0) och (0, %) far vi foljande skiss.

P.2.31 Bestdm en ekvation fér den linje som gar genom punkten P = (2,1) och dr

a)
b)

a)

parallell med linjen y = x + 2,

vinkelrdt mot linjen y = x + 2.

Eftersom linjen ska vara parallell med linjen y = x + 2 ska den ha samma
lutning 1. Var linje har alltsa ekvationen

y=x+m.

Eftersom var linje gar genom punkten (2,1) ska denna punkt uppfylla lin-
jens ekvation,

1=24+m & m = —1.
Var linje har alltsa ekvationen y = = — 1.

Eftersom linjen ska vara vinkelrét mot linjen y = x+2 ska den ha en lutning
som #r —% = —1 (se sidan 15 i kursboken). Var linje har alltsa ekvationen

Yy =—x+m.

Eftersom linjen ska ga genom punkten (2,1) ska denna punkt uppfylla
linjens ekvation,

1=-2+m & m = 3.
Var linje har alltsa ekvationen

y=—x+3.

Vi ritar upp linjerna.

%l\ y=x+2
y=z-1
P
> T
y=—-x+3

P.2.32 Bestdm en ekvation fér den linje som gér genom punkten P = (—2,2) och dr

2)
b)

parallell med linjen 2z + y = 4,

vinkelrdt mot linjen 2z + y = 4.

En linje som &r parallell med
2¢+y=1 & y=—2x+4
ska ha samma lutning —2, d.v.s. ha en ekvation i formen

y=—2x+m.

Eftersom punkten (—2,2) ska ligga pa den sokta linjen maste (—2,2) upp-
fylla linjens ekvation

2=-2-(-2)+m & m= —2.
Var linje ar y = —2z — 2.
Var linje ska vara vinkelrdt mot y = —2x 4+ 4 och maste darfér har lut-
ningen —-5 = % (se sidan 15 i kursboken). Den sokta linjen har alltsa
ekvationen

yz%aj—&—m.



Eftersom punkten (—2,2) ska ligga pa var linje maste (—2,2) uppfylla lin-
jens ekvation

2=1.(-2)+m & m = 3.

Linjens ekvation ar y = %z + 3.

\
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y=1x+3-

y=—2x+4

.y:—Qa:—2

P.2.33 Bestdm skirningspunkten mellan linjerna 3z 4+ 4y = —6 och 2x — 3y = 13.

Skarningspunkten ligger pa bada linjerna och uppfyller dérfor bada linjernas
ekvationer

32 + 4y = —6, (1)

2x — 3y = 13. (2)
Fran (1) loser vi ut x,

xr=-2- %yv (3)

och stoppar in i (2),
2(-2—3y) —3y =13 & y = —3.

(3) ger nu att

8
I
\

[\
I

Ll
—
\
@
S~—
|
o

Alltsa &r skdrningspunkten (2, —3).

P.2.34 Bestdm skirningspunkten mellan linjerna 2z 4+ y = 8 och ba — 7y = 1.

Skarningspunkten ligger pa bada linjerna och uppfyller darfér bada linjernas
ekvationer

2z +y =38, (1)
5r — Ty = 1. (2)

Fran (1) 16ser vi ut v,
y=8—2z, (3)

och stoppar in i (2),
bx —7(8—2x) =1 & x=3.
(3) ger nu att
y=8—-2-3=2.

Skdrningspunkten dr alltsa (3,2).

P.2.37 Bestdm skérningen med y-axeln for den linje som gar genom punkterna (2,1)
och (3,—1).

Vi bestdmmer forst linjens ekvation. Om vi skriver linjens ekvation som
y = kx +m,
da ska (2,1) och (3,—1) uppfylla ovanstaende samband

1=Fk-2+m, (1)
—1=k-34+m. (2)

(2) — (1) ger att k = —2. Detta insatt i (1) ger att

1=-2-24+m & m = b.



Alltsa &r linjens ekvation y = —2x + 5.
Linjen skér y-axeln da = 0 med y-virdet

y=—2-0+5=05

d.v.s. (0,5) dr den sokta skidrningspunkten.

P.2.42 Visa att triangeln med hérni A = (0,0), B = (1,v/3) och C = (2,0) ér liksidig.

Vi ritar forst upp hérnpunkterna.

\
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Vi ska visa att avstandet mellan
1. A och B,
2. A och C, samt
3. Boch C

ar lika. Avstandsformeln ger att

L avstnd = /(0 1)2 + (0 - V3)2 = /T 13 =2,

2. avstand = \/(0—2)2 +(0-02=/4=2,

3. avsténd:\/(1—2)2+(\/§—0)2:\/1+3:2

vilket visar att sidorna i triangeln dr lika langa.

P.2.43 Visa att punkterna A = (2,—1), B = (1,3) och C = (—3,2) bildar tre
hornpunkter i en kvadrat, och bestdm den fjarde hérnpunkten.

Vi ritar upp de tre punkterna.

Sy

For att de tre punkterna ska vara hérnpunkter i en kvadrat kravs att
1. avstandet mellan A och B ir lika med avstandet mellan B och C, och att
2. kantlinjen mellan A och B &r vinkelréit mot kantlinjen mellan B och C.
Vi visar att dessa villkor &r uppfyllda.
1. Avstandet mellan A och B ér
V2 =12+ (-1-3)2=V1+16 = VIT.

Avstandet mellan B och C ar

\/(1 —(=3))°+(3-22=VI6+1=VIT.

2. For att visa att kantlinjerna &r vinkelrdta bestdmmer vi ekvationer fér kant-
linjerna i formen

y=kix+my och y=kox+ mo.
Linjerna &r vinkelrédta om
kiky = —1. (%)
Linjen genom punkterna A och B har lutningen

_Ay_-1-3
S Ax 2—-1 7

k1



Linjen genom punkterna B och C har lutningen

Ay 3-2

by = —2 — 2 %
T Ar 1-(-3)

-1
1
Alltsa ar ki - ko = —4 - i = —1, vilket visar att kantlinjerna &r vinkelréta.
Den fjirde hornpunkten far vi som skérningspunkt mellan
1. kantlinjen som &r parallell med AB och gar genom punkten C, och

2. kantlinjen som &r parallell med BC' och gar genom punkten A.

Vi bestammer forst ekvationerna fér dessa kantlinjer

1. Eftersom linjen genom A och B har lutningen —4 har den parallella kantlin-
jen genom C' ekvationen

y = —4x +m.
Punkten C ligger pa kantlinjen och uppfyller dérfor linjens ekvation
2=—4-(=3)+m & m = —10.

Kantlinjens ekvation &r alltsa y = —4z — 10.

2. Eftersom linjen genom B och C har lutning % har den parallella kantlinjen
genom A ekvationen

Y= %l’ +m.
Punkten A ligger pa kantlinjen och uppfyller darfoér linjens ekvation
—1=1.24m &

= _3
m=—3.

Kantlinjens ekvation &r alltsd y = 1z —

Nl

Den fjarde hérnpunkten uppfyller bada dessa kantlinjers ekvationer

y = —4dx — 10, (1)
y=37— 3. (2)
(1) = (2) ger
0:—14—796—177 & T =2

Detta insatt i (1) ger
y=—4-(-2)—10=—2.

Den fjdrde hérnpunkten #r alltsa (—2, —2).




P.2.49 For vilka virden pa k &r linjen 2z + ky = 3

)
b)

vinkelrdt mot linjen 4o +y = 17

parallell med linjen 4z +y = 17

Vi skriver de tva linjerna i standardform

y:_%x+%7 (1)
y:—4$+1, (2)

forutsatt att & # 0. De tva linjerna #r vinkelrdta om produkten av deras
lutningar ar —1, d.v.s.

(—=4)=-1 & k= -8.

EallN)

Om k = 0 &r den forsta linjen lodrét och inte vinkelrdt mot 4z +y = 1.

De tva linjerna ér parallella om de har samma lutning, d.v.s. (om k # 0)

ESIIN]

Om k = 0 &dr linjerna inte parallella.



Inledande kurs i matematik, avsnitt P.3

P.3.1 Bestdm en ekvation for cirkeln med mittpunkt i (0,0) och radie 4.

En cirkel med mittpunkt i (z.,y.) och radie r
har ekvationen Y

(.’E - xc)2 + (y - yc)2 = 7,2.

I vart fall ar z. = y. = 0 och r = 4, vilket ger
ekvationen

x> —i—y2 = 16.

P.3.3 Bestdm en ekvation for cirkeln med mittpunkt i (—2,0) och radie 3.
Y

~

Standardekvationen for cirkeln &r
(2= (=2)"+ (y—0)° =32
& (z+2)2+y?=09.

k%/

P.3.5 Bestim mittpunkt och radie till cirkeln 2% + y? — 2z = 3.

Vi vill skriva om cirkelns ekvation i standardform och dérefter direkt kunna avlésa
mittpunkt och radie. Med standardform menar vi

(l‘ - -Z'c)2 + (y - yc)2 = T27

dér (x.,y.) ar cirkelns mittpunkt och r &r dess radie.

Med hjalp av kvadratkompletteringsformeln
2 2
2= (o8 - (3)

kan vi samla alla x i en kvadratterm,

NPA

e —2r=(cr+3) (2 =@-1-1L

Cirkelns ekvation kan alltsa skrivas

(-1 -1+y*=3
& (z-1)2+4y2=2%

Nu kan vi avldsa cirkelns mittpunkt (1,0) och radie 2.

P.3.7 Bestim mittpunkt och radie till cirkeln 22 + y? — 2z + 4y = 4.

Vi skriver om cirkelns ekvation i standard-
form genom att kvadratkomplettera x- och y- Y
termerna,

\
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=20 =(x—-1)*-1,

v 44y = (y+2)° —4.

Alltsa ar cirkelns ekvation -2+

(z—1)2-1+(@y+2)?°—-4=4
& (x =172+ (y+2)*=9=3%

Vi kan nu avlisa att cirkelns mittpunkt &r (1, —2) och att dess radie &r 3.



P.3.9 Beskriv omradet som bestdms av olikheten z2 + y2 > 1.

En punkt (z,y) tillhér omradet om den uppfyller olikheten
x? 2 > 1. (%)

Om vi betraktar de punkter (z,y) som inte uppfyller olikheten sa uppfyller de
istéllet den omvéanda olikheten

a?+y” <1 (1)

Vi vet att méngden som svarar mot () dr en disk med mittpunkt i origo och
radie 1. De punkter som uppfyller (x) ér dirfor alla punkter utanfér denna disk.

Y

A~

Vi har ritat cirkeln streckad eftersom den inte tillhor det graa omradet.

P.3.11 Beskriv omradet som bestéims av olikheten (z + 1) + y* < 4.

Olikheten kan skrivas som

och da ser vi direkt att omradet bestar av alla punkter innanfér (och pa) cirkeln
med mittpunkt i (—1,0) och radie 2.

Y
NG

Att cirkeln &r heldragen betyder att punkter pa cirkeln ocksa tillhor det graa
omradet.

P.3.13 Beskriv omradet som bestims av olikheterna z® + y? > 1 och z? + 2 < 4.

Omradet bestar av alla punkter (z,y) som uppfyller bada olikheterna.
De punkter som uppfyller den forsta olikheten 2 + 32 > 1 ligger alla utanfor
enhetscirkeln.

\
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De punkter som uppfyller den andra olikheten 22 + y? < 4 ligger alla innanfér
cirkeln med mittpunkt i origo och radie 2.

Y

A

For att en punkt ska uppfylla bada olikheterna maste den alltsa ligga mellan
enhetscirkeln och cirkeln med radie 2.

Y

A~

P.3.15 Beskriv omradet som bestéms av olikheterna z? + y? < 2z och z2 + y? < 2y.

Vi skriver forst om de tva olikheterna i standardform med hjilp av kvadratkom-
plettering,

=20 =(z—-1)*-1
vy -2y =(y—-1>-1

vilket ger Y
(x— 1) +y2 <1, (1)
2+ (y—-1)72% <1 (2)

Olikhet (1) ger alla punkter som ligger innanfor
cirkeln med mittpunkt i (1,0) och radie 1, me- s \
dan olikhet (2) ger alla punkter som ligger in- * T
nanfor cirkeln med mittpunkt i (0,1) och ra-
die 1. T

For att en punkt ska uppfylla bada olikheterna maste den ligga innanfor bada
cirklarna.

\
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P.3.21 Bestdm ekvationen for den parabel som har brinnpunkt i (0,4) och styrlin-
jen y = —4.

En punkt (z,y) ligger pa parabeln om dess avstand till brannpunkten ér lika med
dess avstand till styrlinjen.

Y
(0,4) \L\
(z,y)
—zT
L
(mv _4)

For att (z,y) ska tillhora parabeln maste alltsa

(@02 +(y—4)?2=(z—2)°+ (y - (-4)°
& 22+ 9y —8y+16=0%+y>+8y+ 16 & y=%x2.



P.3.25 Bestdm brannpunkt och styrlinje till parabeln y = 332/27 och skissera parabeln,
brannpunkten och styrlinjen.

En allmén tumregel for en parabel med ekvationen y = x?/4p #r att den har
brannpunkt i (0, p) och styrlinje y = —p.

I vart fall ar p = %, och dédrmed &r brannpunkten (O7 %) och styrlinjen &ar y =
—%. For att skissera parabeln kan man vélja nagra punkter som ligger pa lika
avstand fran brannpunkten och stylinjen,

. y .
. /I//o
(07 %) ° L
* > X
y=-3
och sedan forbinda dessa punkter med en kurva.
Y
y =32
(0,3)
> T
y=-3

P.3.27 Bestim briannpunkt och styrlinje till parabeln = —y? /4, och skissera parabeln,
brannpunkten och styrlinjen.

En parabel med ekvationen z = y2/4p har brannpunkt i (p,0) och styrlinje x =

—p. Detta foljer direkt genom att ge x och y ombytta roller i ekvationen y =
22 /4p.

I vart fall & p = —1, och brannpunkten &r (—1,0) och styrlinjen &r x = 1.
Vi ritar ut nagra punkter som har samma avstand till brinnpunkten som till
styrlinjen, och férbinder punkterna med en kurva.

Y Y
. x:—y2/4
> T > T
(_170) ° (_LO)
. r=1 r=1
Y

\
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P.3.29 Figuren till hoger visar grafen
till y = &2 i fyra translaterade versioner.

Bestdm ekvationerna for dessa fyra parabler.




Vi anvéinder tva koordinatsystem.

Dels det ursprungliga x, y-systemet, dels ett
z',y'-system som f6ljt med parabeln i trans-
lationen. Eftersom z’,y’-systemet translate-
rats tillsammans med parabeln ges parabeln
av ekvationen v = /% i 2/, y/-systemet.

For att uttrycka parabelns ekvation i x,y-
systemet behover vi ett samband mellan de
tva systemen. En punkt som har koordina-
ter (z,y) i det ursprungliga systemet har i
a’, y'-systemet koordinater (x,y + 3).

Yy
“(z,y)
> T
Alltsa ar
2 =z,
Y =y+3.

Den translaterade parabelns ekvation &r
y+3=2a> & Y

Pa samma sétt som i a-uppgiften infor vi
ett 7, y’-system som f6ljt med translationen.
Sambandet mellan z, y- och 2, y'-systemet dr

¥=x—4
Y=y
och den translaterade parabelns ekvation &r

Yy =x = y= (v —4)%

/

<

a~
i
|
i
|
i
|
i
|
i
|
i
|
i
|
i
|
;
.
i
|
i
|

For c-parabeln infor vi ett koordinatsystem
som translaterats 3 enheter at hoger och 3
enheter uppat. Vi har sambandet

mellan de tva systemen. Parabelns ekvation
blir

y ==z & y—3=(r—3)32

& y=(r—3)*+3.

Vi infér ett nytt koordinatsystem som
translaterats dels 4 enheter at hoger, dels 2
enheter nerat. Sambandet mellan de tva ko-
ordinatsystemen &r

2=z —4,
y=y+2
vilket ger att d-parabeln har ekvationen

’ /2

Yy =x & y+2=(x—4)>

& y=(r—4)* -2

\

\




P.3.31 Bestam ekvationen for grafen till y = /x + 1 efter att horisontella avstand
multiplicerats med 3.

Fér den omskalade kvadratrotskurvan infor vi ett nytt z’, y’-koordinatsystem dér
den horisontella skalan expanderats med en faktor 3 sa att den nya kvadratrots-
kurvan har ekvationen y' = 2/ + 1.

Y

Sambandet mellan z,y- och z’,3y’-koordinater dr att en punkt som har z,y-
koordinaten (x,y) har i 2/, y'-systemet koordinaten (x/3,y), d.v.s.

¥ =x/3,
y =y
Den expanderande kurvan har alltsa foljande ekvation i x, y-systemet

Y =va' +1 & y=+/z/3+1.

P.3.35 Bestiam ekvationen for den graf som fas da y = 1 — z? translateras en enhet
nerat och en enhet at vénster.

Vi infor ett koordinatsystem som foljer med den translaterade kurvan.

I 2/, y'-koordinater har kurvan fortfarande ekvationen

y = 1— 2"

Sambandet mellan de tva koordinatsystemen &r
2 =x+1,
Yy =y+1

I x, y-koordinater har alltsa kurvan ekvationen

y =1—2a" & y+1=1—(z+1)? & y=—(x+1)%



P.3.37 Bestiam ekvationen for den graf som fas d& y = (# — 1)® — 1 translateras en (2) insatt i (1) ger
enhet nerat och en enhet at hoger. ; T
3r+1=2"+3 &  2°-3z+2=0
& (-9 - (P20
(2,7)
Om vi infor ett koordinatsystem som i figuren o (x 3 )2 1
till héger, s& har den translaterade kurvan ek- Y 2 4
vationen T 2
T, - xi_gi%_{l (1.4
y = (' —1)* - 1. \|o4 '
! Fran (2) far vi de y-vérden som svarar mot
Sambandet mellan de tva systemen, | de tva z-viirdena, 7 * T
=21, > T yr =324+ +1=7 och y_=3z_+1=4.
v =y+1, o ) .
Skdrningspunkterna ér alltsa (1,4) och (2,7).
ger att kurvans ekvation i x, y-koordinater blir
y' = (' —1)? -1
g y+l=(z—-1- 1)2 -1 P.3.41 Bestim skirningspunkterna mellan kurvorna z? 4+ y? = 25 och 3z + 4y = 0.
& y=(r—2)*-2.
Skarningspunkterna ska uppfylla bada kurvornas ekvationer,
2 4% = 25, (1)
3z + 4y = 0. (2)
Fran (2) loser viut y, y = f%o: och stop-
par in i (1), Y
2 3.\2 _ .
P.3.39 Bestim skirningspunkterna mellan kurvorna y = 2% + 3 och y = 3z + 1. z”+ (_Zx) =25 (~4,3)
25,2 _ ’
> T
- r4 = +4.
En punkt dr en skidrningspunkt om den ligger pa bada kurvorna, d.v.s. uppfyller ) g (4,-3)
bada kurvornas ekvationer Fran y = —4z far vi motsvarande y- ’
vérden,
2
=z 43, 1
Y (1) y+ =—3 och y_ =+3.

y=3x+1.
Skédrningspunkterna &r ddrmed (4, —3) och (—4, 3).



P.3.43 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen

2 2
r —1.
1Y

Vi ser att kurvan dr i formen
2 2
I
a b2
dér a = 2 och b = 1, vilket betyder att kurvan &r en ellips med mittpunkt i origo
och halvaxlar 2 och 1.

P.3.45 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen
(y+27° _

(z - 3)
gt =1

Uttrycket paminner om en ellips; en summa av tva kvadrater &r lika med 1. Hade
ekvationen istéllet varit

IIJ2

2

y
Z 4L =

o "4

skulle vi haft en ellips med mittpunkt i origo och halvaxlar 3 och 2. I vart fall &r
denna ellips translaterad med tre enheter at hoger och tva enheter nerat.

P.3.47 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen

x 2
2 =1
4 Yy
En ekvation i formen

2 2
T
G- =1
a b2

ar en hyperbel med asymptoter y = :I:%x (linjer som hyperbeln nidrmar sig da @ —
+00) och skirningspunkter (+a,0) med z-axeln.
I vart fall ser vi att a = 2 och b = 1. Kurvan ér alltsa en hyperbel med utseendet




P.3.49 Identifiera och skissera kurvan som ges av ekvationen zy = —4.

Den kurva som ges av ekvationen xy = 1 &r en hyperbel som &ar roterad 45° moturs
kring origo, gar genom punkterna (1,1), (—1,—1) och har koordinataxlarna som
asymptoter.

Vi skriver om var ekvation till

() -

D4 ser vi att i koordinatsystemet 2/ = —1z, y = Ly dr var kurva en roterad
hyperbel med koordinataxlarna som asymptoter och gar genom punkterna (—2,2)
och (2,-2).

P.3.53 Skissera grafen till |z| + |y| = 1.

For att kunna skriva kurvans ekvation utan beloppstecken maste vi undersdka
fyra fall.

1. >0,y >0: Y
I forsta kvadranten ér |z| = x och |y| = y, sa ekva- 1
tionen blir x + y = 1, vilket ar en rét linje som skér S
z-axeln i (1,0) och y-axeln i (0, 1).

2. <0,y >0: Y
I den andra kvadranten dr x < 0 och da ér |z| = —=x T
medan |y| = y. Ekvationen blir dirfor —z +y = 1, A I
vilket &r en rét linje som skér x-axeln i (—1,0) och
y-axeln i (0,1).

3. 2<0,y <0 Y
I den tredje kvadranten &r bade x och y negativa
varfor |x| = —x och |y| = —y. Ekvationen dr —z—y = x
1, vilket &r en rét linje som skéir z-axeln i (—1,0) och
y-axeln i (0, —1).

4. x>0,y <0: Y
Slutligen, i den fjérde kvadranten &r = |z| och |y| =
—y. Ekvationen blir x —y = 1. Detta &r en rét linje T

som skér z-axeln i (1,0) och y-axeln i (0,—1).

Sammantaget har ckvationen |z| + |y| = 1 grafen

Y



Inledande kurs i matematik, avsnitt P.4

P.4.1 Bestéim definitionsméngd och virdemingd till funktionen f(z) = 1+ x>

Uttrycket 1 + 22 #r definierat for alla z, vilket betyder att f:s definitionsmingd

ar (—00,00). Om vi ritar upp grafen till funktionen x — 22,

Y

s& ser vi att  — 2?2 har viirdeméngden [0, c0). Funktionen f har en graf som
ovanstaende foérskjuten en enhet uppéat. f:s virdemiingd ir alltsa [1, 00).

P.4.3 Bestiam definitionsméingd och viirdeméngd till funktionen G(x) = /8 — 2.

For att /8 — 2x ska vara definierad maste uttrycket under kvadratroten vara
icke-negativ, d.v.s.

8§—-2x >0 & r <4

Funktionen G:s definitionsméngd dr alltsa (—oo,4]. Ritar vi upp funktionen z —

vz,

sa ser vi att den har virdemingden [0,00). Eftersom funktionen G har ut-
seendet y/nagonting dir "nagonting” antar alla icke-negativa vérden, dr G:s
vérdemingd ocksa [0, 00).

P.4.4 Bestam definitionsméngd och virdeméngd till funktionen F(x) = 1/(z — 1).

Funktionen F &r definierad 6verallt utom dér ndmnaren &r noll, d.v.s. dverallt
utom dér

r—1=0 & x=1.

Definitionsméngden ér didrmed de tva intervallen (—oo,1) och (1, 00). Funktio-
nen z — 1/x har grafen

och virdeméngden (—o0,0) U (0, 00).
F' har ocksa utseendet F(z) = m dér "nagonting” antar alla vérden

utom noll. F':s virdeméngd dr darfor de tva intervallen (—oo,0) U (0, 00).



P.4.13 Vilka symmetrier har grafen till

Speciellt, dr f jamn eller udda?

Vi undersoker forst om f &r jamn eller udda.
1. Om vi har att f(—z) = f(z) for alla z, da &r f en jamn funktion.
2. Om vi har att f(—z) = —f(x) for alla z, da &r f en udda funktion.
Vi har att

= —f(=).

Alltsa &ar f udda.

Funktionen f har en symmetri kring virdet x = L om f antar samma virde
(eller samma virde med motsatt tecken) i symmetriska punkter kring x = L.

Om x = L+t dr en punkt till héger om x = L, da &r x = L —t den symmetriska
punkten till vinster om x = L.

v

Lot L Ltt
Vi ska alltsa undersoka om det finns nagot L sa att

f(L+t)=f(L—t) forallat,
eller

f(L+t)=—f(L—1t) forallat.
Vi kontrollerar om nagot sadant L finns.

1. Vi undersoker om

L+t L—t
7 o fL-t)=——
(L+t)2-1 ut ) (L—t)2-1
& (L+t)(L-t)?-1)=(L-t)((L+1)?-1)
2N L3+ Lt> —2L%t — L+ L*t 4+ ¢3 — 2Lt% — ¢

=I3 4+ Lt? +2L%t — L — L%t — 3 — 2Lt + ¢.

F(L+1) =

Vi samlar allt i ena ledet
2t —2(L* — 1)t =0, for alla t.

Detta polynom &r inte lika med noll for alla ¢, oavsett hur vi véljer L. Alltsa
finns ingen symmetri av typen f(L +t) = f(L —t).
2. Vi understker om

L+t L—t
e

& (L+)(L—t)—1)=—(L-t)((L+1)*-1)
PN L3+ Lt? —2L%t — L+ L%t + ¢ — 2Lt> — t
= I3 L2 —2L%t+ L+ L%t +t3+2Lt —t.

FL+1) =

Vi samlar allt i ena ledet
—2Lt? +2L(L% —1) =0, for allat.

Ett polynom é&r identiskt noll omm (om och endast om) dess koefficienter
alla &r noll, d.v.s.

—2L =0

2L(L* —1)=0 L=0.

Funktionen har alltsd endast en udda symmetri kring L = 0 (vilket vi redan
visste).

P.4.14 Vilka symmetrier har grafen till

Speciellt, &r f jamn eller udda?

Funktionen f &r symmetrisk kring x = L om



1. f(L+t)=f(L—1t), forallat, eller
2. f(L+t)=—f(L—1t), forallat.
Vi undersoker om och for vilka L dessa symmetrier intréiffar.

1. Vi undersoker om

1 1
@ror-1 T T T

& (L+t)?—1=(L—t)*—1
N L4 2Lt +t2—1=IL%—2Lt+¢*—1
& 4Lt =10, for alla t.

FE+1)=

Detta polynom é&r identiskt noll om dess koefficienter &r noll, d.v.s. L = 0.
Funktionen &r alltsa jdmn kring z = 0.

2. Vi undersoker om

1 1
— = f(L—t)=
U R A
& (L+t)?—1=—(L—-t)*+1
& L4+ 2Lt +t>—1=—-L*+2Lt —t* +1
& 20° +2(L* —1) =0, for allat.

FEL+1) =

Detta polynom &r inte identiskt noll oavsett hur L viljs. Alltsa finns inga
udda symmetrier for f.

Fran punkt 1 har vi att f &r en jamn funktion.

P.4.19 Vilka symmetrier har grafen till f(x) = |m3|? Speciellt, d&r f jamn eller udda?

Vi ska undersoka om det finns nagot x = L sa att

1. f(L+t)=f(L—t), forallat, eller
2. f(L+t)=—f(L—1t), forallat.

Om punkt 1 &r uppfylld &r f en jimn funktion kring x = L. Om punkt 2 &r
uppfylld ar f en udda funktion kring x = L. Vi understker om sadant L finns.

1. Vi har
fL+t) = [(L+1)°| = fF(L—1t) = |[(L—t)].

Vi ser direkt att om ¢t = —L da &r |(L + ¢)3| = 0 medan |(L — t)3| = 8L3.
For att bada uttryck ska vara lika maste L = 0. Aven med detta val av L
aterstar att undersdka om f(L+1t) = f(L —t) for 6vriga vérden pa t. Vi har

FO—t)=[(=t)| = |-t*| = |t*| = f(0 +1).
Med andra ord &r f(L —t) = f(L +t) omm L = 0.
2. Vi har att
FIL+t)=|[(L+)°| = =f(L—1t) = =|(L—1)%|.

Uttrycket |(L—|—t)3’ dr alltid icke-negativt medan uttrycket —|(L — t)?" alltid
ar icke-positivt. Den enda mojligheten att de tva uttrycken skulle vara lika
vore om de bada dr 0 for alla ¢, men det &ar de inte. Funktionen saknar alltsa
udda symmetrier.

Fran punkt 1 ser vi att f &r en jamn funktion.

P.4.20 Vilka symmetrier har grafen till f(z) = |z + 1|7 Speciellt, dr f jimn eller
udda?

Vi har att underscka om det finns nagot = L sa att

1. f(L+1t)=f(L—t), forallat, eller



2. f(L+t)=—f(L—1t), forallat.
Vi undersoker dessa tva fall.
1. Vi har att
JL+t)=|L+t+1=f(L—t)=|L—t+1].

Omt=—-1—-Ldaér |[L+¢t+1]=0och|L—t+1]=|2(L+1)|]. For att vi
overhuvudtaget ska ha nagon symmetri maste alltsa L+1 =0 eller L = —1.

Om L =-1daér
f(=1+4t) =|-1+t+1] =t
f(1—t)=|-1—t+1|=|—t|=[t].
Alltsa ar f symmetrisk kring L = —1.
2. Vi har att
JL+t)=|L+t4+1=—f(L—t)=—|L—t+1]
&= |IL+t+1]+|L—t+1=0, forallat.
Eftersom vénsterledet dr en summa av tva icke-negativa tal maste
|IL+t+1=|L—-t+1 =0, forallat,

vilket inte intréffar, oavsett L:s vdarde. Funktionen saknar alltsa udda sym-
metrier.

Fran punkterna ovan ser vi att f &r varken jamn eller udda (inga symmetrier
kring L = 0).

P.4.22 Vilka symmetrier har grafen till f(z) = /(x — 1)2? Speciellt, dr f jimn eller
udda?

Vi kan skriva f som

(se sidan 8 i kursboken) och da blir uppgiften néistan identisk med P.4.20. Samma
typ av undersokningar ger att f har en jaimn symmetri kring L = 1 och &r varken
jamn eller udda.

P.4.26 Skissera grafen till f(z) = (z — 1)* + 1.

Om vi borjar med funktionen z + x2? sa har den grafen,
Y

Forskjuter vi grafen en enhet at hoger far vi grafen till x — (z — 1)2.
Y

Slutligen ger en forskjutning med en enhet uppat grafen till z +— (x — 1)% + 1.
Y




P.4.29 Skissera grafen till f(z) = & + 1.
Grafen till x — /x har utseendet i figuren till vinster. Genom att forskjuta

grafen en enhet uppat far vi grafen till f(x) = /z + 1.
Y Y

P.4.30 Skissera grafen till f(z) = v/ + 1.

Vi far grafen till f genom att forskjuta grafen till z — /z en enhet at viinster.
Y

P.4.31 Skissera grafen till f(z) = —|z|.

Funktionen x — |z| har grafen i figuren till vénster. Speglar vi grafen i z-axeln
far vi grafen till f(x) = —|z|.
v o y

P.4.32 Skissera grafen till f(z) = |z| — 1.

Vi far grafen till f genom att férskjuta grafen till = — |z| en enhet nerat.
Y

P.4.33 Skissera grafen till f(z) = |z — 2|.

Om vi forskjuter grafen till z — |z| tva enheter at hoger far vi grafen till z —
|z —2].

P.4.34 Skissera grafen till f(z) =1+ |z — 2|.

Grafen till z — |z — 2| far vi genom att forskjuta grafen till z — |z| tva enheter
at hoger. Genom att addera 1, x — |z — 2| + 1, forskjuts grafen ytterligare en
enhet uppat.




. . X
P.4.35 Skissera grafen till f(z) = 2 . P.4.37 Skissera grafen till f(z) =

T+ 2 z+1
Funktionen z — 1/x har utseendet Vi skriver om funktionen nagot
Y x r+1-1 1
! fla) = 2 = I
: z+1 z+1 z+1
Om vi infér ett nytt koordinatsystem (z’,y’') dir '’ = —x — 1 och 3y =y — 1. Da
(1,1) ges f:s graf av ekvationen y' = 1/2'.
> T )
(—1,-1) I
Forskjuter vi grafen tva enheter till vanster far vi grafen till z — T—b e S
Y
(=1,1) I det ursprungliga koordinatsystemet blir detta
\,,,

y/
*

4

7

AR SRR e S luiaietae -

Multiplikation med 2 ger att alla y-koordinater multipliceras med faktorn 2. Gra-

fen far da utseendet
Yy
(*13 2)
S

(_37 _2)




P.4.39 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]

och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.
Skissera funktionen x +— f(x) + 2 och ange dess

definitionsméngd och virdeméngd.

Nér vi adderar 2 till hogerledet i y = f(x) sa forskjuter vi f:s graf med tva
enheter uppat.

\
7

—_—
2

Definitionsméngden till x — f(x) + 2 &r fortfarande [0, 2] medan virdeméngden
forskjuts tva enheter uppat till [2, 3].

P.4.41 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]

och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.
Skissera funktionen x — f(z + 2) och ange dess

definitionsméngd och virdeméngd.

Om vi erséitter © med . +2 iy = f(z) sa forskjuts grafen tva enheter at véinster.
Funktionen z — f(x 4 2) har alltsa grafen.

(-1,1) 7

—2

Eftersom f(z) &r definierad da 0 < x < 2sa dr f(x+2) definierad da 0 < z+2 < 2,
d.v.s. dd —2 < 2 < 0. Definitionsméngden ér alltsa [—2, 0].

Eftersom funktionen ér z — f(nagonting) dir "nagonting” antar viirden i [0, 2]
har z — f(x + 2) samma virdeméngd som f(x), d.v.s. [0,1].

P.4.43 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]

och virdeméngden [0, 1] samt grafen till hoger.
Skissera funktionen z — —f(z) och ange dess

definitionsméangd och virdeméngd.

Med ett minustecken framfor f(z) speglas grafen i z-axeln. Funktionen x — f(z)
har alltsa grafen.

(1771>

Dér x — f(x) &r definierad &r ocksa x +— — f(x) definierad. Alltsa har x — — f(z)
definitionsméngden [0, 2]. Vardeméngden till samma funktion dr [—1, 0] eftersom
nédr f(z) antar virdet b sa antar — f(x) véirdet —b.



P.4.45 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2] Y

och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.
Skissera funktionen x +— f(4 — ) och ange dess

definitionsméngd och virdemingd.

Overgangen fran x till 4—z blir tydligare om vi skriver = 2—(2—x) och 4—z =
24 (2 — ). Viser da att « och 4 — z dr varandras spegelbilder kring x = 2.

\
7

T 2 4;x

Grafen till x — f(4 — z) blir alltsa spegelbilden av grafen till f kring = = 2.

(3,1)
AN

Funktionen = — f(4 — ) dr definierad for 0 < 4 — 2 < 2 eller 2 < z < 4.
Definitionsméngden &r alltsa [2, 4].

Eftersom x — f(4 — x) dr x — f(nagonting) dir 0 < ”nagonting” < 2,
har x — f(4 — ) samma virdeméingd som f(z), d.v.s. [0,1].

P.4.46 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdeméngden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x — 1 — f(1 — x) och ange
dess definitionsméngd och vardeméngd.

Uttrycket 1 — = ersétter x med dess spegelbild kring % (det ser vi genom att

skrivaz =3 — (3 —z) och1—z =1+ (3 —2)).

v

xT

N+

Denna spegling har vi bade i z- och y-led. z — 1 — f(1 — x) har alltsa grafen.

AN ) G

5\
‘ 4 ‘ I 4 ‘ 4
'
'

v f(2) e f(1—2) v 1— f(1-a)

Funktionen z — 1 — f(1 — z) &r definierad for 0 <1 —2 < 2 eller -1 <z < 1.
Definitionsméngden &r alltsa [—1, 1].
Niar -1 <z <1ér

0<1-2<2 och 0L f(l—2z)<1.
Detta ger att

“1<—fl-2)<0 & 0<1-f1-2)<1

Alltsa har x — 1 — f(1 — ) virdemingden [0, 1].



Inledande kurs i matematik, avsnitt P.5

P.5.7 Om f(x) =z + 5 och g(z) = 2® — 3, bestam foljande uttryck

a) fog(x), b)  g(f(0)),

c)  flg(x)), d) go f(x),

e) fof(-5), £)  g(9(2),

g f(f@), h) gog(x).

a)  fog(0)=f(g9(0)) ={g(0)=0>-3=-3}=f(-3)=-3+5=2
b)  g(f(0)) ={f(0)=0+5=5}=g(5) =5> -3 =22

¢)  flg(x)) = fa®=3)= (2> =3)+5=2+2

d)  gof(z)=g(f(x)) =gl@+5)=(x+5)*—3=2+10z+22

e)  [fof(=5)=[(f(-5) ={f(-5)=-5+5=0}=f(0)=0+5=5
)

f)  g(9(2) ={9(2)=2>-3=1}=g(1)=1>-3= -2
g) f(()) fla+5) =(@+5)+5=a2+10
h) gog(z)=g(g9(z)) =g(a*—-3) = (2 —=3)2 =3 =2* — 622+ 6

P.5.9 Om f(z) =1/(1 —z) och g(z) = vz — 1, bestdm foljande funktioner och deras
definitionsméngder,

a)  fof(x),
b)  fog(z),
c) o f(z),
d)  gog(x).

Vi ska forst ta reda pa definitionsméngd och virdeméngd till f och g.

e Definitionsméngd till f
Funktionen f(z) = 1/(1 — x) dr definierad verallt utom dir ndmnaren &r
noll, d.v.s. 6verallt utom i x = 1.

e Definitionsméangd till g
Funktionen g(z) = v/& — 1 dr definierad overallt dér z — 1 > 0, d.v.s. > 1.

e Virdeméngd till f

Grafen till f &r grafen till z — 1/x speglad i z = % (x — 1—x &r en spegling
iz=1) dvs.

Funktionen f har darfor samma virdeméngd som x +— 1/z, d.v.s. alla viirden
utom 0.
e Virdeméngd till g

Funktionen ¢ har utseendet /--- dér uttrycket under rottecknet varierar
over de icke-negativa talen. Alltsa har g samma virdeméngd som x — +/z,
d.v.s. [0,00).

a) Vi borjar med att rita upp hur punkterna avbildas med f en géang.

Dy Vi

Om vi nu ska applicera f ytterligare en gang maste vi undanta punkten 1
fran Vy (f ej definierad i 1), vilket betyder att vi maste ta bort alla punkter



i Dy som avbildas pa vérdet 1. De x som ger vérdet 1 uppfyller

1
1:f(x):17x & x=0.
Alltsa
A f A f AN
—~— 4 —~— A

1 1
0

Dyoy Vior

Definitionsméngden till fo f &r alltsa alla punkter utom 0 och 1, eller skrivet
med intervall (—o0,0) U (0,1) U (1, 00).

Det analytiska uttrycket for f o f blir

1 ) - 1 r—1
1—z/ ’

fof(@) = f(f@) = f( 1

1—x

b) I sammansittningen f o g utfors forst funktionen g.

For att vi sedan ska kunna sammansétta med f far inte vérdet 1 inga i V,,
d.v.s. vi maste sortera bort de punkter i D, som avbildas pa vérdet 1.
Sadana punkter uppfyller

l=g(z)=Va-1 & x =2

Alltsa
A g A f AN
— — 4
2
1¢ 1
0«
D fog Vf og

Vi kan alltsa definiera f o g pa intervallen [1,2) U (2, 00).

Det analytiska uttrycket for f o g blir

foglx)=f(g9(z) = f(Vr—1) = —F—=

Forst utfors funktionen f.

Dy Vi

For att sedan kunna sammansétta med g far vi inte ha nagra vérden i Vy
mindre &n 1 (i de punkterna #r g inte definierad). Vi maste alltsa ta bort
de punkter i Dy som avbildas till virden mindre &n 1, d.v.s. alla x sadana
att

f(z) = ! < 1.

1—2x

Vi loser denna olikhet pa samma sétt som i uppgift P.1.19 och far interval-
len (—o0,0) och (1, 00).



Alltsa maste vi undanta alla punkter utom de mellan 0 och 1.

A f N g N
~—— 4 ~— 4
1 14
0o¢
Dyos Voor

Definitionsméngden till g o f &r alltsa [0,1).
Det analytiska uttrycket for g o f blir

gof(x)zg(f(x)):9< ! ): LIRS

1—2x

d)  Funktionen g avbildar punkter enligt

s g N
4
1o
0 q
Dy Ve

For att vi ska kunna anvénda g igen krévs att inga vérden i V, 4r mindre
dn 1, d.v.s. vi maste plocka bort de punkter i D, som avbildas pa vérden
mindre &n 1. Vi ska alltsa ta bort de  som uppfyller

gx)y=vr—-1<1 & x < 2.
Vi har ddrmed

~ o A o A
20
14
Dgog Vgog

Definitionsméngden till gog ér alltsa [2, 00). Det analytiska uttrycket for gog
blir

gog(x) =g(g(x)) =g(Ve—1) =y Vo -1-1

P.5.13 Bestdm vad som ska sta i den graa luckan

f@)  gl@)  fog(x)
VT |z

Vi ritar upp hur de olika funktionerna avbildar en punkt.

/f{;\}

Eftersom vi vet att f o g(x) = |z| s& dr z = |z|, och vi har férljande figur.

Vilket viirde maste y har for att f(y) = |z|?
f=vy=z & y=2"



Alltsa har vi figuren

Nu ser vi att g(z) = 2.

P.5.15 Bestdm vad som ska sta i den graa luckan.

f(z)

g(x) fog(x)

(x4 1)/a

Vi ritar upp hur f och f o g avbildar en punkt x.

A~

A~

Vad ska nu y vara for att f(y) = z?

y+1 1
fy)=—7==2 & y+l=ay &  y=-—7
Y y—1
y ska alltsa vara lika med 1/(y — 1). Vi far figuren
N g f N~
— — !
z+1
x
x o
X o
m
fog

Nu ser vi att g(z) =1/(x — 1).

P.5.16 Bestdm vad som ska sta i den graa luckan.

f(@) g(z)  fog(x)
z—1 1/2?

Vi vet att
fog(z)=1/z* och fog(x)= f(g(z)) = flz—1).
Om vi kallar y =x — 1 sd ér x =y + 1 och

1
f(y):m-



P.5.19 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x — 2f(x) och ange dess de-
finitionsméngd och virdeméngd.

Genom att multiplicera f(z) med 2 expanderar vi grafen med en faktor 2 i y-led.

(1,2)

Funktionen = +— 2f(x) &r definierad overallt dér f dr definierad, d.v.s. defini-
tionsméngden till z — 2f(x) &r [0, 2].
Eftersom vi har att

0< flx) <1 for 0 <z <2,

sa &ar
0<2f(x) <2 for 0 <z <2.

Funktionen = — 2f(x) har alltsa virdeméngden [0, 2].

P.5.21 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x +— f(2z) och ange dess de-
finitionsméngd och virdeméngd.

Funktionen z +— f(2x) kan ses som sammansatt av tva funktioner, dels z — 2z

och dels z — f(x),

men for att vi ska kunna anvédnda f i det sista steget far vi inte ha varden utanfor
intervallet [0, 2] efter funktionen x — 2z. Vi maste alltsa ta bort alla punkter som
avbildas med x +— 2z utanfor [0, 2]. Vi ska alltsa bara behalla de x som uppfyller

0<2x<2 & 0<z<I1.
LT 2 f N
— i — !
2
19 190
0o 0 09¢

“ae f(2a)

Funktionen z — f(2z) har alltsa definitionsméingden [0,1] och virdeméing-
den [0, 1].

Den forsta funktionen = +— 2z innebédr att vi expanderar intervallet [0, 1]
till [0,2] och sedan anvinder f. Grafen till z — f(2z) blir alltsa ihoptryckt
till intervallet [0, 1] pa z-axeln.

Anm. Denna losning dr kanske lite véil omsténdig, men 16sningen illustrerar iallafall
hur man kan dela upp en funktion i enklare delar och analysera dessa.



P.5.23 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen x — 1+ f(—z/2) och ange
dess definitionsméngd och vardeméangd.

Nar vi ersiitter © med —x/2 i y = f(x) sa forlings grafen i z-led med en faktor 2

och minustecknet speglar grafen i y-axeln.

Y
WA > X

|
z— f(—x/2)

Nér vi sedan adderar 1 till x — f(—z/2) sa forskjuts grafen en enhet uppat.

Yy
1
t > X
_4 \
z e 1+ f(-2/2)
Funktionen &ar definierad for
0<—2/2<2 & —4 <z <0,

d.v.s. definitionsméingden #r [—4,0].
Eftersom vi vet att 0 < f(---)
alltsa [1,2].

<1léarl<1+4 f(—x/2) <2. Virdemingden dr

P.5.24 Funktionen f har definitionsméngden [0, 2]
och virdemingden [0, 1], samt grafen till hoger.

Skissera funktionen z — 2f((z — 1)/2) och ange
dess definitionsméngd och virdeméangd.

Nar vi ersétter « med (z — 1)/2 expanderas grafen med en faktor 2 i a-led och

sedan en forskjutning med en enhet at hoger.

IT
> T

1 5
xb—>f((x—1)/2)

Multiplikationen med 2 gor att grafen forlangs i y-led med en faktor 2.

Y
2

1 5
z—2f((x—-1)/2)

Funktionen z +— 2f((z — 1)/2) &r definierad da

x—1
2

0< <2 & 1<z <5.

Definitionsméngden &r alltsa [1, 5].

Eftersom vivet att 0 < f(---) <1saér0 < 2f(($—1)/2) < 2. Virdeméngden

ar [0, 2].



x om0 <z <1,

P.5.25 Skissera grafen till f(z) =
2—x oml<ax<2.

Funktionen f &r lika med z i intervallet [0, 1].

<

—_

‘ + > X

I intervallet (1,2] &r f lika med 2 — z.

1 \
+ 2 > T

| 1

<

(\}

Over hela definitionsmingden [0,2] har alltsa f grafen.

Y
1%
+ D > X
1 2

Notera att f visserligen ges av tva olika uttryck pa olika delar av defini-
tionsméangden men f &r en funktion.

P.5.27 Bestdm alla reella konstanter A och B for vilka funktionen F(z) = Az + B
uppfyller

a)
b)

FoF(z)=F(z) for alla z,
FoF(z)=uz for alla x.

Vi har att
VL= FoF(z)=F(F(z)) = F(Az + B)
= A(Az + B)+ B = A%z + AB + B,
HL = Ax + B.

Eftersom VL ska vara lika med HL for alla = maste koeflicienten framfor x
i bada led vara lika. Samma sak géller konstanttermerna,

AZ=A {A—

AB+B—B & B—0 eller A=0.

Vi har alltsd tva typer av losningar {A = 1,B = 0} och {A =
0, B godtycklig}.
Vi har att

VL = { se a-uppgiften } = A%z + AB + B,
HL = .

VL = HL for alla x ger att

A2=1 {Al

AB+B=0 & B—0 och A=-1.

Det finns alltsa tva typer av losningar {A = 1,B = 0} och {4 =
1, B godtycklig}.

P.5.33 Antag att f &r en jamn funktion, g dr en udda funktion, och att bade f och g
ar definierade pa hela reella tallinjen R.



Undersok om féljande funktioner &r jaimna, udda eller ingetdera.

f+a. f-9 fla. g9/f. FP=ff ¢=g-9
fog, gof, fof, gog

Att f &r jAmn betyder att
f(=z) = f(z) for alla z.
Att g ar udda betyder att

g(—x) = —g(z) for alla x.

(+)

()

Vi ska nu undersoka om funktionerna i uppgiften &r jamna, udda eller ingetdera.

Som en forsta grov sall kan vi ta tva konkreta exempel pa f och g, t.ex.

fla)=2® och g(a) =z,

och nagot x-viirde, t.ex. x = 7. Om nagon av kombinationerna i uppgiftstexten
inte uppfyller () eller () f6r dessa speciella f, g och z, da kan kombinationen
inte vara jimn respektive udda (eftersom da krévs ju att () respektive (f) &r

uppfylld for alla f, g och z).
f+g: Vihar att

f(=2) +g(—x) = (-1)* + (-7) = 42,
+ (f(x) + g(x)) = £(7° + 7) = £56.

Alltsa kan f + g varken vara jamn eller udda.
f-g: Vi har att

f(=a) - g(=2) = (=7)* (=7) = =343,
+ f(2) - g(x) = £7*- 7 = +343.

f - g skulle kunna vara udda, men det kan ju ocksa vara en slump.

Déremot kan f - g inte vara jamn.

flg:

g/f:

[T

fog:

go f:

Vi har att

f(=a)/g(=x) = (=7)*/(=7) = -1,
+ f(x)/g(x) = £7%/7 = £T.

f/g skulle kunna vara udda, men inte jimn.

Vi har att

g(=a)/f(=z) = (=1)/(-7)* = =7,
+g(2)/f(z) = £7/7* = £1.

g/ f skulle kunna vara udda, men inte jimn.

Vi har att

f(=a) - f(=2) = (=7)* - (=7)* = 2401,
+ f(x) - f(x) = £7% - 7> = +2401.

f - f skulle kunna vara jimn, men inte udda.

Vi har att

9(=z) - g(=z) = (=7) - (=7) = 49,
+g(z) - g(xr) =£7- 7= +49.

g - g skulle kunna vara jadmn, men inte udda.

Vi har att

fog(—z)=f(9(=7)) = f(=7) = (=7)* = 49,
+ fog(x) = £f(9(7)) = £(7) = £7* = +£49.

f o g skulle kunna vara jimn, men inte udda.

Vi har att

go f(=x) =g(f(=7)) = g(49) = 49,
+go f(z) =+g(f(7)) = £g(49) = £49.

g o f skulle kunna vara jimn, men inte udda.



fof: Vi har att
fof(=z)=f(f(=7)) = f(49) = 49% = 2401,
+ fof(x)= if(f(—?)) = 41(49) = +49? = +2401.
f o f skulle kunna vara jimn, men inte udda.
gog: Vi har att
gog(—a) =g(g9(=7) = g(-7) = T,
+gog(x)=+g(9(7) = +9(7) = £7.
g o g skulle kunna vara udda, men inte jamn.

Vi har nu sallat bort nagra omdgjliga fall. Nésta steg dr att vi forsoker bevisa de
fall som inte kunde uteslutas ovan (de &r troligtvis sanna).

f-g: Vi vet: (1) f(—z)= f(x) for alla z,
(2) g(—z)=—g(x) for alla z.
Vill visa: (%) f-gudda, d.v.s. f(—z) - g(—x) = —f(z) - g(x).
Vi har

Vi av (x) = f(~2) - g(~2) =
= —f(2)- gla) = n
Alltsa ar f - g udda.

{1, @)} = f@) - (—g(x))
L av (x).

I de foljande fallen kan vi vara lite mer kortfattade.
flg:  Villvisar (x) f(-2)/g(—2) = —f(z)/g9(x)
VL av (x) = f(—2)/g(—2) = —f(x)/g(x) = HL av ().
Alltsé &r f/g udda.
g/f+  Villvisa: (%) g(-2)/f(-z) = —g(z)/f(z)
VL av (x) = g(—2)/f(—z) = —g(z)/ f(2) = HL av ().
Alltsé &r g/f udda.
fofe Villvisar (%) f(-=2)- f(-=) = f(z) f(2)
VL av (x) = f(—=) - f(-2) = f(z) - f(z) = HL av (*).
Alltsé & f - f jémn.

fog:

gof:

gog:

Vill visa:  (¥)  g(—z) - g(—x) = g(x) - g(x)

Alltsd &r g - ¢ jimn.
Vill visa: () fog(—z) = fog(x)
VL av (+) = f(g(—) = f(—g(2)) = f(9(x)) = L av (+).
Alltsa &r f o g jamn.
Vill visa: () go f(—z) = go f(z)
VL av (+) = g(f(—)) = g(f(x)) = HL av (+).
Alltsa &ir g o f jimn.
Vill visa: () fo f(—a) = fo f(z)
VL av (x) = f(f(~)) = [(f(2)) = HL av (+).
Alltsa &r f o f jimn.
Vill visa: (%) gog(—z) = —go g(x)
VL av (x) = g(9(-2)) = g(—g(z)) = —g(9(z)) = HL av ().

Alltsa ér g o g udda.



P.5.35a Lat f vara en funktion med ett origosymmetriskt definitionsomrade. Visa att f
4r en summa av en jamn och en udda funktion

f(z) = E(z) + O(a),
dédr E &r en jaimn funktion (even) och O &r en udda funktion (odd).

Tips: Lat E(z) = (f(z) 4+ f(—z))/2. Visa att E(—xz) = E(z), varfér E &r jimn. Visa
sedan att O(x) = f(z) — E(z) &r udda.

Vi later
E(x) = (f(z) + f(-x))/2,
O(x) = f(z) — E(z) = f(x) = (f(2) + f(-x))/2
= (f() = f(==))/2.
Da ar

och vi visar att

E jamn : Vi ska visa att

Vi har att

Alltsa ar F jamn.

O udda : Vi ska visa att

Vi har att

Alltsa ar O udda.



Inledande kurs i matematik, avsnitt P.6

P.6.3 Berikna sin %”
P.6.1 Berikna cos 3{.

Vi ritar upp enhetscirkeln och vinkeln 27

T
Vi ska anvénda enhetscirkeln och symmetrier i denna f6r att bestdmma cos %’T.
Den punkt pa enhetscirkeln med vinkeln %’r har koordinater (cos %”, sin %T”)
(cos %’r, sin %’T)
N 3
‘\(\T
Vi kan anvénda spegling i y-axeln for att uttrycka sin 2;“ med spegelvinkeln i
forsta kvadranten. Om « &r spegelvinkeln da ar
Genom att spegla punkten i y-axeln far vi en punkt i forsta kvadranten med z-
koordinaten — cos 37

(',sina)

° (men oféréndrad y-koordinat). Denna punkt har vinkeln §
(som &r spegelvinkeln till ‘%’T i y-axeln), och dérmed z-koordinaten cos 7.

sin %’T = sin a.

~

—cos%”,-) = (cos%,-)

v

Vi ser vad 2?”:s spegelvinkel dr genom att skriva

27r747r 3+

77r+7r
3 6 6 2 6’
for da &r
T 3r—m s
o= —— — = —_
2 6 6 3
Alltsa ar
Alltsa ar
.37 LT 1
COS fF = —COS § = — 5. Sin%’f:sm%:@.



P.6.5 Berikna cos 2Z. halva vinkeln
1 — cos 26
sin? 6 = 5
Vi ritar upp vinkeln 51’—75 i enhetscirkeln.
har vi att
1 —cos 26
sinf| =4/ ——.
[sing] = /5
Alltsa &r
1—cos% 1—+/3/2
|sin = Y il ,/ﬂ'
2 2
Eftersom vinkeln /12 ér i forsta kvadranten &r sin {5 > 0, och vi har att
Genom att spegla punkten i diagonallinjen (vinkeln 7) far vi en spegelpunkt med cos 5T — sin I — ’sin L| _ 1—+/3/2
x- och y-koordinater ombytta jimfort punkten (se trianglarna i figuren), d.v.s. 12 12 12 2
spegelpunkten har koordinaterna (sin 2%, cos 2&). _
peselp ( 12 6 ) Anm. I facit ges svaret \/5 \/51 som &r lika med vart svar. (Extrauppgift: Visa detta.)

0=m/4
P.6.7 Uttryck cos(m + x) i termer av cosz och sinz.
5 .5
(sin 2%, cos 57)

Vinkeln 7+ x &r vinkeln x roterad ett halvt varv, varfor de tva trianglarna nedan
ar kongruenta.

Spegelvinkeln « far vi genom att skriva (cos z, sin )

57r737r+27ri7r+7r

= —_— = — -, /‘«}J i

12 12 46 AT ) N >
for da ar Y

o 7T_37T—27T_7T

7176 12 12 (cos(z + ), sin(z + 7))
. 5 _ . .. .. . . .

och vi har att cos 95 = sin 5. For att bestimma sin {5 noterar vi att {5 &r

hélften av vinkeln & som vi kan cosinus- och sinusviirdena till. Med formeln for Sidlingderna lika ger att cos(m 4+ ) = — cos .



P.6.9 Uttryck sin(%7r — a:) i termer av cosz och sinz.

Vinklarna 37” — x och x har formen av att vara varandras spegelvinklar kring

nagon mittvinkel. Vi vill alltsa kunna hitta o och 3 sa att

=0+«
=
3 /
F-—r=0+aq (1) 0—3_
r=0—-« (2) ; g f-a
(1) + (2) ger 35X =28 & g =3r
(1) — (2) ger 3F — 2z =2« & a=3 g

Alltsa kan vi skriva

2 1 1
o=~ (F -a)
Vinklarna 37” — x och z dr alltsa varandras spegelvinklar kring mittvinkeln ?ﬂf.

Vi kan nu uttrycka sin( 37” — z) i cosz och sinz med hjilp av symmetrier i

enhetscirkeln (de utritade trianglarna &r kongruenta).

(cosz,sinx)

Sin(3—7r — x) = —cosx.

(~,sin(?’77r -

P.6.10 Uttryck cos(%7r + ZB) i termer av cosx och sinz.

For att fa 37” +z fran x roterar vi 3 varv motsols. Trianglarna nedan ir alltsa

1
kongruenta.

(cosz,sinx)

v

Alltsa ar cos(%’r + :1:) =sinzx.

tanx — cotx
tanx 4+ cot x

P.6.12 Uttryck i termer av cosx och sinz.

Definitionen av tan x och cot x ger att

sinx cosz

tanx — cotx cosS T sinx S .
=— = { forling med coszsinx }
tanx + cot x sinx COST

cosx sinx

sin? x — cos? z

sin? z + cos? 1

— cos 2x
= —cos2x.




P.6.13 Visa att cos* z — sin* x = cos 2z. P.6.15 Visa att ﬂ — tan?

1+ cosx

VIS

Formeln for dubbla vinkeln ger att
Konjugatregeln ger att

2cos 5 =1+ cosz,
4

costz —sintz = (0052 x + sin? CU) (cos2

NI NI

x—sinzx):Lcost:cost. 2sinZ =1—cosx.

Alltsa ar

1 —cosx ZSin%

= =tan %.
l1+cosz 2cos% 2
1— .
P.6.14 Visaatt ——© — S0 _ o T
sinx 14 cosx 2
P.6.17 Uttryck sin3z i termer av cosz och sinz.

Vi forlinger med 1 4+ cosx,

— _ a2

1 .cosx = ( .COS z)(1 + cos ) = — 1 —cos"e Additionsformeln for sinus ger att
sin sinz(1 + cosx) sinz(1 4 cosx)
sin? z sinx sin3z = sin(2x + x) = sin 2z - cos z + sinx - cos 2.

sinz(1 + cos z) "~ 1+cosz’
Vidare har vi att

Vi har att 9 .9 . .
cos2x =cos“z —sin“z och sin2z = 2coszsinz.
2z . T in T
14+ cosx=2cos“%2 och sinx=2cosZsinZ. o
2 2 2 Alltsa ar
Alltsa dr sin 3z = 2sinz cos? z + sin z cos® z — sin® z = 3sin x cos® z — sin® z.
; T in T in &
sinx :2c05251n2 :st _tan e
14 cosx 2cos? £ cos £ 2

Anm. T facit ges svaret 3sinz — 4sin® z vilket &r lika med vart svar ty 3sinz cos® z —
sin® x = 3sinz(1 — sin® ) — sin® = 3sinz — 4sin® 2.



P.6.18 Uttryck cos 3z i termer av cosx och sinz.

Additionsformeln for cosinus ger att
cos 3z = cos(2x + x) = cos 2z cos x — sin 2z sin x.

Formeln for dubbla vinkeln,

2

cos2x = cos’x —sin?xz och sin2z = 2coszsin T,

ger att

3 3

cos 3z = cos® x — coszsin? z — 2cossin? z = cos® & — 3cos z sin® x.

P.6.19 Skissera grafen till f(x) = cos2z. Vilken period har funktionen?

Grafen till f(z) = cos2z &r cosinus-kurvan kontraherad i z-led med en faktor 3.

Y
1T -y = cos 2%

/1] | '

Vi vet att x +— cosx dr 2m-periodisk och nér vi ersidtter x med 2z forkortas
perioden ocksa med en faktor %, T +— cos 2x ar darfor m-periodisk.

NIE

P.6.21 Skissera grafen till f(x) = sin7a. Vilken period har funktionen?

Nér vi ersidtter x med mx skalas grafen till  — sinx med en faktor % i x-led.
Grafen till f blir alltsa

AN ANAYSS
J w_llva

Perioden till f skalas ocksa om fran 27 till 27” =2

P.6.23 Skissera grafen till y = 2 cos (:E - 7r/3).

Nér vi erséitter  med x — 7/3 forskjuts grafen till 2 +— cosx med § enheter at
hoger. Faktorn 2 skalar sedan om grafen i y-led.

Y

2
y = 2cos(z — 7/3)

! v, x
—2

ol3



P.6.24 Skissera grafen till y = 1+ sin(z + ). Pythagoras sats ger att hypotenusan &r v/22 4 12 = /5,

V5

2
Grafen till y = sin (a:+ %) ar forskjuten med 7 enheter at vinster jaimfort med y =
sin x. 0 1
Grafen till y = 1 + sin(x + %) ar slutligen forskjuten med en enhet uppat.
Y Fran triangeln far vi nu att
2 .
-'y:1+sm(x+7r/4) COS@Z% och SiDO:%.

+ + > T

T

2

P.6.27 Givet cosf = %, dar 0 tillhor intervallet [—%, 0]. Bestdm sin 6 och tan 6.

P.6.26 Givet tan 6 = 2, déar 0 tillhor [0, 7r/2}. Bestdm cos 6 och sin 6.

Den trigonometriska ettan ger att

|sinf| = /1 — cos? :\/1—%:@: 22

Eftersom 6 tillhor [fg, 0] har sin § ett negativt tecken. Alltsa &r

Eftersom 6 ligger i intervallet [O, g} kan vi rita 6 som en vinkel i en hjélptriangel.

S

0

sinf = —|sing| = — 22,

Vi vet att tanf = 2 sa vi kan ge kateterna lidngderna 2 och 1.
Slutligen far vi

sinf _ —2v2/3 _ W

2 —
tan0_(3059 - 1/3




P.6.29 Givet sinf = —, déar 0 tillhor intervallet [ } Bestdm cos 6 och tan6. P.6.33 ABC ir en triangel med en rét vinkel i C,

och a, b och c ar sidorna som &r motstaende respek-
tive vinkel. Bestdm b och ¢, om a =5 och B= %

B
Den trigonometriska ettan ger att

Vi ritar upp de givna storheterna i triangeln.
|cosf| = V1—sin?f =4/1— (—%)2 =V3/2.

Eftersom 6 tillhor intervallet [7r, ‘;’ﬂ som &r tredje kvadranten, har cosf ett
negativt tecken och ddrmed &r

sk

/6 3
cosf = —|cosf| = —@.
. Definitionen av cosinus och tangens ger att
Sedan har vi att
r—3 -5 ___5 _ 10
sing  —1/2 WETe T CTRTT R VA
tanf = = =1/V3. c_ b x 1
cost)  —/3/2 tan T = 2 2N b=5tan§ =5 75 =
P.6.31 ABC ér en triangel med en rét vinkel i C,
och a, b och ¢ dr sidorna som &r motstaende respek- c
tive vinkel. Bestéim a och b om ¢ = 2 och B = 7/3. b P.6.43 Lat ABC vara en triangel med sidorna a,
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C. .
B a C Bestédm sin B om a =4, b= 3 och A =n/4.
Vad som ér givet ar alltsa
Sinussatsen ger att B
2 b a . b o .
= & sinB = %sinA =3 .sin
sinB  sinA a 4

/3

Definitionen av cosinus och sinus ger att

cosg =4 & a—2cos3:2% 1,
singzg & b=2sing =2- @:\/5



A
P.6.44 Lat ABC vara en triangel med sidorna a, c b
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C.
Bestdm cos A om a =2, b =2 och ¢ = 3.
B a C
Cossinussatsen ger att
a2 =02+ ¢® — 2bccos A &
b>+c?—a®> 22432-22 3
cos A = = -2
2bc 2:2-3 4
A

P.6.45 Lat ABC vara en triangel med sidorna a,
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C. b
Bestdm sin B om a =2, b =3 och ¢ = 4.

B a C
Cosinussatsen ger att
b2 = a? + ® — 2accos B &
2 2 b2 22 42 _ 32
cos B = ate = + = %.
2ac 2-2-4

Den trigonometriska ettan ger att

|sin B = /1 —cos?2 B = 1—%:“%?2.

Eftersom B ir en vinkel i en triangel ligger B i intervallet [0, 7], vilket betyder
att sin B har positivt tecken. Alltsa &r

sin B = |sin B| = /4%,

P.6.47 Lat ABC vara en triangel med sidorna a,
b och ¢ motstaende vinklarna A, B respektive C.
Bestdm ¢ om ¢ =4, A =n/4 och B =m/3.

B a C

Eftersom vinkelsumman i en triangel &r 7, &r C =7 — A — B = % Sinussatsen
ger att

a c N sin A sin 7
A = — a=c —; =9 —
sinA sinC sin C' sin ‘?—’27

o . . i Bw o 5 __ 1+\/§/2
Fran uppgift P.6.5 har vi att sin 55 = /1 — cos? 55 = \/ =5~

1/vV2 3
:3- - .
\/_1+§5/2 \/1 +/3/2




Inledande kurs i matematik, avsnitt 3.2
33
V3

3.2.1 Forenkla uttrycket

Vi skriver om ndmnaren i potensform,

33 33 33

:7:—:33_5/2:31/2:\/§.

\/? (35)1/2 35/2

3.2.2 Forenkla uttrycket 21/281/2,

Vi anvinder att 8 = 22 och far

QU212 gl/2(9)17 gl gh2 gt g2y

3.2.3 Férenkla uttrycket (:c73)_2.

Om vi antar att > 0 ger potenslagarna att

(x_?’)fz = (73 (=2) — 46,

3.2.4 Forenkla uttrycket (%)z 4712,

Vi har att 4 = 22 och far darfor att

(3) 402 = ()" (22)°/7 = (3)722%/2 = 12 o7

3.2.5 Forenkla utttrycket logs 125.

Vi har att 125 = 53. Logaritmlagarna ger att logs 125 = logs 5% = 3 - logs 5 =

3:-1=3.
3.2.6 Forenkla uttrycket log4(%).

= L Alltsa ir

. 11 _
Vi har att g = 57 = YETER

1
2-4 Va4

log4(%) = log4(431/2) = log44_3/2 = —% log, 4 = —% 1= —%.

3.2.8 Forenkla uttrycket 21848,

Fran uppgift 3.2.6 vet vi att

-1 ,
log, § = —3 < log,8 =log,(3) = —log,§ = 3.

Alltsa &r

210g48 — 23/2 — 21+1/2 — 2 . 21/2 — 2\/5

3.2.9 Forenkla uttrycket 107 '°810(1/2),

Logaritm- och potenslagarna ger att 10~ 10810(1/®) — 10los10(1/2)™"
om z > 0.

= 1010g1017 =x



3.2.11 Férenkla uttrycket (log, b)(log, a).

Basbytesformeln ger att

log, b 1
log, b= 080 _

a

~ logya  logya’

Alltsa ar

1
(log, b)(log, a) = oz log, a = 1.

3.2.12 Forenkla uttrycket log, (2(log, y)).

Vi har att log, y = 1 varfor

log,, (z(log, y?)) = log,(z - 2) = log, = + log, 2 = 1 + log, 2.

3.2.15 Forenkla uttrycket logg 9 + logg 4.

Logaritmlagarna ger att

logg 9 + logg 4 = logg (9 - 4) = logs 36 = logg 6% = 2 -logg6 =2 -1 = 2.

3.2.16 Forenkla uttrycket 2log; 12 — 4log, 6.

Logaritmlagarna ger att

122
2log; 12 — 4log, 6 = logs 122 — log, 6* = log; -

1
:10g33—2 =log;3 2= -2-logg3=-2-1=-2.

3.2.17 Forenkla uttrycket

log, (z* + 32° + 2) + log, (z* + 52° + 6) — 4 log, /2 + 2.

Den tredje termen kan vi skriva som

4 log, Va2 +2 =log, (V2 +2)* = log, (z* + 2)°.

Logaritmlagarna ger att uttrycket i uppgiftstexten &r lika med

(2% + 322 + 2)(2* + 522 +6)
@ (22 4 2)2

log

Det kan nu vara sa att det finns gemensamma faktorer i braket ovan, och i sadant
fall kan vi forenkla uttrycket ytterligare.

For att se om vi har gemensamma faktorer behtver vi faktorisera de tva ut-
trycken i tdljaren.

zr+ 322 +2:

zt + 522 +6:

Eftersom z endast forekommer i potenser av 2 sitter vi t = 22
och skriver polynomet som

t* + 3t + 2. (%)
Om a och b &r nollstéllen till detta polynom, da har vi att
t2+3t+2=(t—a)(t—Db).

Nollstéllena till (x) fas med sedvanliga formler och de &r —1
och —2. Alltsa &r

2 43t+2=(t+1)(t+2),
eller uttryckt i z,
(2 +1)(z* +2).
Vi sétter t = 22 och far

t2 + 5t + 6.



Detta andragradsuttrycket har nollstédllena —3 och —2, och
dérmed &r

t2 45t +6=(t+3)(t+2),
eller uttryckt i z,

(x% 4 3) (2% +2).

Uttrycket i uppgiftstexten kan alltsa skrivas som

) (2 + 1) (22 +2) - (22 +3)(22 +2)

=log((z® + 1)(2* + 3))

= log(ﬂc4 + 422 + 3).

3.2.18 Forenkla uttrycket

log. (1 —coszx) + log, (1 + cosx) — 2 log, sinz.

Forutsatt att argumentet till den tredje logaritmen &r positiv (de 6vriga tva
argumentet dr positiva utom i enstaka punkter) sa ger logaritmlagarna att

log, (1 —cosz) +log, (1 + cosx) — 2 log, sinx

=log((1 — cosz)(1 + cosz)) — log, sin® z

=log, (1 — cos® z) — log, sin? x = log,. sin® z — log, sin® z = 0.

3.2.29 Los ekvationen log,(z +4) — 2log,(z + 1) = %

Vi kan skriva hogerledet som

1_

3 % -log, 4 = log, 4172 = log, 2

och flytta 6ver till vansterledet. Vi far da att

z+4
0 =log,(z +4) — 2logy(x + 1) — log, 2 = log, TR
Logaritmfunktionen antar viardet 0 endast da dess argument &r 1, d.v.s. da
T +4 9
2w 1) (z+1)" = (z+4)

& 262+ 3z —2=0.

Denna andragradare har 16sningarna —2 och —%.
1

Ekvationen i uppgiftstexten har alltsa l16sningarna x = —2 och z = 3.

3.2.30 Los ekvationen 2logs x + logg x = 10.

Enklast ar att uttrycka alla termer som 3-logaritmer av nagot,

logsx  loggx  loggx
= = =1
logs9  logs 32 2 083 V7,

10 = log, (3.

logg x =

Ekvationen kan alltsa skrivas (efter omflyttning av alla termer till ena ledet),

2%z
0 = logs 22 + logz /& — log;(3'%) = logs (37)
Logaritmen antar véirdet 0 endast da dess argument &r 1, d.v.s.

xzﬁ_l

26 = s 2PP=30 o =305 =3t =31

Alltsa har ekvationen i uppgiftstexten 16sningen = = 81.
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