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Allt utdelat, datorskrivet, material finns pa hemsidan
lim f(z) =0 om

xr— 00

http://www.math.kth.se/ ekola/envarre.html
Ve>0 dN:z>N = |f(x)-V <e.
Om du ar forst med att rapportera om nagot fel i utdelat

| ‘ som hittelon.

material far du & ;

Oegentliga gransvirden

lim f(z) = oo om

VM >0 36>0:0<|z—al<d = f(x)>M.

lim f(z) = o0 om

r— 00

VM>0 3IN:2>N = f(x)> M.



Ho6ger- och vanstergriansvirden

lim f(z)=0bom

r—at

Ve>0 30>0:a<z<a+d = |f(zx)—bl<e.

lim f(z) =05 om

Tr—a

Ve>0 30>0:a—-d<z<a = |f(zr)—bl<e.

Rikneregler

Om lim f(x) och lim g(x) existerar (dndliga) da &r

L lim (f(x) + g(x) = lim f(z) + lim g(x).

2. lim (f(z) — g(z)) = lim f(z) — lim g(z).

r—a r—a r—a

3. lim f(x)g(z) = (gl_rg f(2)) - (lim g(x)).

r—a r—a

S ) .
4. ;15)% o) aljl_I)l’%Lg(!E) om :ll_r)rag(x) # 0.

Riakneregler for oegentliga grinsvirden

Obestamt Ett obestamt uttryck &ar i formen
uttryck
0 o0 0 0 o)
0’ , 00— 00, 0-00, 07, co” eller 1°°.
00

Raknereglerna for gransvidrden giller dven for oegentliga
griansvarden forutsatt att de inte leder till obestdmda ut-
tryck.

Anm. Uttrycket % ar odefinierat, medan 0L+ = +o00 och 0% =

— Q.

Instédngningsprincipen
Om f(x) < g(x) < h(x) och f(x),h(z) — bda x — a, da ar

lim f(x) = lim g(x) = lim A(z).

r—a r—a r—a

Anm. bade a och b kan vara +oo.



Kontinuitet Kontinuerliga elementira funktioner

Kontinuitet i  Funktionen f sdgs vara kontinuerligi z = a Sats Fo6ljande funktioner dr alla kontinuerliga:
en punkt om
1. polynom,
:11:13% f(z) = f(a). 2. rationella funktioner,
3. logaritmfunktionen,
Kontinuitet i  Funktionen f &r kontinuerlig i ett 6ppet in- ) )
ett Oppet tervall (a,b) om f &r kontinuerlig i varje 4. exponentialfunktionen,
intervall punkt i (a,b). 5. potensfunktioner,
6. de trigonometriska funktionerna,
7. de cyklometriska funktionerna, och
8. de hyperboliska funktionerna.

Ho6ger- och viansterkontinuitet
Sats Om f och g dr kontinuerliga i en punkt z = a, da

Funktionen f &r hogerkontinuerlig i x = a om ar foljande funktioner ocksa kontinuerliga i denna
_ punkt
lim f(z) = f(a).
r—a

Funktionen f ar vansterkontinuerlig i x = a om

lim f(z) = f(a).

r—a—

O = W N =
=
~~
\/\H/\_/\_/
Q
~—~
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N—

- f(@)/g(z) om g(a) # 0,
Kontinuitet i  Funktionen f &r kontinuerlig i det slutna in- ¢/f(z) om f(a) > 0 for n jimn.
ett slutet tervallet [a, b] om den dr kontinuerligi (a, ),
intervall och hoger- och véansterkontinuerlig i © = b Sats Om g dr kontinuerlig i x = a och f &r kontinuerlig
respektive x = a. ig(a),da ér fog kontinuerligi x = a, d.v.s.

lim f(g(x)) = f(lim g(z)).

r—a



Satsen om extremvirden

Om en funktion f &r kontinuerlig pa ett slutet och begrénsat
intervall [a,b], sa antar f savél ett storsta som ett minsta
vérde i detta intervall.

Satsen om mellanliggande virden

Om funktionen f &r kontinuerlig pa [a,b] och yg &r ett tal
mellan f(a) och f(b), da finns atminstone ett =z = xg s.a.

f(zo) = yo.

Derivata

Derivatan till en funktion f i en punkt x = a definieras som

) — i S~ (@)

h—0 h

om grinsviardet existerar.

Ho6ger- och vansterderivata

Hogerderivata fi(a) = lim

h—0t h
Viénsterderivata  f’ (a) = hhm fla+ h}z — f(a)
—0—-

Tangentlinje

Normallinje

Tangent och normal

Tangentlinjen till funktionen f i punk-
ten x = a dr en rit linje med lutning f’(a)
och som gar genom punkten (a, f(a))

Normallinjen till funktionen f i punk-
ten r = a &r en rit linje med lutning
—1/f"(a) (vinkelrdt mot tangentlinjen) och
som gar genom punkten (a, f (a)).

Tabell 6ver elementira funktioners derivata

f(z) f'(x)

x" rot !

e’ e’

a” a® loga
log x 1/x
sin cos T
Cos T —sinz
tanx 1+ tanx

) 1
arcsin x W
arccosr  — W
arctanx




Deriveringsregler

Om f och g &r deriverbara i z = a d4 &r
L (f+9)(a)=f'(a)+¢'(a)
2. (f —9)'(a) = f'(a) — g'(a)
3. (f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

4. (f/9)'(a) =

g /
T T
— — e — e
* \9(@/ fg(x))
fog

Kedjeregeln

Om f och g &r deriverbara da &r

(fog)(x)=(fog)(z) g'(x),

eller med en annan formulering

%f(g(x)) = f'(g(x)) - ¢'(2).

Sats (fiofao---ofy)(x)=(flofaofzo---0f)(x)-

Bevis Kedjeregeln och induktion.



Ho6gre ordningars derivata
Om f och g &ar n ggr deriverbara, da ar

f-g)™ = Leibniz regel (uppgift 9.9.9),

l\')H

=~ W

- (f=
-
. (f/9)™ = anvind Leibniz regel pa f -1/g,
- (f

ot

0 g)(™ = Faa di Brunos formel.



Rolles sats Differentialkalkylens medelvirdessats

Antag att Antag att
1. f &r kontinuerlig i det dndliga intervallet [a, b], 1. f &r kontinuerlig i det dndliga intervallet [a, b],
2. f &r deriverbar i det 6ppna intervallet (a,b). 2. f &r deriverbar i det 6ppna intervallet (a,b).
3. fla)= f(b) Da finns ett ¢ € (a,b) sa att
Da finns ett ¢ € (a,b) sa att f(b) — f(a) ,
T b—a f'(c).
filey=0
Y
y AN
f(b)
fa) = f(b)
f(a)
t > T
> T a c b




Monotona funktioner Cauchys medelvirdessats

Funktionen f ségs vara Antag att
vixande om z<y <& f(x) < f(y) 1. f och g dr kontinuerliga i det dndliga intervallet [a, b,
stringt vixande om z < & ) <
s vax Y f(z) <1 () 2. f och g &r deriverbara i det 6ppna intervallet (a,b),
avtagande om z<y < f(z)> f(y)
stringt avtagande om x <y < f(z) > f(y) 3. g # 01 intervallet (a,b).

Da finns ett ¢ € (a,b) s.a.

Monotonicitetssatsen

Antag att f &r deriverbar i intervallet (a,b). Da géller att
1. f/>0i1 & f ar véaxande i (a,b),
f &r strangt vixande i (a,b).

3. f/<0i(a,b

(
2. f/>0i (a, =

( & f dr avtagande i (a, b).

( =

4. f" <01 (a,b f ar stringt avtagande i (a,b).



En-entydiga funktioner

En funktion f &r en-entydig (injektiv) om

T=y & f(z) = f(y).

Y Y
f(y)s
fla) = F0) JJ
f(x) s 4
® * > T * °
x Y x Yy
en-entydig inte en-entydig

Sats  f strdngt monoton = f en-entydig.

Sats f och g en-entydiga = f o g en-entydig.

Inversfunktion

Antag att f dr en en-entydig funktion. Den funktion som
avbildar virdet f(x) tillbaka pa x kallas fér inversfunktionen

till f och betecknas f~1.

Definitionsmangd ¥ Vardemangd

S
T f(z)

f—l
\/

(fo g)_l = gt o f~! (analogi: matrisinvers)

Sats =
g f
/N/\/—\,\/_\
. ) ( ) ( e fog(x)
—1 —1
Jor L o J )
Sats Om f'o f~1(a) # 0 da ar (f_l)/(a) = 7o fl—l(a)



Sats

Sats

Sats

Viardeméangd

Om f &ar en kontinuerlig, monoton funktion
med Dy = (a,b), da &r Vy ett 6ppet intervall med
andpunkter

lim f(z) och lim f(x).

z—a™T x—b—
Om f &ar en kontinuerlig, monoton funktion

med Dy = [a,b], da &r V} ett slutet intervall med
dndpunkter f(a) och f(b).

Dy Dy

Dy =V Vi1 = Dy

Kancellationsidentiteterna

Om f &r en-entydig da ar
1. fof~Y(z)=2 VzeV;
2. f7lof(zx)=2x Va € Dy



Lokalt en-entydiga funktioner

En funktion f ar lokalt en-entydig i punkten £ = a om det
finns en omgivning [ till z = a sa att f|; ar en-entydig.

Y Y

A A

J

i > T : > T
a a

Lokalt en-entydigi x = a Ej lokalt en-entydig iz = a

Sats Om f &ar en kontinuerligt deriverbar funktion i en
omgivning av z = a och f’(a) # 0, da &ar f lokalt
en-entydig i z = a.

Sats Om f &r en kontinuerligt deriverbar funktion som &r
lokalt en-entydig i ett intervall, da &r ar f en-entydig
i intervallet.

Cyklometriska funktioner

y=sinzx (-5 <z<7)
har inversen y = arcsin x.

Darcsin - [_17 1]

Varcsin - [_gv %]
d ) 1
— arcsinx =

dx V1 — 22

y=cosz (0<z<m)
har inversen y = arccos x.

Darccos - [_17 1]
Varccos - [07 7T]
d —1

— arccosx =

dx /1 — 22

Yy
B
t t > L
—1 1
_%_
Yy
7T..
t o—> T
—1 1



y =tanx (—% <z < g) har inversen y = arctan x.

Darctan — (_OO’ OO) arctan © — 1
Varctan — (_%7 % dz 1+ $2
Y
T
z
> T
_r
2
y=cotx (0<xz<m) harinversen y = arccot x.
Darccot = (_007 OO) d -1
— arccotx = 5
Varccot — (07 7T) dx 1+x
Y
7'(' 4

N

Cyklometriska samband

arccos x
. s
arcsin x + arccosxr = —
92 1
x
arcsin x
arccot x
s
arctan x + arccotx = 5
x

arctan x



Vektorrumsbegrepp
Linjirt oberoende
Vektorerna wuq, us, . ..

, W, ar linjart oberoende om

Clu1+...+cnun:0 = 61:"':Cn:O'

Bas

Vektorerna {uq, ...

1. {ul,...

2. V =span{uq,... ,u,}.

,Un} ar en bas till V om

,up} ar linjart oberoende,

Dimension

Dimensionen for ett vektorrum V &r det dndliga antal vek-
torer en bas till V' har.

Linjara ODE med konstanta koefficienter

Homogena ekvationer

ay” +by +cy=0 (%)

Sats Losningarna till (x) bildar ett vektorrum med di-
mension 2 (om a # 0).

Om vi ansétter y = €™ ger (*) den karakteristiska ekvatio-
nen

ar’> +br +c=0.

Om ry och rqy ar rotterna till den karakteristiska ekvationen
da har l6sningsrummet basen

{er1t7 ergt}
{6r1t7t€r1t}

{eFt coswt, ekt sin wt}
dér r1 2 = k £ iw.

r1 # ro bada reella
r1 = 7ro bada reella
r1 # ro komplexa



Inhomogena ekvationer

ay” + by’ +cy = f(z) (1)
Partikuléar- En enstaka 16sning till (1).
16sning
Homogen En 16sning till motsvarande homogena ek-
16sning vation.

Allmén 16sning

Lat y, vara en partikulérlosning till (7). Da bestar 16snings-
méngden till (1) av funktioner i formen

y = yp + (homogen 16sning).

Hur hittar vi en partikulirlésning?

f(x) = Ansitt y =
polynom av grad n " - (polynom av grad n)
(polynom av grad n)e"* " - (polynom av grad n)e"*
(polynom av grad n)e™ cos kx| =™ - (polynom av grad n)
(polynom av grad n)e™ sin kz e cos kx +
xm - (polynom av grad n)
e"* sin kx

dér det naturliga talet m viljs minimalt sa att ingen term i
ansatsen dr en 16sning till den homogena ekvationen.



Lokala extremvarden Satser om lokala extremvirden

En funktion f har en lokal maximipunkt i * = xy om det Sats De lokala extrempunkterna till en funktion f, som
finns en omgivning U till zy dér ar definierad i ett intervall, aterfinns bland féljande
punkter,

f(xg) > f(x) for alla € U och Dy.
1. kritiska punkter (d.v.s. punkter dar derivatan
Om det finns en omgivning V till x; déar ar noll),

Flz1) < f(=) for alla z € V och Dy, 2. punkter dir funktionen inte &r deriverbar,

3. dndpunkter som tillhor intervallet.
sa har f en lokal minimipunkt i ;.

Sats Om funktionen f &r deriverbar

och f/ > 01 en vinsteromgiv-
@\/ ning av x = z¢ och f' < 01

AN AN

/ en hégeromgivning, da har f ett

| .
/ lokalt maximum i x = xg. Lo

Sats Om funktionen f &r deriverbar
och f/ < 01 en vinsteromgiv-

~

\
4

Lokala maximipunkter ning av = 29 och f/ > 0 i Y
T T en hégeromgivning, da har f ett | .
a / lokalt minimum i z = xg. Lo

(eller < 0) i en vinster- och

~

\
4

/ Sats Om funktionen f &r deriverbar
@\? och f'(xg) = 0 samt f' > 0 /r T
' hoégeromgivning av = = xg, da |

Lokala minimipunkter har f en terasspunkt i z = xg. Lo Lo



Storsta och minsta varde

Om en funktion f ar definierad i ett intervall I och ¢ € 1

samt

f(xo) > f(x) for alla x € I,

da sigs f(xg) vara funktionens storsta virde i intervallet 1.
Om z1 € I och

f(x1) < f(x) for alla x € I,

da sigs f(x1) vara funktionens minsta vérde i intervallet 1.

Sats

Sats

Storsta och minsta vérdet av en kontinuerlig funk-
tion f, definierad i ett slutet och begrénsat intervall,
antas i lokala extrempunkter.

Storsta och minsta vérdet av en kontinuerlig funk-
tion f, definierad i ett Oppet intervall, antas an-
tingen i lokala extrempunkter eller sa galler da
r — dndpunkt att

e lim f(x) > lokala extremviarden =
f saknar storsta vérde.

e lim f(x) < lokala extremviarden =
f saknar minsta vérde.

A AN

storsta varde

minsta varde ¢ /

v
~

Andra-derivata-testet

Lat f vara en tva ganger deriverbar funktion.
Om f'(z¢) = 0 och

o f"(xg) >0, daar zy en lokal minimipunkt,
o f"(zg) <0, da érxzy en lokal maximipunkt.

Bevis Att f”(xp) > 0 betyder att f’ dr stréngt viixande
kring x = xg. Alltsa har f’:s graf utseendet

AN

o

Den strdnga monotoniciteten ger att f’ &r nega-
tiv till vanster om xy och positiv till hoger om x.
Enligt tidigare sats far vi att f har ett lokalt mini-
mum i x = xg.

Zo

I fallet f”(z¢) < O resonerar man pa ett liknande
satt.



Linjar approximation
Linjériseringen av f i punkten z = a,
L(z) = f(a) + f'(a)(z — a),
approximerar f med felet
fla) = L(z) + 3 f"(€)(z — a)?,

dar £ ligger mellan a och .

Taylors formel

Taylorpolynomet till den n ggr. deriverbara funktionen f,

P, 1(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + %(m —a)? -
f(n—l)(a) .
L

approximerar f med felet

Fm ()

fl@) = Pacal@) +—

(:C o a)n7
dar & ligger mellan a och x. Uttrycket

(n)
IO gy

n!

R, ()

kallas for Lagranges restterm.

Y

AN

Y= ag + a1h + ash? + ash?®

restterm {

330+h I



Stort Ordo

Uttrycket

f(x) =0(g(x))

betyder att det finns en konstant C' > 0 sa att

f(z)| < Clg()|

da x — a,

lyl < Clg(z)]

Grafen till f inskrénkt till omgivningen av a ligger helt inom
det graa omradet.

for alla x i en punkterad omgivning av a.

Riakneregler for Ordo

Foljande rakneregler géller da x — 0
o z" =0O(z"),
e O(z™)+0(z™) = O(z™"™)
e O(z™)-O(x™) = O(x™*™).
Obs! O(x3) = O(2?) men O(z?) # O(a3).

dar m A n = min{m, n},

Taylorpolynomens entydighetssats

f(x) = Qu(x) + Oz — a)" ™!

dir @, ar ett polynom av grad hogst n. Da ar @, Taylor-
polynomet av grad n till f i punkten x = a.

da x — a,



I’Hopitals regel 0/0

Om f och g &r definierade i en punkterad omgivning av x =
a, och

e f och g dr deriverbara med ¢’ # 0 i omgivningen av a,
e f(z),9(x) —» 0daz — a.

Da géller att

om gransvirdet i hogerledet existerar eller dr +oo.

Anm. Regeln géller dven for a = +00 och ensidiga gransvérden.

! !
Obs! Grénsvérdet i hogerledet ar f—, och inte <z) .
g g

I’Hopitals regel oo /oo

Om f och g &r definierade i en punkterad omgivning av x =
a, och

e f och g ar deriverbara med ¢’ # 0 i omgivningen av a,
o f(z),9(x) = oo da x — a.

Da géller att

om gransvirdet i hogerledet existerar eller dr 4oo.

Anm. Regeln géller dven for a = +00 och ensidiga gransvérden.



Taylors formel

Taylorpolynomet P,,_i(z) till den n ggr deriverbara funk-
tionen f i punkten x = a, approximerar f med felet

f@) = Py + [ B2

R FM(t) dt.

Uttrycket

Ro(x) = / m%ﬂ%) dt

kallas for Cauchys restterm.

Maclaurinutvecklingar

2 n

@ et T nt1
€ —1+1!+2!+ +n!+0(x )

.CC2 x4 :CZTL 9

=1 — — - — ... _1\" n—+2

cosT =1 21 + Al +( 1) (2n)| ‘f—O(CE )

3 b p2n+1 ,
] - r - — - ... _1\? n+3
sine - =ws gty e ) g gy T O

Q ala—1 ala—1) - (a—n4+1
(1+$)a =1+—x+gx2++ ( ) ( )xn+0($n+1)

1! 2! n!

3 5 2n+1
arctanx :x—%+%_...+(_1)n2xn+1_|_O(I2n+3)
log(l+z)=a— 5+ — - +(-1) + Ozt



Summasymbolen Areaberikning

Zf(i):f(m)+f(m+1)—|----—|—f(n—1)—|—f(n) Problem
m m _|_ 1 n _ 1 n & Bestdm arean under kurvan y = f(x) mellan z = a och = = b.
Yy
Rékneregler > (a; +b;) = > a; + > b; = (o)
Yca; =c¢d ay

Summaformler

= Area

1 —n
k=0 .
n—1 b

™
[
=
3
™1
=
IS}

k=0
n—1 v
—1D(n -2 Losning
IR (e LB
k=0
. Dela upp intervallet [a, b] i n delintervall [x;, z;+1] med lika
- —1)(n—-2)(n—-3 i
k=0
n—1 > X
k ot =1 To=a T To Tp—1 b=z,
x = T omz #1
x [—
k=0

I varje delintervall [z;,x;11] approximerar vi arean inom



delintervallet med en rektangel med héjd f(z;).

P Z@/ = f(x)

a T; b

Varje rektangel har arean
Ai = basen - hO_]deIl = (377;4_1 — xl) . f(xl)

Den totala arean approximeras av den sammanlagda arean
av alla rektanglar,

n—1 n—1
A~ Z A; = Z(flfiﬂ — ) f(x4).
=0 1=0

Om vi later var indelning av intervallet [a, b] bli finare, d.v.s.
okar n, sa borde vi fa en béattre approximation av den totala
arean. I grénsfallet n — oo borde vi ha likhet

n—1
A= lim Z A;.
1=0

Partition

Lat P = {x;}", vara en punktfoljd i intervallet [a, b] sadan
atta=zrog <1 <220< - <2Xpp_1<Tp =0.

En sadan punktfoljd kallas for en partition av interval-
let [a, b].

Finhet En partitions finhet ir det storsta avstandet
mellan tva nérliggande punkter i partitio-
nen, och betecknas

HP” = O<Ip§ai<_1{$i+1 — l’z'}

Integralens definition

I ett delintervall [x;,z;+1], som ges av en partition P, antar
den kontinuerliga funktionen f ett storsta varde M; och ett
minsta varde m;.

M;




Arean A; under f:s graf i delintervallet uppfyller olikheten

Z; Ti+1 Xy Ti+1 Z; Ti+1

< Mi(Tig1 — x;).

Denna olikhet giller alla delintervall, och om vi summerar
ihop areorna i vénsterledet respektive hogerledet sa far vi

mi(xip1 — ;) < A;

n—1
undersumma = L(f, P) = Z mi(Tip1 — T4),
i=0

n—1
oversumma = U(f, P) = Z Mi(xip1 — ;).
i=0

Y Y Y

A AN A

Sats Om P och P’ dr tva partitioner, da ar
L(f,P) < U(f,P"),

d.v.s. en Oversumma ar alltid storre an en under-
summa.

Definition
Antag att det finns exakt ett tal I, s.a.
L(f,P)<I<U(f,P)

for alla partitioner P.

Da sdger vi att f &r integrabel pa intervallet [a, b], och ta-
let I kallas for den bestdmda integralen av f 6ver [a,b] och
betecknas

I:/abf(x)dx.

Sats Antag att f &r en kontinuerlig funktion pa interval-
let [a,b]. Da giller att

b
lim L(f,P)= lim U(f,P):/ f(x) dx.

1P]|—0 I1P]l—0



Riemannsumma

Om P = {x;}!) #r en partition av intervallet [a,b] och ¢ =
{e;}77) &r en punktfoljd s.a. varje delintervall i partitionen
innehaller exakt ett c;.

. Ci Ci+1 . Ci—|-2.
; Tit1 Tit2 Tit3
Da kallas
n—1
R(f,P,c) = Z flei)(@iv1 — @)
i=0

for en Riemannsumma till f.
Eftersom m; < f(¢;) < M;, sa &r alltid

L(f,P) < R(f, P,c) <U(f, P),

och

b
lim R(f,P,c):/ f(z)dx.

[ Bt

(Bevis: Insténgningsprincipen.)



Egenskaper hos integraler

Antag att a < b < c och att A, B ar konstanter.
Da giller att

b a
/ = — / (teckenkonvention)
a b

/ (Af + Bg) = / f+B / (linjdritet)

[
c b c
o / = / + / (additivitet)
a a b
e f<g = /f < /g (monotonicitet)
o | / f| < / |f] (triangelolikheten)
Sats fudda = f(x)dz = 0.

—a

Sats f jamn = f ) dx = 2/ f(x

Integralkalkylens medelvirdessats

Om f &r kontinuerlig i [a, b], da finns ett £ € (a,b) s.a

/ ' fla)de = £(© / i

Medelvarde

Om f #r integrabel pa [a,b], di definieras medelvirdet f

som
1 b
7 a/ f(x)dx

f=

Hérledning

Om vi delar in intervallet [a,b] i n st lika stora delintervall
och tar ett funktionsvirde f(c¢;) fran varje delintervall. Da
har funktionsvirdena medelvérdet

5 s = e 120)

1=0

n—1

1
Z f(¢i) Az; = {Riemannsumma}
a
=0

:b_

nooo 1 f°
e RO




Integralkalkylens huvudsats

Antag att f dr kontinuerlig pa intervallet [a, b]. Definiera en
primitiv funktion A(z) till f som

A(z) = / " F)dt.

Da giller att

Bevis

Additiviteten ger att

Alz+h) - A(z) = [ r@)dt

xT

Med integralkalkylens medelvérdessats har vi att

x+h
A(x+h) — A(z) = / f(t)dt = {medelvirdessatsen}

z+h
= f(on) / dz = f(Eon) -

dir x < & n < + h. Ommoblering ger

Az +h) — Az)
h

= f(gac,h)

Later vi h — 0 fas

lim A(x + h) — A(z)
h—0 h

_ }lbir%f(fx,h) = {f &r kontinuerlig}
— f(flbl—% fx,h) = f(z).

Detta visar att A’(x) existerar och att

Primitiv funktion

En funktion F' kallas for en primitiv funktion till funktio-
nen f pa intervallet [a,b] om F' &r deriverbar och

Fl(z) = f(x)

(Tag vénster- och hogerderivata i respektive &ndpunkt.)

for alla z € [a, b].

Sats Om f dr kontinuerlig pa intervallet [a,b] och F' &r
en primitiv funktion till f, da ar

b

b
/a f(z)dz = [F(x)} — F(b) — Fl(a).

a



Tabell 6ver primitiva funktioner

I tabellen nedan betyder F' en primitiv funktion till f och
G en primitiv funktion till g.

Funktion En primitiv funktion
xn—l—l
x" omn # —1
n—+1 7
- log |z|
x
a

af(z)+bg(z) akF(z)+bG(x)

Styckvis kontinuerlig

Om f ar definierad och kontinuerlig i intervallet [a,b] utom
mojligtvis i ett dndligt antal punkter, da kallas f for styckvis
kontinuerlig.

\
4




Tabell 6ver primitiva funktioner

Funktion En primitiv funktion
;tn_F1
x" omn # —1
n—+1
1
- log ||
x
ax
eax €
a
: 1
sin ax ——cosaxr
a
L,
cos ax —sinax
a
1 :
—_ arcsin
V1— 22
1
3 arctanx
142

Variabelsubstitution

Antag att u = wu(zx) & deriverbar pa [a,b] och att f &r
kontinuerlig i u:s virdeméangd. Da &r

u(b)

[ s = [ s

u(a)

Areaberikning

Arean under kurvan y = f(x), 6ver kurvan y = g(z) och
mellan x = a och z = b ar

Yy Yy Yy
AV AV
i — T , > L — — T
a b a b

a b
Area _ / " f@ydr / ' o) de
-/ (@)~ g(a) de

Partiell integration

Om u &r kontinuerlig och v &r kontinuerligt deriverbar, da

géaller att
/u-vdac:U-v—/U-v'dx,

dar U ar en primitiv funktion till u.



Inverssubstitution

Antag att z = g(u) ar deriverbar och stringt monoton
pa [, 8] och att f dr kontinuerlig pa [a, b]. Da &r

f(x)de = {z = g(u); dr = g'(u) du}

a

dar

Trigonometriska substitutioner

Integral Substitution

!/Rhﬂﬁj;i@dx
/R(\/m,x) da
/Rmﬁffﬁwym =2

T =a sinf

dar R ar en rationell funktion.

Partialbrakuppdelning

Betrakta det rationella uttrycket
P(z)

(z —aq)m™ - (= ay)™i(2? + Prx + )™ - (22 + Bja + ;)"

dar téljarens grad dr mindre &n ndmnarens grad.
Detta rationella uttryck kan skrivas som en summa av
termer med utseendet:

e Till varje faktor av typen (z — )™ svarar termerna

Ay Ag Am

G- @ma T e a)

e Till varje faktor av typen (22— Bz +~)" svarar termerna

B,x+ C,

Bliﬁ + Cl
T )t

(22 + B + )"




Handpalidggning

Om namnaren till ett rationellt uttryck bestar av enkla fak-
torer, da har partialbrakuppdelningen utseendet

1 Al An

(x—a1) - (z—ap) ::L'—ozl—i_'”—i_

T — oy

Koefficienten A; kan da bestdmmas genom att tdcka over
den faktor som svarar mot A; i vansterledet och ersatta =
med a1,

1
w (01 —ag) -+ (o1 —ap)

Pa samma sédtt kan vi bestdmma de andra koefficienterna,

A =

Rationella integrander

Integralen av en rationell funktion kan skrivas i formen

[ o

dér P och @) ar polynom.

Arbetsgang

1. Om grad P > grad @ kan vi med polynomdivision
forenkla integranden till

P(z)
Q(z)
dar grad P, < grad Q).

= Pi(x) +

2. Faktorisera namnarpolynomet Q(z),

Qz) = (x —ay)™ -
(@ = Bz y)™ -

(=)™
(2% = B+ )™

3. Partialbrakuppdela uttrycket Py (z)/Q(x). Detta redu-
cerar problemet till en summa av integraler av typen

A Bx +C
—d h d
/<x—a>m vooe /($2+ﬁx+v)” !




Talfoljder
En talfoljd &r en uppriakning av tal, t.ex.
{0,1,1,0,4,3, —m,10%,5, ...},
dér punkterna pa slutet betyder att talféljden fortséatter.
Indexering

For att entydigt bestdmma foljden brukar man forse varje
tal i foljden med ett index,

och sedan ange en formel som fér varje index k£ ger motsva-
rande tal i foljden.

EXEMPEL Om aj = k% + 1, da &r talféljden
{2,5,10,17,26,37,... }.

Nagra begrepp
En talfoljd {a,} kallas for

begrinsad om |a,| < K for alla n.
positiv om a, > 0 for alla n.
negativ om a, < 0 for alla n.
alternerande om varannan term &r positiv och
varannan term ar negativ.
vaxande om Q11 > a, for alla n
(dvs. a; <as<az<---).
avtagande om an11 < a, for alla n

(dwv.s.a; >as >ag>---).

Gransviarde

Talfoljden {a,, } konvergerar mot talet a, om oavsett hur litet
vi véljer € > 0 sa finns alltid ett index N = N(¢e) sa att

lap, —al <e  Vn>N.




Réakneregler

Om talfoljderna {a,} och {b,} konvergerar, da ar
1. lim (a,, + b,) = lima,, + limb,,,
2. lim (a,, — by,) = lima,, — lim b,,,
3. lim (apby,) = (lim an) (lim bn),

a, lima,
4. lim — =
M, T Timb,

om limb,, # 0,

5. Om a,, <b,, da ar lima, <limb,.

Sats Om talfoljden {a,} &r vixande och begrinsad, da
ar {a,} konvergent.

En hierarki

Beteckning: a, < b, om lim Z—n =0.

Om a > 1, da galler att

n" >nl>a" >n*>logn > 1.



Serier

Vi definierar

00 N

g a, = lim g Ay, -
N—oo

n=1 n=1

Om grénsviardet i hogerledet existerar sédgs serien i
vansterledet konvergera, och med grinsvirdet som summa.

Rikneregler
Om > a, och > b, ar konvergenta, da &r
L. > (an £by) =D an £ by,
2. Y cap =c¢) ay.

Majorantprincipen

Om 0 < q,, <b,, for stora n. Da ar

e > b, konvergent = > a, konvergent.

e > a, divergent = > b, divergent.

Sats ) a, konvergent = a, — 0.

Jamforelseprincipen

Om ) a,, och > b, dr positiva serier,

. a O ..
o l1mb—n < oo och Y b, <o0,daér ) a, < oo.
n

o limZ—n > 0 och > b, =00, da &r > a, = .

n
Nagra speciella serie

Geometrisk serie

¢ om |z| <1,

oo
Z a,xn_l — 1—=x
ot om |x| > 1.

divergent

p-serier

i 1 ) konvergent om p > 1,
= n divergent om p < 1.

Specialfallet p = 1 kallas fér den harmoniska serien.



Jamforelse med integral

Lat f vara en avtagande och positiv funktion. Summan
Y Fk) =)+ F2)++ f(n)
k=1

kan tolkas som arean av staplarna nedan.
Y

AN

Denna area &r nagot storre &n arean under grafen fran x = 1
till z =n + 1.

Y

AN

/ " @) da

f t "> x
1 n+1
Om vi betraktar skillnaden mellan summan och integralen
far vi arean

Y

AN

Dessa areasnuttar kan vi parallellférflytta sa att de ryms i
en stapel med héjden f(1) — f(n).

Alltsa ar

Cauchys integralkriterium
Om f &r positiv och avtagande for x > 1, da &r

Zf(k)<oo &

k=1

/Ooof(x)dx < o0.



Absolutkonvergens
En serie ) a,, sigs vara absolutkonvergent om serien » _ |a,,|

konvergerar.

> a, absolutkonvergent = > a, konvergent

Sats

Betingad konvergens

Om serien ) a,, ir konvergent men inte absolutkonvergent,

da ségs serien vara betingat konvergent.

Sats  (Leibniz test)

vergerar mot 0, da ar serien » (—1)"a,, konvergent

Bevis (Utan ord)

lmﬂmm

N

y
~N

N
@)

~

o
o1
@QQ
&
&

S
@Q
&

Om {a,} ar en positiv avtagande talfoljd som kon-

Potensserier

En serie med formen
O
E an(x —c)"
n=0

kallas for en potensserie i x med mittpunkt i x = c.

Talen {a, } kallas for potensseriens koefficienter.
De punkter x dér potensserien () konvergerar kallas for

konvergensomradet.

Sats En potensseries konvergensomrade har ett av

foljande utseenden
1. en punkt z = c,
2. ett intervall mellan ¢ — R och ¢+ R,

3. alla reella tal.

Talet R kallas for konvergensradien till serien.
(Om fall 1 intréffar svarar det mot R = 0.
Om fall 3 intréffar svarar det mot R = o0.)

d’Alemberts kvotformel

Konvergensradien ges av formeln
1 . Gn41
im

— -

n—oo Ay

om gréinsvardet existerar.



Réakneregler

Om > anz™ och ) b,a™ dr tva potensserier med konver-
gensradier R, respektive Ry, da géller att

e > (cay)z™ =c) apz™,

e > (an +bp)x" => az” + > bya™,
for || < min{R,, Rp}.

for |z] < R,

Derivering och integration av potensserier

Om potensserien ) a,z" har konvergensradien R, da giller
att

d & = d
° %Zanxnzzg(an:c”)

o /Oa(ganx”) dr = i(/oa ap " da:) for |a| < R.

n=0

for |x| < R,

Abels kontinuitetssats

Om R > 0, da géller foljande,

O O O
e lim g anr" = g ( lim ana:”) = g a,R",
r— R~ rx— R~
n=0 n=0 n=0

[e.@] oo o
e lim g apx” = g < lim anazn> = g an(—R)"
r——R*T r——RT

n=

om respektive serie i hogerledet konvergerar.



Griansvardesdefinitionen

lim f(z) = A definieras som

Ve>0 36>0 : 0<|z—a|<d = |f(z)—A|<e.

(Se vidare teoristencilerna till lektion 1.)

Kontinuitet

Funktionen f &r kontinuerlig i punkten = a om

lim f(z) = f(a).

rT—a

Funktionen ar kontinuerlig i ett intervall om den &r konti-

nuerlig i varje punkt i intervallet.

(Se vidare teoristencilerna till lektion 2.)

Likformig kontinuitet
Funktionen f ar likformigt kontinuerlig i intervallet I om

Ve>0 40 >0 : Va e I giller att
O<l|z—al<éd = |f(x)—Al<e.

Skillnaden fran det vanliga kravet, lim f(z) = f(a), &r att
vi nu krédver att 6 kan véljas oberoende av a.

Sats Om f dr kontinuerlig i det slutna intervallet [a, b],
da ar f likformigt kontinuerlig pa samma intervall.

Anm. Likformig kontinuitet behovs bl.a. for att visa att alla
kontinuerliga funktioner dr Riemannintegrabla.

Nu ar
det slut!
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