Lektion 8, Envariabelanalys den 2 november 1999

4.2.6 Bestim om funktionen f(z) = x? — 1, definierad i intervallet (2,3), har nagra
lokala eller globala extremvérden, och finn i sadant fall dessa.

Ett lokalt extremviirde kan antas i nagon av foljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dar funktionen inte ar deriverbar,
3. &ndpunkter som tillh¢r intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Kritiska punkter &r de punkter dir derivatan &r noll,
fllx)y=22=0 & z=0.
Eftersom x = 0 inte tillhor definitionsméngden finns inga kritiska punkter.

2. Derivatan f’ ér definierad i hela intervallet (2, 3), och dérfor finns inga punk-
ter dar f inte dr deriverbar.

3. Andpunkterna 2 och 3 tillhér inte intervallet.

Alltsa finns inga punkter dar ett eventuellt lokalt extremvirde skulle kunna antas.
Lokala extremvirden saknas!

Eftersom det inte finns nagra lokala extremvirden finns heller inga globala
extremvarden.

4.2.14 Bestdm om funktionen f(x) = |2? — x — 2|, definierad i intervallet [—3, 3], har
nagra lokala eller globala extremvérde, och bestdm dessa.

De punkter som #r aktuella som lokala eller globala extrempunkter &r

1. kritiska punkter,
2. punkter dér funktionen inte ar deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.
1. Vi har att
f(z) =sgn(z? —2 —2)- 2z — 1).

Den forsta faktorn #r aldrig noll, medan den andra faktorn &r noll i z = 1/2.
Derivatan é&r noll i z = 1/2.

2. Beloppsfunktionen ér deriverbar 6verallt utom i punkter dar dess argument
ar noll, d.v.s. utom i punkter dar

-2 —-2=0 & r=—-1 eller z=2.
3. Andpunkterna x = —3 och = = 3 tillhor intervallet.
De punkter som ar kandidater till att vara extrempunkter &ar alltsa

-3, =1, 1/2, 2 och 3.

For att bestdmma om dessa punkter &r lokala max-, min- eller terasspunkter
undersoker vi hur derivatans tecken varierar i intervallet.

r= -3 -1 1/2 2 3
sgn(z? —z—-2) + + - — - + +
22 -1 - — - - 0 + + + +

fl(xz) - - + 0 - + +

flx) 100N 0 94N 0 / 4

Ur tabellen kan vi avlasa svaren.

Lokalt min: 0 iz=-1ochax=2.
Lokalt max: 9/4 iz=1/2,
4 ix=3,
10 ix=-3.
Globalt min: 0 ixz=-1ochx=2.

Globalt max: 10 ixz=-3.
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16z —z? for 0<z <4,
- |

—6x —x? for —6<z<0.

Bestam storsta och minsta virdet av f pa intervallet —6 < x < 4.

Eftersom intervallet dr slutet och funktionen &r kontinuerlig har funktionen f ett
storsta och minsta vérde, och dessa dr dessutom lokala extremvirden.
Ett lokalt extremvérde kan antas i nagon av foljande punkter:

1. kritiska punkter,
2. punkter dir funktionen inte &r definierad,
3. andpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.
1. Derivatan av f &r

, 16 -2z for O0<xz <4,
f(z) =
—6—2x for —6<z<0.

Uttrycket 16 — 2z &r noll da « = 8, som ligger utanfor intervallet (0,4).
Uttrycket —6 — 2z dr noll da x = —3.
Alltsa ar x = —3 en kritisk punkt.

2. Funktionen f ges av polynomuttryck varfér f &dr deriverbar i de 6ppna del-
intervallen. I fogen x = 0 mellan uttrycken har vi att

FL0) = lim f(x) = Tim (=6 —22) = 6,

r—0~

fi(0) = lim f(z) = lim (16 —2x) = 16.

z—0+ z—0+
Eftersom f (0) # f'(0) &r f inte deriverbar i x = 0.
3. Andpunkterna &r —6 och 4.

For att bestdmma om dessa punkter dr lokala max-, min- eller terasspunkter
undersoker vi hur derivatans tecken varierar i intervallen.

f(x) 0 /! 9 \ 0 48

Ur tabellen kan vi avlisa svaret.
Storsta virde: 48 ix =4,

Minsta vérde: 0 ix=-—6ochx=0.

4.2.26 Bestdm och Klassificera alla lokala extremviérden till f(z) = %7 . Bestdm om
nagot av dessa extremviarden dr globalt. Skissera grafen till funktionen f.

Ett lokalt extremvérde kan antas i nagon av féljande punkter:
1. kritisk punkter,
2. punkter dér funktionen inte ar deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att

1— a2

—_— = =+1.
(1+22)2 v

=0 &

f'(z)

2. Derivatan f’ dr definierad 6verallt.
3. Eftersom f dr definierad pa hela tallinjen saknas #ndliga &ndpunkter.

De enda mojliga kandidaterna &r x = —1 och x = +1.
For att klassificera dessa punkter undersoker vi hur derivatans tecken varierar
i intervallet.

T = -1 +1
1-22 - 0 4+ 0 -
e o+ + +

flx) - 0 + 0 -

fle) N —12 7 12 N\



Ur tabellen kan vi avlisa att

lokalt min: — i punkten z = —1,

1
2
lokalt max: % i punkten z = +1.
For att kunna avgora om dessa punkter dven ir globala extrempunkter maste vi

undersoka gréansvirdena

A )= i e =0
zErPoof(x) - zErPoo 2 +1 -
Vi ser ddrmed att
globalt min: —% i punkten z = —1,
globalt max: % i punkten z = +1.

Vi ritar in extrempunkterna och att funktionen gar mot 0 da z — +oo.

Y

Vi vet fran teckenstudiet av f’ att f &r avtagande for z < —1, viixande for —1 <
x < 1 och avtagande for 1 < z. Det dr dérfor bara att fylla i mellanrummen ovan.

En viktig detalj att notera &r att funktionen &r udda (f(—z) = —f(z)) och
déarfor anti-symmetrisk kring y-axeln.

4.2.30 Bestdm och klassificera alla lokala extremvérden till f(z) = x 4 sinz. Bestdm
om nagot av dessa extremvérden &r globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremvirde kan antas i nagon av foljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dér funktionen inte ar deriverbar,
3. andpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.
1. Vi har att

f(x)=1+cosz =0 & = (2n+1)r for alla heltal n.

2. Derivatan f’ éar definierad 6verallt.
3. Andliga #indpunkter saknas.
Eftersom cosz > —1 for alla  # (2n + 1) dr
f(z)>0  forallaxz# (2n+ 1),
och punkterna {(2n + 1)7} &r terasspunkter.

lokalt min:  saknas

lokalt max: saknas

Eftersom det saknas lokala extremvérden och definitionsméngden ér obegriansad,
sa saknas globala extremvérden.

globalt min:  saknas

globalt max: saknas
Eftersom sinus-funktionen &r 2m-periodisk &r
flx+27) =2z + 27 +sin(x + 27) = + 27 + sinx = f(z) + 27.

Detta samband betyder att grafen till f har exakt samma utseende pa interval-
len ((2n — 1), (2n + 1)7) men olika hojd.



Funktionen &r vixande och har terasspunkter i {(2n + 1)x}. 2. Derivatan f’ &r definierad 6verallt.

Y 3. Andliga #ndpunkter saknas.

Vi bestammer punkternas karaktéir genom att studera derivatans tecken i olika
intervall. Vi tar ocksa med grinsvirdena da x — +oo eftersom dessa behdvs nér
vi ska bestdmma globala extremviérden.

r= —00 —1 +1 o0
T 22 -1 + 0 - 0 +
41 + o+ + o+ 4+
1 (x) + 0 - 0 +

flx) —oo /1427 N\, 1-2% 00

Ur tabellen kan vi avlisa extrempunkterna och deras typ.

Lokalt min: 1—7% ipunkten z =1
Lokalt max: 5 —1 1ipunkten z = —1.
Globalt min:  saknas.

Globalt max: saknas.

Vi ritar in extrempunkterna. Eftersom vi vet funktionens lokala beteende kring

- ) B . dessa punkter och dess beteende da x — +oo far vi figuren
4.2.32 Bestdm och klassificera alla lokala extremvérden till f(z) = z — 2arctanz.

Bestdm om nagot av dessa extremvirden &r globalt. Skissera grafen till funktionen. Yy

Ett lokalt extremvérde kan antas i nagon av foljande punkter:

1. kritiska punkter,
Sedan aterstar bara att fylla i mellanrummen dér funktionen &r monoton. Funk-

2. punkter dir funktionen inte dr deriverbar, tionen ir dessutom udda.

3. dndpunkter som tillhor intervallet. Y
Vi undersoker dessa fall. T
+ > T
1. Vi har att
2 21
fllxy=1- =7 =0 & x==+1.



4.2.36 Bestdm och klassificera alla lokala extremvérden till f(x) = 2%e~*". Bestdm
om nagot av dessa extremvérden &r globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremvirde kan antas i nagon av féljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dir funktionen inte &r deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att
f(z) =2z e 422 (—29U)e_“”2 =2z(1— 1‘2)6_‘"”2 =0
& =0 eller ==l
2. Derivatan f’ &r definierad 6verallt.
3. Andliga @indpunkter saknas.

Vi bestdammer punkternas karaktér genom att studera derivatans tecken i olika
intervall.

r= —o0 -1 0 +1 00
2z — — — 0 + + +
1—22 - 0 + + + 0 -
e + 0+ o+ o+ o+ o+ 4+
f(z) + 0 — 0 + 0 —
flx) 0 Jooeh N 0 et N 0
Ur tabellen kan vi avldsa extrempunkterna och deras typ.
Lokalt min: 0 1ipunkten z = 0.
Lokalt max: e~ ! i punkterna z = —1och z = 1.
Globalt min: 0 ipunkten z = 0.

Globalt max: e~ ! i punkterna z = —1 och z = 1.

Vi ritar in extrempunkterna. Eftersom vi vet funktionens lokala beteende kring
dessa punkter och dess beteende da © — +oo far vi figuren

Y

‘ + > X

Sedan aterstar bara att fylla i mellanrummen dér funktionen &r monoton. Funk-
tionen &r dessutom jamn, d.v.s. symmetrisk kring y-axeln.

Y

4.2.42 Bestiim och klassificera alla lokala extremvirden till f(z) = (z—1)%/%—(241)%3.
Bestdm om nagot av dessa extremviarden ar globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremvirde kan antas i nagon av foljande punkter:

1. kritiska punkter,

2. punkter dar funktionen inte &r deriverbar,

3. andpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att

fla)y=2@-1)"3 - 2@+1)"3 =0
& (z—1)"Y3 = (z+1)71/3, (%)

3

Eftersom funktionen x — x~/3 dr monoton kan inte (*) ha nagon losning.



2. Funktionen z — z2/3 &r deriverbar utom i = 0. Darfor #r funktionen f
deriverbar utom i x = —1 och z = 1.

3. Andliga #ndpunkter saknas.

Precis som tidigare ska vi nu gora en tabell 6ver derivatans tecken. Vi far dock
lite problem med grénsvirdena lim,_, 1 f(x) som kriver en liten extra insats
for att bestdmmas.

Det ena gransvirdet som vi ska berdkna &r
lim [(x 1) _(z+ 1)2/3]

Tr— 00

Eftersom termerna i differensen har exponent 2/3 #r det ingen mening att
anvéanda det vanliga tricket med konjugatforlingning; vi skulle bara fa en dif-
ferens mellan termer med exponent 4/3. Istéllet anvéinder vi formeln

a3 _ b3

a? + ab+ b2
for att fa bort tredjedelen fran exponenterna. Vi far att griansvérdet blir

(o= 17— (@ +1)?

a® — b = (a—b)(a® + ab+ b?) & a—b=

I
vmoo (z — )3 (z — 1)23(z + 1)2/3 + (z + 1)3/3
i —4x
= lim
= (= )T (- DT DT ()
-4 1 )
R oo Rl A
Pa samma sitt fas att
lim f(z)=0.
Tabellen 6ver derivatans tecken blir
r= —00 -1 +1 00
/') - - ¥

fl@y 0 2N =228 )
Ur tabellen kan vi avlidsa extrempunkterna och deras karaktér.
Lokalt min: —22/3  { punkten z = 1.
Lokalt max:  +22/3 i punkten z = —1.
Globalt min: —22/3 i punkten z = 1.
Globalt max: +22/3 i punkten z = —1.

Funktionen z + x/3 har en neratvind spets i © = 0. Dérfor har f(z) ”spetsar”
vid x = —1 och z = 1.

Det aterstar bara att fylla i mellanrummen dér funktionen #r monoton. Funktio-
nen ar ocksa udda.

4.2.44 Bestdm och klassificera alla lokala extremviirden till f(z) = z — /3. Bestdm
om nagot av dessa extremvérden &r globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremviirde kan antas i nagon av foljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dér funktionen inte ar deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att

I
wl-l—
sk

fle)y=1-12723=0 & x



2. Derivatan f’ ér odefinierad i z = 0.

3. Andliga #ndpunkter saknas.

For att bestdimma gransvirdena lim, 4. f(z) anvénder vi samma algebraiska
trick som i uppgift 4.2.42.

3

. ] r
S ) = B
1— 1
= lim z- lim ’ = +oo.

r—Fo0 z—+oo 1 + xr—2/3 + r—4/3

Vi bestammer punkternas karaktir genom att studera derivatans tecken i olika
intervall.

_ 1 1

z= —00 v 0 3 -
1 (x) + 0 - -0 - 0 +
fl@) -0 /P22 N 0 N\ 3% /S

Ur tabellen kan vi avldsa extrempunkterna och deras typ.

e 2 — 1
Lokalt min: 55 | punkten x = 53
_ 1

Lokalt max: +% i punkten z = 33

Globalt min: —% i punkten x = EVEE

Globalt max: + i punkten z =

_2_ 1

3V3 3v3°

Vi ritar in extrempunkterna. Eftersom vi vet funktionens lokala beteende kring
dessa punkter och dess beteende da x — Foo far vi figuren

Y

A~

Sedan aterstar bara att fylla i mellanrummen. I punkten z = 0 har funktionen
en lodrit tangent. Dessutom &r funktionen udda.

Y

A~

4.3.26 Klassificera de kritiska punkterna till

f(m):er;

genom att anvinda andraderivatan.

De kritiska punkterna ges av

8
f’(x)El—on & x=2.

24
Vi har att f"(z) = = > 0 for alla z, varfér © = 2 ér en lokal minimipunkt.
x



4.3.28 Klassificera de kritiska punkterna till

x
flx) = o
genom att anvinda andraderivatan.
De kritiska punkterna ges av
1-27 —x-2%log2  1—xzlog2 1
"(z) = = =0 & =
F(@) 92z 9z T og2

Vi har

Fi) = = log2 - 2% — (12—211' log?2) - 2% log 2

log 2
" _
f (2)__21/10g2 <0

vilket betyder att x = 2 &r en lokal maximipunkt.

4.3.32 Klassificera de kritiska punkterna till
fla) = (2 — 4)?

genom att anvinda andraderivatan.

De kritiska punkterna ges av
fl(x)=2(2*—4)-22=0 = r=-2, =0 eller z=2.
Vi har att f”(z) = 1222 — 16 varfor

f(=2)=24-16=8>0 = lokal minimipunkt,
f7(0) =-16<0 = lokal maximipunkt,
f'(+2)=24—-16=8>0 = lokal minimipunkt.
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