Lektion 6, Envariabelanalys den 14 oktober 1999

Lat f vara en kontinuerligt deriverbar funk-
tion vars graf &r atergiven i figuren till hoger. Y

Besvara foljande fragor
1.
2
3.
4. Vilka grenar finns det till f~'?

. I vilka punkter har f en lokal invers?
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Har f en invers?

Vilka dr intervallen dér f &r en-entydig?

Ség att vi tar en punkt y = b, i f:s virdeméngd, som i figuren nedan.
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I f:s definitionsméngd finns nu tre punkter x1, 2 och x5 som alla har funk-
tionsvérdet b,

f(x1) = f(x2) = f(xs) =b.

For att en invers ska finnas maste det rada ett 1:1 forhallande mellan punkter
i definitionsméngden och virdeméngden. Till varje y-virde i virdeméngden
ska det finnas exakt ett x-véirde i definitionsméngden. Med andra ord krévs
det att funktionen &r en-entydig. For var funktion rader inget sadant 1:1
forhallande, varfor f inte har en invers.

2. Lat oss krympa f:s definitionsméngd till en liten omgivning av x = xs.

T

T
Z2

I denna omgivning rader ett 1:1 forhallande mellan punkter i defini-
tionsméangden och virdeméngden. Vi séger att f &r lokalt en-entydig i punk-
ten £ = x5 och att den déar har en lokal invers.

Det &r inte i alla punkter vi kan fa funktionen lokalt en-entydig. Betrakta
t.ex. punkten z = 4.
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Hur liten vi &n véljer omgivningen till x = x4 kommer det alltid att finnas tva
punkter pa varsin sida om x4 med samma funktionsvérde. I punkten = = x4
dr alltsa f inte lokalt en-entydig och har ingen lokal invers dér. Den andra
undantagspunkten ir x = x5, dar det rader motsvarande situation.

Funktionen f har en lokal invers i alla punkter utom i * = x4 och = = z5.



3. Eftersom f #r lokalt en-entydig i hela intervallet (x4, x5) foljer det att f &r
en-entydig i samma intervall. Med detta menar vi att om vi inskrédnker f:s
definitionsméngd till (x4, z5) sa far vi en en-entydig funktion; den funktionen
brukar man beteckna med f| 4, 5)-

Pa samma sitt kan vi visa att f &r en-entydig i intervallen (—oo,xzy4)
och (x5, 00).
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f|(—oo,ac4) f|(r4,m5) f|(965700)

4. Till funktionerna

f|(—oc,w4)a f|(a:4,7;5) och f|(.L5,00)

kan vi definiera inverser. Var och en av dessa inverser kallas for en gren
av f~1.
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3.5.2 Bestém arccos(—3).

Vi ska finna ett tal vars cosinus-varde ar —%.
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Eftersom funktionen arccos har virdeméingden [0, 7] sa ska det stkta talet ligga
i detta intervall.
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Inldrda cosinus-vérden ger oss att arccos(—%) = 2?”

3.5.6 Bestdm cos(arcsin0,7).

Vi ska losa uppgiften pa tva olika sitt. Vilken metod som &r ”bést” beror pa
situationen.

METOD 1

Sitt 0 = arcsin0,7. Eftersom virdeméngden till arcsin &r [—7, 7] ligger 0 i detta

intervall, och vi kan illustrera vinkeln 6 med den ratvinkliga triangeln nedan.
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Med Pythagoras sats far vi att den bredvidliggande kateten &r 1/0,51.
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Fran triangeln dr det nu enkelt att rdkna ut cos#,

cosf = ~ 051 _ v/0,51.
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METOD 2

Vi anvander den trigonometriska ettan

cos(arcsin 0,7) = | cos(arcsin 0,7)| = \/1 — sin?(arcsin 0,7) = {0,7 € Viin}

=/1-0,72 = /0,51

3.5.8 Bestidm arcsin(cos40°).

METOD 1

Vi soker den vinkel som vi betecknat med 6 i triangeln nedan.

cos 40°

Med definitionen av cosinus ser vi att komplementvinkeln till 6 &r 40°.

40°

cos 40°

Eftersom triangelns vinkelsumma &r 180° far vi att 8 = 50°.

METOD 2

Vi anvinder att summan av arcsin och arccos ar 90°,

arcsin(cos 40°) = 90° — arccos(cos 40°) = {40° € [0°, 180°]}
=90° — 40° = 50°.

3.5.14 Férenkla cos(arcsinz).

Vi anvander den trigonometriska ettan.
For x > 0 ar

cos(arcsinz) = | cos(arcsinz)| = \/1 — sin?(arcsinz) = {2z € [0,1]} = V/1 — 22.

Eftersom arcsin dr en udda funktion och cos ér en jaimn funktion &r cos(arcsin )
jamn. Hogerledet ovan &r ocksa en jamn funktion, sa formeln ovan géller dven
for x < 0.



3.5.16 Forenkla sin(arctan z).

Lat oss forsta anta att = > 0. Vi ritar upp en hjilptriangel.

arctan x 1

Med Pythagoras sats far vi att hypotenusan &ar /1 + x2.

arctan

Definitionen av sinus ger att

x
sin(arctanz) = —.
V14?2
Om z < 0 sa &ar
—x x
sin(arctan x) = — sin(arctan(—x)) = — = .
V1t (—z)2  V1+a?

3.5.20 Derivera y = arctan(az + b).

Kedjeregeln ger att

3.5.22 Derivera f(z) = zarcsinz.

Produktregeln ger att
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f'(x) = (z) - arcsinz + x - (arcsinx)’ = arcsinz +

3.5.34 Finn ekvationer for de tva linjer som #r tangenter till y = arcsinz och har
lutning 2.

En linje med lutning 2 har en ekvation i formen
Yy =2x+m.

En sadan linje kan endast tangera grafen till y = arcsin = i punkter dér derivatan
ar 2,
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y'(x) -2 2
Linjerna ska alltsa ga genom punkterna
(@,arcsin @) = (@, Z) respektive (—@,arcsin—@) = (-%,-12).

Vi far tva fall

1. m anpassas sa att linjen gar genom (73, %),

o \/g _ T
T=2-54+m < m—g—\/g.

2. m anpassas sa att linjen gar genom (—@, —%),

:2~(7§)+mm:f§+\/§.
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De tva linjernas ekvationer &r alltsa

y:2x7§+\/§.
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Forenkla arcsin % + arctan % sa langt som mojligt.

Satt

x = arcsin % + arctan %

Tag sinus av bada led och anvind additionsformeln for sinus,

sinx = sin(arcsin % + arctan %)

= sin arcsin £ - cos arctan % + cos arcsin
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For att berdkna dessa uttryck ritar vi upp hjélptrianglar.

v50 1 cos arctan
arctan 1 i
7 7
0 3
arcsin % i
4
Alltsa ar
i 3. 7 44 1 _
sInx = & 750 + 5 U85 =

o

3 . ginarctan 1.
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sin arctan %
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cos arcsin 2
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Denna ekvation har 16sningarna

z=2+2n7 och z=3 42w for alla heltal n. )

Om vi ater tittar pa (x) dr det uppenbart att det finns exakt en lésning och
inte odndligt manga som i (1). Eftersom vi tog sinus av bada led i (*) och sinus-
funktionen inte &r en-entydig var det i detta steg vi introducerade alla falska
rotter. Vi maste bestdmma vilket av alla tal i (1) som &r den riktiga roten.

Om vi betraktar virdeméngden for arcsin och arctan &r de [-7, 7] respek-
tive (—%,%). Summan x = arcsin2 + arctan i maste alltsd ligga i interval-

let (—m, 7). Detta utesluter alla punkter i (f) utom
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En av dessa tva punkter &r fortfarande en falsk rot. Om vi dr lite noggrannare
ser vi att

3 1_1
0<5<1 och 0<7<§.
Eftersom bade arcsin och arctan dr stringt vixande &r

0< arcsin% < arcsinl = g och 0< arctan% < arctan% = %.

Detta betyder att

T T __ 3w
O<.’E<§+Z—T.

Detta visar att x = %Tﬂ dr en falsk rot. Svaret &r alltsa » = 7.



KTH 27 aug 87 Visa att

x—1
arctany/x2 — 1 = 2arcsiny/ ——

2x

for alla x > 1.

Sétt

-1
f(z) = arctan /22 — 1 — 2 arcsin 4/ x2 .
x

Vi ska visa att f(z) =0 for = > 1.
Vi ser att funktionen f dr kontinuerlig och deriverbar for z > 1. Dess derivata
ar

1 % 2 1 1-20—(z—1)-2
I+ (@2-1) 92721 \/1 (x—l) 2\/9;—1 422
2x 2x

1 1 1
= = - :0.

x\/mQ—l \/SU+1 \/96—1.2362 xVr? -1 zva?-1
2z

Alltsa dr f'(x) = 0 for x > 1 och detta ger att f dr konstant for x > 1.
Eftersom f(1) = arctan0 — 2arcsin0 = 0 har vi visat att

7@ =

fx)=0 for alla x > 1.

Anm. Om en funktion f har derivatan f’ = 0 i ett intervall [a,b] d& kan vi anviinda
medelvirdessatsen pa f i delintervallet (a,z) och fa att

f@)=fla)=fE@-a=0 = fl@)=f()

dér a < € < z varfor vi kan vara siikra pa att f'(¢) = 0.
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