Lektion 5, Envariabelanalys den 7 oktober 1999

Los ekvationen v/ x2 + 1 = 2.

Vi bérjar med att kvadrera bada led,

2 + 1 =422,
Samla x i ena ledet,
322 =1.
Losningarna blir
1
rT=+—.

V3

Om vi som en extra kontroll sitter in = 1/4/3 i ursprungsekvationen far vi
att VL = HL, men om vi ddremot sédtter in z = —1/\/§ sa far vi istéllet att

vi= /() 1= fE =23
= 2(~J5) = ~2/V3

w

d.v.s. VL # HL.
Varfor stémmer inte den andra 16sningen?

For att kunna besvara fragan behover vi anvénda ett litet annorlunda synsett pa
hur vi 16ser ekvationer.
Nér vi t.ex. bestammer oss for att addera talet 1 till bada led i en ekvation

VL = HL

sa betyder det att vi ersétter den ekvation vi har med en ny ekvation mellan
funktionsvérdena

f(vi) = f(ur)

dér f dr funktionen x — x+1. Denna nya ekvation antar vi, ibland lite aningslost,
att den &r ekvivalent med den ursprungliga ekvationen VL = HL, d.v.s. har samma
l6sningsméangd. Med andra ord, vi antar och hoppas att

fvr) = f(n). (%)

VL = HL =

For en allmén funktion dr detta antagande inte sant. Titta t.ex. pa exemplet

Y

A~

Fvi) = f(uw) s

Hir kan VL och HL vara olika trots att f(vL) = f(HL).

Det enda tillfille da vi kan garantera ekvivalensen (%) &r om f &r en-entydig,
da géller ndmligen (*) per definition.

Vad som skapade den falska roten x = —1/+/3 i vart ursprungsexempel,

2 4+ 1 =2z,

var att vi kvadrerade ekvationen. Funktionen z — 22

vilket man ldtt ser genom att rita grafen.

!

422 =22 + 1

ar ndmligen inte en-entydig

\
7

2x l‘2+1

Sensmoralen dr inte att man ska undvika funktioner som inte &r en-entydiga
ndr man loser ekvationer (du gor vad du maéste for att 16sa ekvationen), utan
sensmoralen dr att man maste vara beredd pa att prova sina l6sningar om man
anvander icke en-entydiga funktioner.



Visa att f(z) =

, for £ > —1, &r en-entydig.

1
Vi+zx
For att f ska vara en-entydig maste foljande implikation gélla

f@)=fy) = z=v
Vi borjar med den vénstra delen av implikationen,
1 1
Vitr VITy

Vi kvadrerar (kom ihag att vi med detta steg riskerar att introducera falska
rotter),

f@) = fy) dvs.

11
l+z 14y

Vi inverterar bada led (funktionen z +— 1/x dr en-entydig)
l+z=1+4+y.
Slutligen subtraherar vi 1 fran bada led (z — 2 — 1 &r en-entydig),
x=y.
Vi har alltsa lyckats visa att

d.v.s. att f dr en-entydig.

3.1.8 Visa att funktionen f(z) = (1 — 2x)® #r en-entydig och bestim inversfunktio-
nen f~!(z). Bestim ocksé definitionsmingden och virdeméngden till f och f~*.

Funktionen f &r sammansatt av tva enklare funktioner f = g o h, dér

g(x) = 2?,
h(z) =1 - 2z.

Bade g och h dr en-entydiga (g dr vélként stringt vixande och h har derivata <
0), varfor f ocksa dr en-entydig.
Vidare har vi att

vilket ger att

FN@) = (goh) (@) = h o g (@) = 41— 2'/?).

Eftersom f &r ett polynom &r f definierad 6verallt, d.v.s. Dy = (—00, 00).
Eftersom f ar strédngt monoton och definitionsméngden saknar &ndpunkter ér
f:s definitionsméngd ett 6ppet intervall med &ndpunkter

zEI}loof(x) =—o0 och lim f(z)= occ.

r—00

Alltsa &r Vi = (—o00, 00).
Slutligen har vi att

D1 =Vy = (—00,00),
Vf—l = Df = (—O0,00).

3.1.10 Visa att funktionen f(x) = 1+Lx ar en-entydig och bestam inversfunktionen f~1.

Bestam ocksé definitionsméngden och virdemingden till f och f~1.

Funktionen f dr en-entydig om den &r stringt monoton, vilket vi kan undersocka
med derivatan av f,

(1+x)—x-1_ 1

! _1'
fi(z) = (1+2)2 - (1+z)2

Eftersom derivatans téljare och ndmnare alltid &r positiva &dr derivatan alltid
positiv, och f &r ddrmed stringt vixande. Detta visar att f ar en-entydig.



Inversen kan vi fa fram genom att losa ekvationen

_ RPN i €))
R e

med avseende pa f~1(x). For enkelhets skull kallar vi f~!(z) for v,

po U
14y
Vi forlanger med 1 4+ vy,
z-(1+y) =y.

Samla y i ena ledet,

z=y-(1-2x) & y =

Inversen &r alltsa f~*(z) = -
1—x
Funktionen f &r en rationell funktion och definierad Gverallt utom i punkter
dér ndmnarpolynomet &r noll, d.v.s. f ar definierad 6verallt utom i = = —1.
Definitionsméngden &r Dy = (—o00, —1) och (-1, 00).
Eftersom f &r stringt monoton och definitionsméngden dr tva dppna intervall
ar f:s vardeméngd tva 6ppna intervall med d&ndpunkter

lim f(x)=1 och lim f(z) = oo,
Tr——00 r——1—
respektive
lim f(z) =—o0c0 och lim f(z) =1.
r——1t xTr—00

Alltsa &r Vi = (—o0, 1) och (1, 00).
Slutligen har vi att

Dy =V, =(-00,1) och (1,00),
Vi-1 =Dy = (—00,—1) och (1,00).

3.1.24 Visa att

har en invers och finn (ffl)/(Q).

Vi har att

gy 1227 (22 + 1) — 42?2z
f(I)— (l‘2+1)2 -

4z% - (2% + 3)
@112

Namnaren &r alltid positiv varfor derivatans tecken bestams av tdljaren. Téljaren
isin tur dr produkten av tva faktorer dir den andra faktorn 2243 alltid #r positiv.
Den forsta faktorn 422 #r positiv 6verallt utom i 2 = 0.

Alltsa ar

f(z) >0 utomiz=0.
Detta betyder att f &r stringt vixande i intervallen (—o0,0) och (0,00). Ef-

tersom f dr kontinuerlig i x = 0 &r f stringt vixande 6verallt. Darmed far vi
att f dr en-entydig och har en invers.

Derivatan av inversen f~! ges av formeln

Fér att kunna anviinda denna formel behéver vi forst bestimma f~1(2). Kancel-
lationsidentiteten ger att

3

A(F712))
(/@) + 1

For att underliitta skrivandet sitter vi y = f~1(2).

2:fof_1(2):

3

4y 2 3 3 2
2= 2 1)=4 & 2y° —y® —1=0.
21 (y"+1) =4y Y-y (*)

Genom provning upptéicker vi att denna ekvation har I6sningen y = 1. Alltsa ar

712 =1



Notera att eftersom vi vet att f &r en-entydig sa kan inte ekvationen () har fler
an en reell rot.
Vi far nu att

Hur manga rotter har ekvationen sinx + cos2z = 4z.

Sétt f(x) = sinx + cos 22 — 4x. Vi ska bestdimma hur manga nollstéllen funktio-
nen f har.
Derivatan av f ar

f(z) = cosx — 2sin2x — 4
Eftersom bade sinus- och cosinusfunktionen ligger mellan —1 och 41 &r derivatan
@) <(+1)—2-(-1)—4=-1<0.

Alltsa ar f striangt avtagande och en-entydig. Detta betyder att f kan hogst ha
en rot.

For att bestimma om f Overhuvudtaget har en rot ska vi undersoka f:s
viardemangd. Om talet 0 tillhor vardeméngden antar f vardet 0.

Eftersom f &r definierad 6verallt dr f:s vardeméngd ett oppet intervall med
dndpunkterna
lim f(z) =00 och lim f(z)= —oc.

Alltsa dr virdeméngden Vy = (—o0, 00) och eftersom 0 € V har ekvationen exakt
en rot.

3.3.22 Derivera y = z2e*/2.

Produktregeln ger att

y/ — (J,‘Q)/ . e90/2 —|—JZ2 . (eac/2)/ = 9. e:c/2 —|—JJ2 . 695/2 . % — 696/2(33‘2/2 + 2$)

3.3.26 Derivera y = 2log v/ 22 + 2.

Vi skriver forst om uttrycket med logaritmlagarna
y = log(z? + 2).

Kedjeregeln ger att

3.3.40 Derivera y — 2° —33+8,

Vi anvénder deriveringsregeln

x x
-/ - 1
a a”loga

och kedjeregeln

y =27 38 og 2. (22 — a4 8) =27 38 1og 2. (22 — 3).



3.3.42 Derivera h(t) = t* — x'.

Den forsta termen &r en potensfunktion och har derivatan
xt® L
Den andra termen dr en exponentialfunktion och har derivatan
x' -log .
Sammantaget &r

R (t) = xt* 1 + 2’ log .

3.3.61 Lat f(zr) = xe™ . Bestdm var f &r vixande respektive avtagande. Skissera
grafen till f.

Produktregeln ger att
fllz)y=1-e"+ax-e"(-1)=e"(1-x).

Eftersom exponentialfunktionen alltid &r positiv avgors derivatans tecken av den
andra faktorn. Vi far att

/>0 ddz<1 =

/<0 ddz>1 =

f &r viixande i intervallet (—oo, 1].

f &r avtagande i intervallet [1, 00).

Nér £ — oo blir funktionen néstan exponentiellt avtagande p.g.a. faktorn e=*.

Néar x — —oo vixer faktorn e™* exponentiellt och faktorn x ger funktionen ett
negativt vérde. Vi har alltsa att

lim f(z)= lim — = —o0,
T——00 r——o0 et

lim f(z)= lim — =0

r—00 r—o0 et

Ritar vi upp det vi vet om funktionen far vi att delar av grafen har utseendet

Y

A

Som stéd nér vi ritar grafen kan vi dessutom rékna ut funktionens vérde i nagra
punkter

f(=1) = —e* =~ —2,7181,
f(0)=0,
f(2) =2e72 =~ 0,2707.
Sedan &r det bara att fylla i mellanrummen.
Y Yy
Ty g ¥
1 1




UU mars 60 Visa att funktionen y = (1 + %)H_a

en avtagande funktion for x > a.

, dér a ar en reell konstant > 0, &r

For att visa att f &r en avtagande funktion understker vi dess derivata. Ef-
tersom z férekommer bade i basen och exponenten anvénder vi oss av logaritmisk
derivering. Vi har att

logy = (x+a)-log(1+ %)

Deriverar vi, fas

!

%zlog(l—&-%)—i—(m—i—(z)-

() m(+2)- 2

Funktionen y(z) dr positiv for > a s& derivatan y':s tecken bestdms av HL. Vi
behover alltsa bara visa att HL &r negativ. Vi kan dock inte direkt avgéra om HL
ar negativt, utan detta kréver en liten utredning. S&tt

142
x

g(x) = log(l + %) - %.

Vi har att g(a) = log2 — 1 < 0. Om vi kan visa att g dr avtagande i interval-
let (a,00) da foljer att g(z) < g(a) < 0 for alla x > a.
For att visa att g ar strangt avtagande undersoker vi derivatan

2

o p(-5) - (-5) = mrierg

Eftersom alla faktorer i uttrycket ovan dr positiva fér 2 > a har vi att ¢’'(z) <0
for x > a. Alltsa &r ¢'(x) negativ for « > a, och g(z) avtagande for x > a. Detta
visar att ¢’ dr negativ i intervallet (a,c0), d.v.s. att y(x) dr avtagande for = > a.
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