Lektion 4, Envariabelanalys den 30 september 1999

2.6.2 Askadliggdr medelvirdessatsen genom att finna en punkt i det éppna interval-
let (1,2) dédr tangentlinjen till y = 1/z dr parallell med kordan mellan punkterna (1,1)
och (2,1/2).

Kordan mellan (1,1) och (2,1/2) har lutningen

Ay 1/2-1
Az 2-1

=-1/2.

Vi soker alltsa en punkt i intervallet (1, 2)
dar tangenten har lutning —1/2, d.v.s. Y
dér y:s derivata dr —1/2,

1
—=-1/2 & z==V2
X

Av dessa tva punkter dr det bara x = V2 ‘ ‘ ‘
som tillhér intervallet (1,2). 1 \/i 2

2.6.6 Latr > 1. Om x > 0 eller —1 < z < 0, visa att

1+2)" >14rz.

Séatt f(z) = (14 2)". Vi undersoker de olika z-viirdena.
x >0: Vianvinder medelvirdessatsen pa funktionen f i intervallet [0, z],

(1+a) —17

—5 a9

dir 0 < € < z. Eftersom £ > 0 dr hogerledet alltid storre dn

r(140)""' =7,
Alltsa har vi att
1 "—1
—( + x) >
T

Multiplikation med x (positiv) ger att
14+z)"—1>rz.
Addition med 1 ger slutligen att

1+2z)" >1+rz.

—1 < x < 0: Vi anviinder medelvirdessatsen pa funktionen f i intervallet [z, 0],

1" — (1+2)"

o, -+

dir x < & < 0. Eftersom £ < 0 dr hogerledet alltid mindre &n

r(140)""1 =7
Alltsa har vi att
1 T—1
—( + 1:) <.
T

Multiplicera med x (negativ),
(14+2)" =1>rz,
och addera 1,

14+z)">1+rz.



Visa att €” cosz > 1 for 0 < z < w/4.

Sétt f(z) = e” cosz. Vi anvinder medelvirdessatsen pa f i intervallet [0, z],

efcosx — 1

— = 1'(6) = ¢ (cosg — sing),

ddr 0 < £ < x. Om vi kan visa att hogerledet &r positivt oavsett var £ ligger i
intervallet (0, ), da har vi visat att

efcosxr —1

>0 d.v.s. e“cosx > 1.

T
Vi behover alltsa visa att

ef(cos€ —sin€) >0 da 0<¢é<az<m/4

Eftersom exponentialfunktionen alltid &r positiv rdcker det om vi visar att
cos& —sin€ > 0 da 0< &< /4.

Med hjalp av additionsformler kan vansterledet skrivas om till

V2 cos(é +m/4) > 0 da 0<¢<m/4

Vi vet att cosinus-funktionen ér positiv pa intervallet (0, 7/2) och dérfér dr cos(£+
7/4) positiv pa intervallet (0, 7/4). Vi har alltsa visat det vi skulle och uppgiften
ar klar.

Anm. Olikheten géller inte bara for z i intervallet (0, 77/4) utan detta intervall kan goras
storre. Vart angreppssitt med medelvirdessatsen ger alltsa inte det optimala resultatet.
(Problemet &r att vi inte vet var i intervallet (0,z) som £ hamnar.)

Bestdm lim n(¥/z —1) for > 0.

n—o0

Vi byter forst variabel i grinsvirdet till ¢t = 1/n. Nir n — oo far vi att ¢t — 07.
Gréansvirdesuttrycket blir

oozt —1
lim
t—0+ t

Denna kvot kan tolkas som en differenskvot. Om vi siitter f(t) = ! s& kan
gransvirdet skrivas som

o FB )
t—+ t—0

Med medelvérdessatsen far vi ett 0 < & < t sa att grénsvirdet ar

gtli% (&) = £t1Ln3+ 25t log x = log .

2.6.8 Finn intervallen dir f(z) = 2® + 2z + 2 &r vixande respektive avtagande.

Derivatan ges av f/(z) =2z 42 =
2(xz +1). Vi ser att Y

N
7

fl(x)>0 omax>—1,
f(r) <0 omax<—1.

Alltsa ar f

viixande pa [—1,00),

avtagande pa (—oo, —1].




1
2.6.12 Finn intervallen dér f(z) = — 1 ar vixande respektive avtagande.
x
Derivatan ges av

—2x
! _ 2 —2 _
Néamnaren &r positiv varfor téljaren avgor tecknet

fl(z) <0 omaz >0,
f(x) >0 omz<O0.

Alltsa ar f

vixande pa (—o0,0],

avtagande pa [0, 00).

Utred om y = 2>/ kan definicras for negativa @, och om s &r fallet, forklara hur man
beréknar funktionen for negativa x.

Om vi ritar upp grafen till y = 22/3 for > 0 sa har den utseendet

Y

‘ x4

Nér vi ska underséka funktionen y = 22/3 dr det viktigt att veta att funktionen
egentligen definieras av det implicita sambandet

y? =2’ (%)

I detta samband noterar vi att om z ersitts med —zx sa ar sambandet fortfarande
uppfyllt. Om vi ritar upp alla punkter (x,y) som uppfyller (x) sa far vi dirfor en
figur som &r symmetrisk kring y-axeln.

Y

I denna figur ser vi att vi kan definiera y = /3 dven for negativa .

Nar vi ska rikna ut denna funktion anvénder vi symmetrin kring y-axeln, d.v.s.
att funktionen &r jimn,

y(=z) = y(z).

Speciellt #r y(—1) = (—1)%/% = (+1)%/% = 1.

Anm. I allménhet kan funktionen x — x® definieras for negativa z om o = ﬁ for

nagra heltal k£ och n.



Visa att f(z) = /3 &r stringt viixande.

Vi delar forst upp den udda funktionen i en del for positiva z och en del for
negativa ,

21/3

f(z) =140

—(—2)Y/3 om z < 0.

om z > 0,

om x =0,

Fordelen med denna formel &r att basen alltid &r positiv och da kan vi anvinda
potenslagarna utan eftertanke.
Vi gbr nu som i tidigare uppgifter och deriverar

1

1
3 (.’1’,‘1/3)2

z>0: fl(z)= %x‘z/g =

>0,
. 0
(o)~

Alltsa dr f stringt vixande pa (—o00,0) och (0,00). Eftersom f #r kontinuerlig
ar den striangt vixande pa hela R.

r<0: fl(z)= _%(_x)—2/3 (=1 =1

For vilka z géller olikheten

l—e<l—(z-2°%<1+e

Detta &r den olikhet vi stotte pa i det andra exemplet fran lektion 1. Denna gang
ska vi betrakta losandet av olikheten ur ett litet annorlunda perspektiv.

l—e<l—(z—-2°<1+¢

Det forsta steget dr att vi multiplicerar alla led med —1. Detta kan ses som att vi
anvéander funktionen z — —z pa alla led och betraktar istéllet den resulterande
olikheten mellan funktionsvidrdena. Vi kan garantera att denna nya olikhet &r
ekvivalent med den gamla, om funktionen vi anvénder ar stringt monoton. Ef-
tersom x +— —x ar stréngt avtagande dr den speciellt stréngt monoton. Dessutom
kastas olikhetstecknen om i den nya olikheten, och vi far

~l4+e>-1+@2-23>-1-c¢.

Sedan adderar vi 1, vilket &r detsamma som att vi anviinder funktionen z — x+1.
Eftersom denna funktion &ar stringt vixande blir den ekvivalenta olikheten for
funktionsvérdena

e>(r—2)° > —¢.

Det tredje steget ér att ta tredje roten ur. Funktionen i detta fall &r  — x'/3. 1

den tidigare uppgiften visade vi att @ — /3 #ir striingt viixande varfor olikheten
blir

Je>az—2> e

Det sista steget dr att addera 2, d.v.s. anviinda funktionen z — x 4 2 (stringt
vixande),

24 e>ax>2— Ve

dy .
2.9.4 Rékna ut d—y i termer av x och y om
T

22 4y —1)° =4.

Vi betraktar y som en funktion av z och deriverar med avseende pa x,

-2z —T
2r+4-2(y—1)y' =0 & o = = :
=1 -0 Au-1




2.9.10 Finn ekvationen for tangenten till kurvan
22 — 2% = 12

i punkten (—1,2).

Tangentens lutning ges av y’(—1). Vi deriverar det implicita sambandet med
avseende pa ,

2zy® + 223y°y — (32y® + 2°2yy’) = 0.
Vi samlar ihop ¢’ i ena ledet

3 ;L 33:2y2 — 2xy3

2,2 3,0\, _ 9.2, 2
(3z7y” — 22°y)y' = 3z°y” — 2zy° & yfm.
I punkten (x,y) = (—1,2) ar
3-(-1)2-22-2.(-1)-23
"(-1) = =T7/4.
y(=1) 3.(_1)2.22_2.(_1)3.2 /

Alltsa har tangenten lutning 7/4 och
dérmed ekvationen Y

\
7

y="Tatm,

ddr m bestams av att tangentlinjen gar
genom punkten (—1,2)

2=2.(-D+m & m=1
Tangentens ekvation dr darmed
t > T
y=jqo+3. -1

2.9.12 Finn ekvationen for tangentlinjen till kurvan

y2

-1

r+2y+1=
x

i punkten (2, —1).

Tangentens lutning ges av y'(2). Vi deriverar det implicita sambandet med avse-
ende pa ,

2yy’ - (x —1) —y*-1

142y =
o (c=1)2
Samla 1’ i ena ledet
Y (e —1)?
x—1 (z —1)2 2y 2 -1 (z—y—1)
r—1
I punkten (x,y) = (2,—1) ar
—1)2+(2-1)2
2-2-1)-2-(-1) -1
Alltsa har tangentlinjen ekvationen
Y
Y= —%x +m, 1
dir m bestdms av att tangenten gar ge-
nom punkten (2, —1),
2

d=-l24m & m=o

Darmed &ar tangentens ekvation




Efterord

Med hjilp av implicita funktioner kan man avbilda manga olika typer av kurvor,
faktiskt fler &n vad man kan tro. Nedan &r den s.k. tjuroiden uppritad.

201 3 2 2 .
(—%y‘l—%y%—%y“—%zﬂ—%—x2)(2x2+100(( — 439) —x2+§) —1)((3:—#%) + (y—
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