Lektion 2, Envariabelanalys den 15 september 1999

1.4.8 Var i definitionsméngden &r funktionen

f(m)_{x omz < —1

z° omax > —1

kontinuerlig, vanster- och hégerkontinuerlig, och diskontinuerlig?

Funktionerna x — x och x — x? #r kontinuerliga &verallt dér de #r definierade,
varfor den enda mojliga diskontinuitetspunkten &r x = —1. I punkten x = —1
har vi att

flx) = 1,

lim f(z) = lim a=-1,

r——1- r——1-

li = lm 2*=1
Lm0 = e

Alltsa har vi att f &r

kontinuerlig overallt utom i x = —1,

hogerkontinuerlig overallt,
véansterkontinuerlig overallt utom i x = —1,

diskontinuerlig ix=-1.
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1.4.18 Finn m sa att

r—m omzxz<3
g(x) =
l1—mx omax>3

ar kontinuerlig for alla x.

Funktionerna * — x — m och = — 1 — ma ar kontinuerliga overallt dar de

dr definierade. Den enda mojliga diskontinuitetspunkten &r i fogen z = 3.

Vi ska vilja m sa att g blir kontinuerlig dven i punkten z = 3. Vi har
Y

lim g(zx) = lim (x—m)=3-m 1

r—3~ r—3~

lim g(z) = lim (1—mx)=1-3m

Jlim g(z) im ( )

och for att g ska vara kontinuerlig maste

3—-m=1-3m <& m=-1.

SU 17 aug 87 Berékna lim %
z—mw/2 COS“T

Bade téljare och ndmnare gar mot 0 da x — 7/2. Vi férlinger med 1 + sinz och
anvander trigonometriska formler

sinx — 1 . sin?z — 1 1
im ——— = lim 5 -
z—7/2 COS“T z—r/2 cos*x sinx+1
2
. —cos* T 1 —1
= lim 5 - = — - =-1/2.
z—r/2 cos*x sinx+1 lim sinx +1
z—m/2

I den sista likheten har vi anvént att sinus dr kontinuerlig.



1.4.30 Visa att ekvationen 2® — 15z + 1 = 0 har tre rétter i intervallet [ —4, 4].

Sitt f(x) = 2% — 152 + 1. Vi har att

f-4) =-3, ]

fO) =1, ’

f(4) = +5. L. x
4 1 4

Satsen om mellanliggande viarden ger att
det finns atminstone en rot i vart och ett
av intervallen

[—4,0], [0,1] och [1,4],

d.v.s. atminstone tre rotter i interval-
let [—4,4].

Anm. Algebrans fundamentalsats ger att det finns exakt tre rétter till ekvationen (se
linjdr algebra).

SU 10 jan 89 Lat f vara en kontinuerlig funktion i intervallet [0, 1] sadan att f(0) =
och f(1) = 0. Visa att det finns ett = € [0,1] sadant att f(z) = =.

Lat oss rita ut informationen i uppgifts-

texten i ett koordinatsystem. Vi vet att Y
funktionen f antar virdet 1 i punk-
ten £ = 0 och vérdet 0 i punkten z = 1.
Var uppgift ar att visa att grafen till f
maste skéra linjen y = x.

Situationen paminner om den i satsen
om mellanliggande vérden; grafen till f
startar ovanfor linjen y = x for att i slut-
punkten vara under linjen y = z. Mel-
lan startpunkten och slutpunkten bor-
de alltsa finnas en skdrningspunkt mellan
f:s graf och linjen y = x.
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Vi kan ocksa mycket riktigt anvinda satsen om mellanliggande virden genom
att betrakta funktionen

g(x) = f(x) — .

Vihar att g(0) = f(0)—0 = 1 och g(1)
véarden ger att det finns ett x = x¢ €

= f(1)—1 = —1. Satsen om mellanliggande
[0,1
att 0 = g(zo) = f(z0) — 2o, d.v.s. f(zo) =

] sadan att g(xg) = 0, vilket betyder
Zo

2.1.4 Finn ekvationen for tangentlinjen till grafen fér y = 6 —z — 2 i punkten z = —2.

For att bestdamma tangentlinjen behover vi dess lutning och en punkt pa linjen.
Tangentlinjens lutning ges av gransvérdet

6= (241 = (=240 = (6= (-2) = (-2")

}Ll_)o h :flbli% h
. 3h—h? .
= Jim = — = lim (3 —h) =3

Alltsa har tangentlinjen ekvationen

7

y=3x+m,
dir m bestdms av att tangentlinjen
ska ga genom punkten (—2,y(—2)) =
(_274)7

4=3-(=2)+m <& m=10.

Tangentlinjens ekvation &r alltsa y =
3z + 10.

i



2.1.24 Finn alla punkter pa kurvan y = 1/x dér tangentlinjen dr vinkelrdt mot linjen
y = 4x — 3.

Vi bestdmmer forst ekvationen for tangentlinjen till y = 1/ i en godtycklig
punkt x = a. Tangentlinjens lutning ges av grinsvérdet

1 1
_ylat+h)—yla) . ath a _ .
}llli% A = %11% Y = {gemensam nidmnare}
a—(a+h) —h -1

=1 =lim —— = —.
B ha(a+ h) hm0 ha(a+h)  a?

Alltsa har tangentlinjen ekvationen

-1

=—F-T+m,
Y a2

dér m bestdms av att tangentlinjen gar
genom punkten (a,y(a)) = (a,1/a),

1 -1 2
—=-—F-a+m S m=-
a a a

Tangentlinjen har ddrmed ekvationen

-1 2
y=-—5-r+—.
a a

Eftersom tangentlinjen ska vara vinkelrdt mot en linje med lutning 4 séker vi de

a-viirden dér tangentlinjen har lutning —1/4, d.v.s.

1 1

Alltsa ar de sokta punkterna

(2,1/2) och (—2,-1/2).

2.2.16 Berikna derivatan till funktionen

< — 1
T 3+4t
direkt fran definitionen av derivata.
Derivatan ges av gransvérdet
1 1
. s(t+h)—s(t . 3+4(t+h) 344t
s'(t):hms(—i_—)s():hm +A(t+h) +

h—0 h—0 h

; . 3+4t—(3+4t+4h)
= {gemensam nimnare} = lim
h—0 h(3 + 4t)(3 + 4t + 4h)

—4h —4

= 1. == .
0 h(3 4 48)(3 + 4t + 4h) (3 + 4t)2

2.2.25 Hur ska funktionen f(z) = xsgnx definieras i punkten z = 0 sa att den blir
kontinuerlig diir? Ar den dven deriverbar dir?

Vi har att
1 =1 -1)=0
Jim f(z) = lim z-(-1)
xlgg+ J(@) = xlgg+ z-(+1) =0,

vilket visar att om vi definierar f(0) =0 sa &r f kontinuerlig i = = 0.

For att undersoka om f &r deriverbar i * = 0 berdknar vi hoger- och
vénsterderivatan,
. h) — £(0) . h-(+1)-=0
' =1 1 = lim ————— =+41
fO= o T = =
. h) — £(0) . h-(-1)-=0
! =1 7“ =1 =—1.
S0 = m == -0 h

Eftersom f/ (0) # f’ (0) &r f inte deriverbar i x = 0.



2.2.47 Det finns tva olika réta linjer som passerar genom punkten (1, —3) och tangerar En sadan linje kan endast tangera grafen till y = 1/x i punkter déir derivatan
kurvan y = z2. Finn deras ekvationer. ar —2,

Lat oss forst bestamma ekvationen for tangentlinjen genom en godtycklig

.. . Linjerna ska alltsa ga genom punkterna
punkt & = a. Tangentlinjens lutning ges av

o =2l =20 (1) = (G5 2) ekt (-5t = (-5, —V2).

Tangentlinjen har alltsa ekvationen Vi far tva fall

Y 1. m anpassas sa att linjen gar genom (—=,/2),
y=2a-x+m, T~ (ﬁ )
1
dér m bestdms av att linjen ska ga genom V2=-2. ﬁ +m & m=2V2
punkten (a, a?),
=2 a+m < m=—a’ 13 * T 2. m anpassas sa att linjen gar genom (—%, —\/5),
Vi ska nu vélja a sa att tangentlinjen pas- V2 =-2. (_L) +m & m=-—2V2
serar genom punkten (1, —3), d.v.s. V2
—3=y(1)=2a—0d®> & ‘ V. De tva linjernas ekvationer &r alltsa
a=23 eller a =-1. y=—2x+2V2
De tva linjerna &r alltsa y = 62 — 9 och y = —2z — 1. y=—2x—2V2
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2.2.48 Finn ekvationer till de tva rita linjer som har lutning —2 och tangerar grafen
till y = 1/z.

En linje med lutning —2 har en ekvation med formen

y=—2x+m.
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