Lektion 16, Envariabelanalys den 30 november 1999

9.1.2 Avgor om foljden

o o

(o)
n2+1

begrinsad (ovanifran eller underifran),
positiv eller negativ (s& smaningom),
vixande, avtagande eller alternerande,

konvergent, divergent eller divergent mot +oco.

Vi kan skriva om formeln nagot

2n 2
n24+1 n+1/n

Eftersom indexet n gar fran 1 och uppat sa far vi nagontig stérre om vi
ersitter n med 1,

2 < 2
n+1/n = 1+1/n

Termen 1/n i ndmnaren &r alltid positiv, sa den kan vi erséitta med 0 och fa
ett storre uttryck,

Alltsa har vi visat att

2n
n?+1

<2 for alla n,

d.v.s. talfsljden dr begrénsad ovanifran av 2. A andra sidan ér téljaren och
nidmnaren alltid positiva, varfér vi har att

2n
n2+1

>0 for allan,

d.v.s. talféljden &r begrénsad underifran av 0. Talfoljden &r alltsa begrénsad.

Enligt a-uppgiften dr foljden alltid positiv.

I exempel 3 avsnitt 9.1 undersoks just denna f6ljd och dér visas att féljden ar
avtagande, men lat oss istéllet ga tillbaka till definitionen av en avtagande
f6ljd och visa att definitionen &r uppfylld.

Vi vill alltsa visa att

nt1 < ap for alla n > N,

dér N &r nagot ldmpligt heltal. Skriver vi ut vad denna olikhet betyder i
vart fall sa far vi

2(n+1) ; 2n
(n+1)241 " n2+1

for alla n > N. (%)

Vi har skrivit ett fragetecken ovanfor olikhetstecknet for att markera att det
dr denna olikhet vi vill visa. Vi far en ekvivalent olikhet om vi forlinger
med (n+ 1)%2 + 1 och n? + 1 (bada #r positiva),

2(n +1)(n* 4+ 1) % 2n((n+1)* +1).

Vi forenklar och samlar termerna i ena ledet,

?
2n?+2n—2>0.

For att se om denna olikhet &r uppfylld kvadratkompletterar vi

2n+1)* -5 >0, (1)

Av denna formel ser vi att vinsterledet har ett minimum i n = —%, men
dr vixande for n > —%. Om dirfor (f) géller for ett visst positivt n sa
géller olikheten &ven for alla index storre dn n. I detta fall géller olikheten

froom. n =1,
(+3-5=3-1=1>0,
sa (*) dr uppfylld for alla n > 1.

Vi har

2 2
lim L {forling med 1/n} = lim

= —F =0.




9.1.18 Berikna gransvirdet av foljden

. n*-2yn+1
" 1—-n—3n2"°

Vi berdknar griansvirdet precis pa samma sidtt som nér vi har grinsvirden av
funktioner.

2_9 1
nh—>ngo an = nh—>ngo % = {forling med 1/n%}
1-2n324p2 1-040
— 1' = = —1 .
oo n-2—n-1-3 0-0-3 /3

9.1.24 Berékna gransvirdet av foljden

an =n —\/n?—4n.

Om vi tittar pa formeln for a,,

a, =n—vn?—4n,

sa ser vi att den &r en differens mellan tva termer varav den ena &r ett kvadrat-
rotsuttryck. Standardtricket i dessa fall dr att forlanga med uttryckets konjugat,

(n— vVn?2 —4n)(n+\/n2 —4n)
ap =
n+vn? —4n
n?—(n?—4n) dn

C n4+Vn2+4n  n++/n?—4n

Vi far alltsa att

lim a, = lim = { forling med 1/n }

4n
n—oo n—oo n +4/n? —4dn
4

4

9.1.26 Berikna gransvirdet av foljden

w (251

For stora n gar basen i potensuttrycket mot 1 medan exponenten gar mot co. Vi
har alltsa en tédvlan mellan hur snabbt basen gar mot 1 och exponenten mot co.
Utgangen av denna tévlan avgor gransvérdet.

Ett vanligt trick ndr man har stora produkter eller potensuttryck &dr att loga-
ritmera. Vi skriver alltsa om uttrycket till

)

an = =expqnlo .

" n+1 P & n+1

Argumentet till logaritmen gar mot 1 och det kan vi se tydligare om vi skriver

om argumentet nagot,
{ 1 (n +1- 2) }
=expynlog| ——
p g n+ 1

= exp{nlog(l — ni—l-l) }

Den andra termen i logaritmens argument gar mot 0. Fér argument ndra 1 vet
vi enligt Maclaurinutvecklingen att logaritmen har utseendet

log(1+4¢) = e+ O(e?).



I vart fall innebéar detta att

log(l— n—2|—1) :_n—Qi—l +O((n—:1)2)'

Déarmed ar

0 — exp{n(—nil +o(ﬁ)>}

:eXp{_an—l +O<(n—f1)2>}'

Later vi n — oo fas
. ) n n
AL, n = nhfioe}(p{f2 ntl O((n+ 1)2)}

= { exp ir kontinuerlig}

=exp{ Jim (27 +O((nflf))}

=exp{—2+0}=¢"?

9.2.2 Berdkna Z Z " " eller visa att serien divergerar.
n=1

Serien &r en geometrisk serie med basen —i. Summan #r

S3(-1)

n=1

»N»—‘

i_lnl #:2
R

oo
9.2.4 Berdkna Z eller visa att serien divergerar.
n

3
= 103"

Serien &r faktiskt en geometrisk serie, vilket vi ldttare ser om vi skriver om sum-
manden lite,

5 5

07 {109)"

Innan vi sétter igang och anvinder formeln for en geometrisk serie noterar vi att
var serie inte riktigt overensstimmer med formeln

s a
E az" "t =

1—
n=1

Vart startindex dr 0 istéllet for 1 och dessutom har vi n i exponenten istéllet
for n — 1. For att fa réatt startindex gor vi en indexforskjutning

x.

= 1 k:n—f—l} - 1
5 7= =5) — =
;(103) {”:k_l ,; (105)"!

Problemet med exponenten 16ste sig sjalv. Summan av serien dr nu

5 5000
5 = = .
Z 103 -1 1-1/103 999

n

oo
2
9.2.10 Berédkna Z % eller visa att serien divergerar.
n=0

Summanden bestar av tva termer, sa vi kan dela upp summan i tva delar

oo

= 3+2"
Z gtz Z 3n+2 + Z 3n+2 (*)

n=0




Eftersom serierna dr positiva sa dr uppdelningen () alltid giltig. Den forsta serien
i hogerledet ar en geometrisk serie med summan

—~ 3 I~ 1l 7
2 mm Tyl o1
n=0

n=0

Wl

N[

Wl

Den andra serien &r ocksa en geometrisk serie, vilket vi enklare kan se efter en
omskrivning,

= 2 21 2\ & L
Z n+2:Z_2<_> =7 _ 32~ 3
3 £« 32\3 1-2

Sammanlagt har vi alltsa

eller visa att serien divergerar.

> n
9.2.16 Berik
erakna 2 n + 2
Termerna verkar misstinksamt stora. Vi har att

1 1
lim LI lim

—=—=1.

I en konvergent serie maste termerna ga mot 0, sa var serie maste vara divergent.

eller visa att serien divergerar.

9.2.18 Berikna Z
—n +1

I detta fall ser vi att termerna gar mot 0 da n — oo, sa vi kan inte direkt avfirda
serien som divergent.

Serien ér dock missténkt lik den harmoniska serien, som vi vet ar divergent.
Eftersom den harmoniska serien ligger néra griansen till att konvergera sa maste
vi vara forsiktiga nér vi ska jimfora serien med den harmoniska serien. Vi har

= 2 =1
;n+1:2;n+1'

Vi gor en indexforskjutning sa att summanden ser exakt ut som den harmoniska
serien

k=n+1 1
{n:k—l} ];Qk

Var serie ar alltsa den harmoniska serien utan den forsta termen. Alltsa ar serien
divergent.

konvergerar eller divergerar.

(o)
9.3.2 Besté
estdm om T; R

Nér man far en serie av den hér typen brukar man borja med en informell un-
dersokning av termernas storleksordning for stora m. I en sadan understkning
forsummar man deluttryck som man vet &r mycket mindre &n de mera domine-
rande delarna av uttrycket. I vart fall ar

n*—2~nt nt—2 nt nd



d.v.s. for stora n liknar termerna i var serie termerna i den konvergenta p-serien
> # Eftersom konvergensen av en serie avgors av utseendet av termer for sto-
ra n, sa borde var serie ocksa vara konvergent.

Ett sétt att realisera detta resonemang dr att anvinda jamforelseprincipen.
Vi ska da undersoka gransvirdet av kvoten mellan termerna i var serie och den
vélkdnt konvergenta serien,

n

4 _ 4 1 1
lim 2 2 _ lim o lim = =1.
n—oo i n— oo n4— n—>oo]_—2/n4 1—0

n3

Eftersom griansvirdet dr dndligt och jimforelseserien dr konvergent, sa ar var
serie konvergent enligt jimforelseprincipen.

9.3.4 Bestim om Z r%

n=1

konvergerar eller divergerar.

Precis som i forra uppgiften gor vi forst en informell undersékning av termernas
storleksordning for stora n. For stora n ar

VisVE i a1

n+n+1~n?

n24+n+1  n2  n3/2

Termerna dr alltsa jimforbara med termerna i den konvergenta serien ». #
Griinsvirdet av kvoten mellan vara termer och 1/n%/? ar

vn
2 2 1 1
%: lim ————— = lim - -
n—oon?4+mn+1 n-ccl+1/n+1/n2 14040

lim
n—oo

n3/2

Jamforelseprincipen ger nu att eftersom griansviardet dr dndligt och serien vi
jamfor med dr konvergent sa &r var serie konvergent.

oo

9.3.8 Bestidm om serien E oz3n konvergerar eller divergerar.
og 3n
n=1

Man maste ha en kénsla for olika funktioners storleksordningar. Logaritm-
funktionen vixer alltid langsamt i jimforelse med termer av typen n¢, oavsett hur
litet € > 0 vi véiljer. Alltsa dr termerna i serien ) 1/log 3n, for stora n, storre dn
termerna i t.ex. den harmoniska serien > 1/n. Eftersom den harmoniska serien
ar divergent sa borde var serie ocksa divergera.

Vi jamfor darfor var serie med den harmoniska serien,

1
log 3n . n . 1
=lm — = lim ———— =
n n

Jamforelseprincipen ger nu att var serie ér divergent.

— 1
9.3.10 Bestdm om E 217“ konvergerar eller divergerar.
n

n=0

For stora n &r

1Jrnwni1
2—|—nwn7

)

d.v.s. termerna gar inte ens mot 0 och serien kan da inte vara konvergent.
Alltsa: Eftersom

. 1+n . 1/m+1 0+1
lim = lim —-=—-—=1
n—oo 24+mn n—o2/n+1 0+1

ar serien divergent.



9.3.12 Bestdm om Z konvergerar eller divergerar.
n=0

o
— 1+nyn

Vi undersoker termernas storleksordning for stora n,

n? n?

1+nyn  nyn

Inte nog med att termerna inte gar mot noll, de gar mot oo, och da kan inte
serien vara konvergent.
Sammanfattningsvis, eftersom

— /7.

sa ar serien divergent.

o]

9.3.16 Bestam om Z

n=1

1+ (-1
NG

konvergerar eller divergerar.

Uttrycket (—1)™ alternerar mellan —1 och +1, s& summandens téljare 1+ (—1)"
alternerar mellan 0 och 2. Varannan term &r alltsa noll,

SSECDT_0 20 2 02

— Vn VIov2 V3 Vi V5 Ve
For att fa en serie med rent positiva termer tar vi bort alla noll-termer och
indexerar om serien

+Z+ L+ 2+ 5+ 24

e
sk
sl

—1 g
Do+ &‘m
w T é‘m

Med denna indexering blir serien
> 2 > 1
=2 -

Detta &r en vilkdnd p-serie, och den &r divergent.

> 4
9.3.18 Bestdm om Z n—' konvergerar eller divergerar.
n!

n=1

Det hér talet handlar om vilken storleksordning som n! har i jimforelse med n?.
En tumregel ar hierarkin

n">nl>ad" >n® > 1, (%)

dédr a > 1. Med beteckningen > menar vi att det vénstra ledet vixer fortare &n
det hogra ledet, sa fort att kvoten mellan dem gar mot 0. I vart fall &r alltsa

Fragan blir d& om termerna avtar tillrackligt fort for att serien ska konvergera.
For att besvara denna fraga ska vi anvénda jamforelseprincipen och vart hie-
rarki (*). Vi ska jimféra var serie med den konvergenta p-serien _ 1/n?,

lim

n—0o0

3[\3‘ H|:>—| 3%
|

Eftersom vi vet att n! > nS blir griansvirdet ovan 0. Jimforelseprincipen ger nu
att var serie dr konvergent.
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